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丁3 0 0t s t r a p 方 法 及 其 应 用

茅 宁

摘 要 1 7 97年埃弟伦教授提出 了一种新的统计推 断 方 法—
n
心) 〔 , t 、 l r : `1、

方法
。

该方法适用于一大类估计问题
,
因而受到越来越多的统计学者的重视

。

本文介绍了该方法的基本思想及其应用实例
,

并讨论 7 存在 的问题及今后研究

的方向
。

一
、

引 言

19 7 7年
,

美国 tS a n f
` ) r d大学统什系教授 E f r o n

在总结
、

归纳前人研究成果的某础上

提出了一种新的统计方法—
Boo st tr a p 方法

。

最近几年来
,

该方法引起了学 术界的贡

视
,

我国也已初步开展这方面的研究
。

从最初的定义看
,

B 。 。 st t ar p 方法是 一种 非参数

统计方法
,

但 实 际 上不仅仅局限于非参数的范畴
,

对于参数统计推断的某些问题同样

也是适用的
。

从另一方面看
,

B o o t s t r a p方法实质上是一种再抽样 ( r e s a m p l i n g )过程
。

再

抽样的方法还有许多
,

如 J a e k k n i f e
方法

、

无穷 小 J a e k k n i f e
方法

、

D e l t a
方法

、

I l a l f一

S a m p h n g方法等
。

本报告主要介绍 B oo st t1’a p 方法的基本思想及其若干应用问题
,

其中

包括作者个人的一些看祛
,

在理论上不准备做详细的论述
。

其它的再抽样方法可 阅读报

告中列出的有关文献
。

下面先简单介绍一下问题的基本提法
。

设随机子样 X 二 ( X : ,

…
,

X
.

)来自未知的总

体分布 F ; R ( X
,

F )为某个预先选定的随机变量
,

它是X 和 F 的函数
。

现 要 求根据子

样观测 值 X 二 x 二 (x
, ,
一

,

介 ) 估计 R ( X
,

F )的分布特性
,

如均值
、

方差或 分布密度函

熟等
。

例如
,

设 o = 0( F )是总体分布 F 的某分布参数 (如均值
、

方差
、

相关系数 )
,

而

以 X )是关于 e 的估计 (如子样均值
、

子样方差
、

子样相关系数 )
。

定义
八

R ( X
,

F ) = 夕(X )
一 0 ( F ) ( 1

.

1 )

现要由观测 x 二 二估计 R ( x
,

F )的分布特性
。

注意此时 R ( x
,

F )的均值和方差分别为 a

的偏和误差方差
,

正是我们所希望知道的
。

总体分布 F 一般是未知的
,

则上述问题为非

参数问题
。

此外
,

也可能已知 F 的形式
,

但其某些分布参数未知
,

则此时是参数问题
。

其次分析一下 B oo stt ar p方法产生的历史背景
。

从原则上讲
,

人们熟悉的参数统计

推断方法是在计算能力受到严重束终 (什算费用昂贵
、

计算速度缓慢 ) 这一特定的历史

条件下产生和发展的
。

在处理问肠时总认为总体分布形式巳知
,

特别通常假定是正态分

布
。

在此基础上建立起一套
“

墨守陈规
”

的模式
,

即对任何一个具体问题
,

总是利用现
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成的理论和统计数表 (如尸分布表
, t 分布表 ) 进行推断

。

实际上
,

对总体分布做出假

定一般出于什算上的考虑
,

具实分布通常是无法精确了解的
。

有人曾 经 这 样 说
:

对于
“

为什么要采用正态假设
”

这一问题的最诚实回答是
“
只有在正态假设下才能获得问题

的解
” 。

事实也确实如此
。

可见用参数方法解决问题在相当程度上 受 到 主 观因素的影

响
。

因此
,

从五十年代开始
,

非参数统计方法逐渐得到发展并受到重视
。

特别在电子计

算机高度发展的今夭
,

有必要也完全有可能从正态假设的约束中解脱出来
,

借助于计算

机这一强有力的工具
,

创造出新的具有更高的灵活性
、

现实性和可靠性 的统 计 推断方

法
。

在解决具休问题时
,

希望不依赖于统计表
,

而是一切从零出发
,

只依据观测信息作

分析和判断
。

B o o t 、 t r a p 方法正是计算机时代的产物
。

B o o t s t r a p可 译 作
“

自助 ( s e l f一

l1e 】p )
” ,

它说明该方法只依赖于给定的观测信息
,

不需要其它的假设和增加新的观测
。

二
、

氏以 st ar p方法的主要内容

1
.

习加 t st ar p方法的签本步赚

首先重复一下问题的提法
。

考虑单子样爆合
,

设随机子样 X == ( X ; , … ,

X
。

)来自未

知的总体 F
,

R (刃
,

F )为一预先选定的随机变量
,

它是 X 和 F 的函数
。

现 要 求根据观

测x == ( x ; ,

…
, x .

)去估计R ( X
,

F )的统计特性
。

B o ot s tr a p方法实质上为一再抽样过程
,

其基本步屏如下
:

。 , ) 由子样观测值构。 子样经验分布函数户一 `一 在毓
二 `
处具有质量告

, `一 `
,

…
, n . 、

(2
·

1)

( 2) 从户
。

中抽取简单子样 X 育= 对
, i二 l

,

…
, ” .

称 X
’ = ( X 贯

, … ,

X : )为 B Oo stt ar p

子样
,

X 亨、 户
。 , `二 1

,

…
, 。

.

( 3 ) 用 R
.
二 尺 ( X

’ ,

户
。

)的分布来迫近 R ( X
,

F )的分布
。

R
.
的分布称为 B o o t s t r a p分

布
。

例如由 ( 1
.

1) 定义 的 R (X
,
F )

,

知此时
刀一刀 (刃

· ,

户
.

)二含( x
·
) 一 。 (户

.

) ( 2
.

2 )

可见有两处做了近似处理
: 一是用 X

’

代替了X
,

二是用 户
。

的分布参数代替了 F 的分布

参数
。

2
.

几点说明

( l) 从非参数统计的观点看
,

户
。

是尸的非参数极大似然估计
。

它为一离散型分布
,

其可能值为 x .
( `= 1

,

…
, 。 )

,

且其均值和方差分别是

“ , 〔X ” 一告昏
, 一 :

,

( 2
.

3 )

, 几
犷… 〔X 一

]二育忍 ( r ` 一 ’ )
’
一 ` ’ ( 2

.

4 )

( 2) 以上步魏是对一般非参数情况提出来的
。

若已知 F 的分布形式
,

则可对步骤 ( l)

作适当修正
,

相应地称为参数 B oo t s t ar p 方法
。

如若已知 F 为正态分布N (召
,

沪 )
,

其中

“
、

护未知
,

则可用忍和
: ’
代替未知参数 产和沪

,

用 N ( ,
, : 三

) 代替户
. ,

从中抽取 B oo t。-
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t a rp子样
。

( )3 若已知 F 为一速续分布
,

为了适当考虑 F 的速续性
,

可用户
,

与某一已知的速续

分布 ` 的卷积来代替户
。 ,

从中抽取 Boo st tr a p子样
,

相应地称为平滑 B oo st t ar p方法
,

即作

户
c
二 户

。 一

( e G ) ( 2
.

5 )

其中
。 〔 [ 0

,

1〕
。

由户
。

中抽取砰
,

( `= 1
,

…
,

的
,

可这样得到
:
首先分别由户

,

和 G 中抽取

子样
x 了和夕

, ,

( i = 1
,

… ,

的
,

再作

叮 二 侧了万矛对 十 。刀 , ,

` = 1
,

一
, , , (2

.

6 )

郎可
。

特别有和 = 户
。 ,

户
` = G

.

( 4) 设所考虑的随机变量 R ( X
,

F )关于 X 对称
,

自IJX 的各分 量 X 的排 列不影响

R ( X
,

F )的取值
。

定义再抽样矢量

尸
,
二 (尸犷

,

…
,

尸: ) ( 2
.

7 )

它 i苗足约束
:
尸丁> O

,

习 尸节=
1

.

B 。 。 t s t r · p方法。。是考虑所有形如
等
的 p 一

N . = ( N 贯
,

…
,

N : )

N 犷为 B o of 、 tr a p子样 X
.

中等于 x ,
的分量对的个数

,

( `=

由定义
,

尸一岑
服从多项分布 其均。和方差分别是

其中

( 2
.

8 )

…
, , , )

,

习 N 了= 。是显然的
。

` = 1

侧 尸
’

卜号 ( 2
.

9 )

1 ~ 分 ~

y
_

「 p . , 一 卫生 _ 竺」丁
, g f L 占 J —

, 盛

月 一 刀 ,

( 2
.

10 )

其中。 = ( 1
,

1
, … ,

1)
。

由于在 R ( X
,

F )为对称时
,

尸
.

对于计算 R ( X . ,

户
.

)已足够了
,

故

可记

天
.
= R ( P

.

) = R ( X
. ,

户
.

) ( 2
.

1土)

( 5) 在再抽样时
,

B oo st t ar p子样 X
.

的容量可 以不为
。 ,

一般有

X
.
二 ( X 犷

,

…
,

X 二)
,

X 贯~ 户
.

(2
.

12 )

对于 。 尹 。
的场合有时具有重要的统计意义

。

例如可设二 = 。 ’
或阴二 飞/ 下

,

这样可以研究

分析钊断的结论在子样容量变化时的情况
。

在下面的讨论中我们均考 虑
” : 二 “ ,

但这不

是唯一选择
。

3
.

获得OB ot st r a p分布的途径

显然
,

一旦观测子样 x 给定
,

九便可唯一确定
,

B oo stt ar p 子样也可 得到
,

剩下的

问题在于如何得到 B oo st t ar p 分布 , 该分布实质上是在给定 x 之下的条件分布
。

根据不

同情况
,

可由以下途径获得
。

途径 1 道接的理论计算

例 1 设 F 为 O一 1 分布
,

分布参数 以 F )二 尸{X = 1}
,

则

” 、

` ~ 。
、

。 1 石
(R X, )F = 了 一 “ (F )

,

戈 二
青烈

, `
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给定观测 x 后
,

B oo st t ar p子样 X 一 ( X r
,

…
,

X : )的每个分量X 丁显然也服 从。一 1分布
,

自口
尸。

〔X 丁= 1 } = 愿= 0 (户
.

)

尸
。

{X 言= o ) 二 1 一 , , i二 1
,

:
, 。

“ 。 ”

表示概率运算关于户
。

进行
。

此时

.R 一 (R x
· ,

九 ) 一 叉一
, ,

x
·

= 生全x
件 ` = l

于是有

E
。

【R
.

〕二 E .[ 叉一 刘 = 牙一 勇二 O

厂一 〔R
·

〕一 E
.

〔( X一 , ) 2〕一青
, ( 1一 , ,

牙作为观测的函数已给定
。

该结果与 B oo st tar p子样无关
。

途径 2 用 M o n t e
一 C a r

l
o
方法做迫近

在大多数爆合直接计算是不可能的
,

因此必须借助于计算机这一有力工具进行统计

模拟计算
。

郎从户
。

中重复抽取 N个 Boo stt ar p子样 X
,

( 1 )
,

…
,

X
.

( N ) ; 计算相应的

R
.

( z ) = R ( X
公

( l )
,

户
一

)
, … ,

R
.

( N ) = R ( X
.

( N )
,

户
,

) ; 从而用 R
.

( ` )
,

i = l
,

…
,

N

的频率曲线 (郎道方图 ) 作为对 B oo st t r

aP 分布的迫近
,

或者对 R ( X
. ,

户
。

)的统计特性

(一
、

二阶矩等 ) 进行估计
。

例 2 考虑参数估计的均方误差
。

设 (j x ; 0) 为总体的分布密度
,

其形式已知
。

则

由观测 x 可对未知参数 6 进行最大似然估计 e , : 。

同时
,

。 2 = E I ( 6 一 8 , 。 )
2」

也希望知道该估计的均方 误差

( 2
.

13 )

当然沪本身也可 用 M L 方法估计
,

但在大多数场合很难得到问题的解
。

另一个可 能的

途径是由 iF
s
her 信息限给出沪的下界

,

但这通常也是十分困难的
。

用B oo st t r a p方法解决

上述问题却十分简单
:

( l) 用 l( .x ; a , :
)代替 f (介 0 )

,

从中抽取 N个相互独立的简单子样 .x l(’ )
, `= 1

,

…
,

N
,

其中
x .

( i ) = ( x 艾( ` )
,

…
, x : ( i ) )

同时计算相应的嵘
。 ( i )

, `= 1
, … ,

N
.

( 2) 用下式估计沪

个=
,

卫- 食
N 一 1简

( 0寿
。 ( i ) 一璐

。
)

2 ( 2
.

14 )

夕̀ 一舟急8二 ` ( i ) ( 2
.

1 5 )

途径 3 用 T a y lor 级数展开求R
.

的一
、

二阶矩

如前所述
,

在刀 ( X
,

F )为对称时
,

可记

R
.

= R ( P
.
) == R ( X

. ,
户

。

)

于是
, 对 (R .P )在 .P 的均值.P 一

景处作aT ; lor 展开 便可得 B o o t s t r a p 分布一
、

二阶矩
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的近似公式
。

即

(R .P ) 二可目
+
f .P

一

劝 u 十

耳 P’
一

习汀P’
一

劝
, ( 2

.

工6 )

\ 刀 / \ 儿 / 艺 、 刀 / 、 月 /

式中略去了二阶以上项
。

其中

OR
.

( 2
.

1 7 )

君ù n

一一
.

尸

、

、̀......俘产

备1.一:a
、
口一O

/̀......1叮、
、

一一U

一

{
0 2 R

.

O尸贯a尸贯

0 2 R
.

O尸贯0尸:

( 2
.

18 )

0
2
R

.
a Z R

.

OP : OP贯 OP : a P :
尸

.
= 二

注意到尸
.

满足约束习 尸言二 l
,

则 。 U = o
, e 犷了 = 0

.

从而由 ( 2
.

1 6 )有

二
.

: *
·

〕二 *

(号)
+

合
t ·

!
:

(杀
一

令)}
一 “

(母)
十

V 一 ,·

【
:

(手
一

令)}
-

工扩
2月

t r
兰

n

1 么
, ,

= — 名匀 厂 “
刀 ` 二 1

( 2
.

1 9 )

( 2
.

2 0 )

另外
,

略去 ( 2
.

1 6) 中二阶项
,

得近似式

犷… 〔“ ” 一 “
·

〔̀ R
’ 一 “ · 〔R ” ,

2
,一 U

’

(杀
一

令)
U

一

表
“ r

U 一

表急
U ; ( 2

.

2 1 )

( 2
.

19 )” ( 2
.

2 1 )自p为所求 R
.

的近似一
、

二阶矩
。

例 3 定义

R ( X
,

F ) 二夕(户
一

) 一 8 ( F )

其意义在下节将专门讨论
。

此时

尺 . = 刀 (尤
’ ,

户
一

) = e (户: ) 一 e (户
。

)

( 2
.

2 2 )

( 2
.

2 3 )

六为 B oo st t r

aP 子样 X
.

的经验分布画数
,

郎

户:
:
在每点 x .

处具有质量 尸丁
, `二 l

,

…
, , :

( 2
.

2 4 )

当尸
.

= 二时 “ ` : 一户二 故 “

(劲
一。

·

此中其因
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E
.

[夕(户: ) 一 夕(户
,

) 1之生歹 ( 2
.

2 5 )

犷
`
二 〔8 (户: ) 一 0 (户

一

) 1之
l 石

; : 。

竺 ;
自 口 了

刀 一 寸= 1

( 2
.

2 6 )

可 用上式来近似 E , 〔口(户) 一 0 ( F ) ]和犷
。 , , 〔0 (户) 一 口( F ) 3

。

以上讨论了获得 Boo t s t ar p分布的三种途径
。

由于途径 1 的适用范围很小
,

而途径3只

能得到 R
.

的近似一
、

二阶矩
,

故实际中最常用的是途径 2
.

在计算机 (特别 是 高速计

算机 ) 的支持下
,

它可以说是畅通无 阻的
。

这也正是 B )ot st t ar p方法生命力之所在
。

4
.

多子样塌合的推广

以上就单子样的爆合讨论了B oo t s t ar p方法的基本思想
,

对于多子样问题可以类推
。

以两个子样为例
。

设 X = ( X
: ,

… ,

X 动和 Y 二 ( Y
: ,

…
,

Y
。

)分别为来自未知 总 体 F 和 `

的两个相互独立的随机子样
,

R (( X
,

y )
,

( F
,

G ) )为预先指定的某一随机变量
。

在给定

观测 X = x
,

y 二夕之下估计 R (( X
,
Y )

,

( 尸
,

G ” 的抽样分布特性可采取如下步骤
:

( 1) 分别构造X和 Y 的经验分布函数户. 和心
。 ;

( 2 ) 分另帆户. 和久中抽取 B o o t s t r a p子样
:

X 贯、 户, ,
Y卜诊

。 ,
i = 1

, … , 。 : ,

j = 1
,

…
, ,考;

`

( 3 ) 计算尺
.

= 侧 ( x
. ,

Y
份

)
,

(户
. ,

公
。

) )的分布
,

并以此作为 刀 ( ( X
,

y )
,

( F
,

` ) )

其实分布的迫近
。

显然
,

上述步骤是单子样时 B oo st t ar p方法的自然推广
。

三
、

Boo stt ar p方法在统计推断问题中的应用

1
.

总体中位数 (m e d运 n )的估计

考虑单子样场合
。

设总体 F 是未知的一雄分布
,

0( F ) 是 F 的中 位 数
。

对于子样

X = ( X
: ,

…
,

X小 子样中位数为 l( X ) = X 阅
。

这里为方便起见设
n = 2二 一 1为奇数

,

X 。1 ) 《 … 《 X ( . ) ,

为由子样X 按大小排列的顺序统计量
。

在非参数场合通常用 f( X ) 作

为0( F )的估计
。

记

R ( X
,
1户 ) = t ( X )

一 0 ( F ) = X ( . ) 一 0 ( F ) ( 3
.

1 )

现要求对刀 (尤
,

F )的分布特性进行统计推断
。

仍记来自户
.

的 B oo t s tar p子样 X
份 = ( X 贯

, … ,

X : )
,

N 蓄为 X 梦等于 x ` ( j 二 1
, … , 。 )的

数目
,

由前讨论知 N
.
二 ( N l

,

…
,

N : )服从多项分布
。

又注意到对任意正整数 I
,

几( l《

一 事件`X ; )
>一 ,等于事件

{惠
N : ` 7矛

卜 `

}
,

而N 。 ) 一

息
N ;服从二 项 分 布 B`一

m i a ,
f

, , 一

左、
.

于是

\ 月 /

尸
.

: x .-( ,
>

· ( . ,

卜 尸
.

〔、 :
: 、、 一 1卜 p

{
B ; ! 1。一 `· ,

(
矛: ,

告)
、 r,

卜 ,

}
一

袄(罗)(告)
’

(旱 )
” 一 `

( 3
.

2 )
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又因为

R . 二 R X (
’ ,

户
。

) 二 X (’"
:
) 一 x (。 )

故有

尸
.

{R
.
二 x (` , 一 x ( . 》

} = P
。

{X 森
) = 工 ( : )

}

= 尸 .
(X 乱

)
>

r 、 : _ , )
} 一 尸

。

{X 几
,
> x ( : )

}

一

划(梦
,

、

(宁)
`

(少尸丫
一 ’ 一

( l+)( )
’

(罕)
一`

l
( 3

.

3 )

可见
,

只要给定子样容量
: ,

郎可得到尸
.

{ R
.

= 二 《 : ) 一
x( 。 )

}的值
,

利用它可对 R
.

的 B ou
-

st tar p分布进行估计
。

例如有

E
,

[ R
’

]一恩 (` 、` , 一 T 、 、 ) ) p
,

{ R
’

== x (`
广

` 、· )

}

E
。

〔( R
.

)
2

〕= 习 ( x ` : ) 一 二 ( , ) ) Z P
.

( R
.

= 二 ( : ) 一 二 (。 》
}

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

这可通过理论计算 (途径 l )

计是渐近一致的
。

考虑对 F 的进一步假设
,

( l) 已知 F 为对称分布
,

得到
。

对于 F 具有述续有界的分布密度 f 时
,

可以证 明估

上述过程可作如下修正
:

可合分布户
. 。。
为

户一 在 x ( 1 ) ,

… , X 《一和 Z X (。 ) - 二 ( ! ) ,

一 2二 《。 )

一
(一处具有质量

击
“

·

6 ,

则 B
o 。 ) t s t r a p子样改由户

。 , .
中抽取

。

若记 Z
( , ,提 z

(: )簇… ( z
( 2。 一 : )

为来自 户
。 , 。 的顺序子

样 则与 (3
.

3) 类似
,

对任意正整数 I
,

1《 l《 2 。 一 1

尸.

{* 一 z ( ! )

一
(· )

卜
尸

{
B、

一
`·

(
一

一 尸

{
B*

一
·̀ ,

(

去六)
、 !

一 1

}

·

俪认
一

)
` ,

一
`

}
( 2 ) 若已知 F 为速续分布

,

可考虑平滑B
o of st ar p

.

例如
,

可把B oo st t r aP 子样改为

丫亨= 派 + c (
·

“ z , 一 之+ 5 2 ` )
,

i = 1
,

…
, ,̀ ( 3

.

8 )

其中 J
, : 2 如前定义 ; I `

为从整数集 ( 1
, 二` 心中独立随机抽取的整数 ; Z `

服从某 巳知的

零均值
、

方差为 a 层的速续分布 (如 N (O
, 口呈) ) ; 而

。 一 ( i + 。圣)一蚤 ( 3
.

。 )

因 E 〔
x z .

]二至
,

犷
。 ,

[
x z ` 〕“ ` 2 ,

易知

E
.

〔X 梦l 二刃+ e ( E [:
, `

1一 至+ S E { Z
`
] ) = 恋

F
。 ,

〔尤犷] ” 。 ’
IF石

,

(` , `
) + S ,犷

. r

( Z `
) ] ==

“ ’

郎X 7与来自户
。

的 B oo st 七: a p子样具有相同的一
、

二阶矩
。

但此时宜接的理论计算很困

难
,

需要通过途径 2
.

仓口由 ( 3
.

8 )重复抽样
x .

( ` )
,

( ` = 1
,

…
,

N )
,

其中 x .

(` ) 二 ( x 艾( i )
,
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…
, x : ( ` ) )

,

计算得相应的 R
. ( ` )

,

( f = 1
,

…
, 。 )

,

则有

.E 〔“ ” “
贵

N

习 R . ( f )

犷
_

「刀 . 1 竺, 巴

r 口 f L 通 、 」
一份

一

1 石
下犷一一 ;

口Z y 一 1 ` . 1
(R

.

( ` ) 一 E
.

【R
.

] )
2

( 3
.

1 0 )

( 3
.

1 1 )

算例【l] 定义

R ( X
,

F ) = !t ( X ) 一 0 ( F ) }
口 ( F )

其中 a ( F )为总体 F 的方差
。

对于 F 为N (0
,

1)
, 。 二 13

,

此时 E , 〔R 〕二。
.

95
.

若设

F 是未知的
,

由

R
.

= R ( X
. ,

户
.

) 二 }r ( X
’
) 一 夕(户

。
) }

对于 N 二 100
,

重复试验 200 次的平均结果见附赤A
.

可见
,

虽
” = 13 不大

,

结果却比较

好
。

幼
.

回归问班

考虑一般的 回归模型

X
` == 夕` (口) + 。 ` , f二 1

, … , 。 ( 3
.

1 2 )

其中 刀为 p x l未知参数矢量
, 。 ` l(’ = l ,

…
,

的来自未知分布 F
,

且相互独立
。

设 F 为

零均值
,

方差 a
;为未知

。

所谓回归问题
,

郎由观测
二二 x(

: ,

一
,二 .

)
,

求 刀的估计分
,

使

息
(二

` 一 。 ,
(户, , 2一

呀
n

息
(
二 ` 一 。 “ “ , ,

2 .

同样
,

希望得到有关户抽样 分 布 的一些性

质
。

运用 B oo t st ar p方法解决此问题的步骤如下
:

( 1 ) 构造残差式= 二一 。 `
(公)的经验分布函数

` 在每点`
一

告急式处具有质量告
,

(`一 ` ,

一
” , ` 3

·

` 3 ,

( 2 ) 在户
.

中抽取 B
o o t s t r a p子样。 . = (

。
笠

, … , 。
: )

,

作

x言二 g ` ( 夕) + 。
言

,

i == l
,

…
, , ( 3

.

1 4 )

并以此作为回归模型得到价
,

它使

分( x
卜 。 ` (声

.

) ) , 二 m i。 分 (二卜 。 `
(户) )

,

` ’ `
乡

` , `

( 3 ) 将上述 ( : )重复独立进行 N次
,

相应得到户(。 ,

( `= ;
,

…
, ,

)
。

用它们估计价
的 Boo st tar p 分布

,

并以此作为 ; 分布的近似
。

考虑线性回归这一特殊情况
,

此时有

X . = C `
刀+ 。 ` ,

i = 1
,

…
, 。

写成向盆形式有

X = C口+ e

若记 c T
c = ` ,

显然
,

力二 G
一

℃ , 二 ,

且
一

E [户1二刀
,
犷

. ,

〔公] = 。声G
一 , .

由于 。
; 是未知
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的
,

其无偏估计为

气
CT户

_ 一工- 匀(x
` 一 c `

户
月 一 P ` = l

这些都是众所周知的
。

另外同样有

E
。

[
。
丁] = 0

,

犷
。 ,

[
:
丁

则

主分
打 `= l

= 。 2
(

e
言)

八 八

{
E .[ 月,] 二 刀

V
。 , 。

[刀
.

= 口 2 ( 。下) G
一 ’

( 3
.

1 5 )

这里需要指出的是
:

在 E f r
on 原文 〔1〕构造户

。 ,

户
。 :
在 每点二处具 有质量止

,

( i二

…
,

n)
,

时
,

认 为户
。

为零均值
。

事实上
,

按此定义

点应该纠正
。

“
·

〔· : 1一去愈̀
,

而不是 `
。

这 -

3
.

偏倚 ( B认s) 的估计

先引进泛函统计量 ( F u n e t i o , l a l S t a t i s t i e )的概念
。

设 夕( F )是与总 体 F 有 关的某参

数
,

它是待估的
。

称

o 二 0 (户
.

) ( 3
.

16 )

为泛函统计量
。

它是 0( F )的一个估计
。

由定义
,

0 (户
.

)满足对称性条件
。

常见的泛函统

计量有

( 1 ) 对6 ( F ) == 君 ,
[X l

,

口(户
.

) = 毖 ;

( 2 ) 对口( F ) 二 V
。 , ,

[X ]
,
口(户

.

) = ; ’ ;

( 3 ) 对 8 ( F ) 二 E
,
[Z ] / E

,
[Y ]

,

= 封刃
.

若设

R ( X
,

其中 F 为二推分布
,

X = ( y
,
Z )

,
服从 F

,

0( 户.)

F ) = 0 (户
.

) 一 口( F ) ( 3
.

17 )

则估计的偏倚为
一

’

一
’

一
’

一
’

一 技 as = E
, 〔R ( X

,
F )1 = E , 〔砚户.) ] 一 0( F ) (3

.

18 )

下面考虑用 B oo st t r

aP 方法估计偏倚
。

因为

R
.
= R ( X

. ,

户
一

) = 口(户: ) 一 e (户
一

) ( 5
.

1 , )

于是
,

作B oo st t r

aP 子样X
.

的经验分布函数

户:
:
在每点为处具有质量尸亨

, `= 1
,

…
, 。 (3

.

20)

从户:中抽取独立子样得到 介一 。 (户: )
,

重复进行 N次相应有介( 1 )
, … ,

介( N )
.

于是
,

佣债的估计为

止
a : = 典

了V
自八 j ) 一帷 E

.

[R’1 ( 3
.

2 1 )
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在例 3 中曾经简单讨论过此问题
。

在那里由途径3得到了 E
。

【 R
.

了的近似公式
,

忽略二阶
/ 、

以上项后 E .[ R
,

〕二 0
.

这说明 iB as 是二阶以上量
。

4
.

标准偏差 ( S恤 n d a r d D e v 运 t加 n )估计

所谓标准偏差郎误差方差的平方根
。

该问题巳在例 2 中做了一般性的讨论
。

这里研

究一个具体例子
。

设总体 F 为二推分布
,

它是未知的
。

现随机子样 X 二 ( X : , … ,

X
。

) 来自 F
,

X `二

( U , ,

犷` ) , ,

U
`
和犷

`是相关的
。

要求根据观测 X = x对 U
`
和犷

`
之间的相关系数 p 进行估

计
。

在非参数情况下一般采用 P ea rr
s o n
相关系数

P ( x : , “
·

, x ,

) =

习
。 `。 ` 一 习

u `
习

。 J /
,:

1 1 = 1 _ _ ___________

{息
·

卜 (愈
一 )

’

/
·

}
’ ` ’

{愈
·

卜 (愈
一

)
”

户}
’ / ’ ( 3

.

2 2 )

这里我们感兴趣的是估计

。 ( P ) 二
{百

,
[ (。

一

启) 2〕}惫
( 3

.

2 3 )

对此可运用二推分布时的 Boo st 亡r
却方法

:

( l) 根据观测 X = x构造经验分布函数
:

户
。 :

在每点
二 ` = (。 ` , 。 `

)
’ 处具有质量告 i = 1

, … , ” ( 3
.

2 4 )

( 2 ) 从 户
。

中抽 取 B o o t s t r a p 子样 x

一 ( x
笠

, … , x : )
,

其 中 x言= (
u犷

, 。誉)
, ,

并计算

p .
= p (对

,

…
,

:x ) ;

( 3 ) 童复 ( 2 )万次得到户( 、 )
, 、 = l

,

…
,

万
,

以此构造 a (汤) 的估计
,

玄
、口、r,声

言(分)

P .

( j )
。

一奢二互二自(户(]’
、 J V 一 上 j . 1

一 p .

(
·

) ) 2 ( 3
.

2 5 )

"
习冈1--MN其中户.( ) -

当然也可以采用平滑Boo st tar p方法
,

这里不再详述
。

算例 〔到 总 体 F 为二 推 正 态 分 布
,

X
` = ( U ` ,

y ` ) r ,

E 〔U `〕= E 【厂`
1= 0

,

, z : , ; 1 : 厂 「 : , : , , , : , z 、

l ,
, _ _

犷 o r
LLJ ` j = 犷 。 r

L
F `

J = 1 ,
弄, 、口 ` , f ` ) =

`

二
~

o 月狡 ,之=
乙

1 4
.

则 ( 3
.

2 3 )其值 。 ( 户 ) 二 0
.

2 1 8
.

下面

对三种形式的B
o ot s tr a p过程进行模拟计算

,

N 为 12 8
,

重复试验 200 次取平均
,

结果见附

表 ( B )
.

( i ) F 未知
,

由户
。

中抽取 B o o t s t r a p子样 ;

(幻 设 F 为速续型分布
,

考虑均匀平滑B o o t s t r a p ,

e口从 翔
·

, = 户一 ( 0
.

5户
。 ) 中抽取

B “ of st ar p子样
。

其中户
。
为一均匀分布

,

其协方差阵等于

含= 主含(x
` 一 , )( 二 ` 一 : )

r

1落 ` = 1

( 3 ) 同 ( 2 )考虑正态平滑 B o o t s t r a p
,

宜p从砍
·

’ = 户
。 一

( 0
.

5户
,
) 抽取 B

o o t s t r a p子样
,

其中 户
二 = N

, ( ,
,

含)
。

计时
,

因 F 的其实分布为正态分布
,

故采用正态平滑有一定的
“

利

己 (
s e l f一

s e r v i n g )
”

性
。
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由定义
,

户璧
·

` 、

户旦
·

“
和户

。

具有相同相关系数
。

6
.

判别分析的错分率 ( E r r o r R a t e )估计

设两个独立的随机子样 X 二 ( X
, ,

…
, 一

Y rn )和 丫 二 ( I/ J ,

… ,

匕
:

) 分别来 自未知 的K 推

违续分布 F 和 C
.

篆于观测
二
和 ” ,

用线性到别分类的方法可将空间 尸 `
分为两个 7阵卜

的区城刀和 方
,

仓}〕

” 一

!
一 `歹一 牙 ,

一 (一睿卜
,

只

兴 ( 3
.

2的

A 二 R ` 一 B

下

.
公门1一!fl

一一对于折观测
: ,

.
习川, 二工乞

、 ` , :

若
: 〔 刀

一 2一
~

{
, n + 行

L

,

则认为
:
来自G ; 否则 认 为

:
服 从 F

.

式 中 牙

(二 ` 一 至 ) ( x , 一 牙 ) , + 习 (夕
` 一 歹) (刀` 一 歹) ,

显然
,

由于子样的随机性
,

上述分类会产生错误
。

对于分布 F
,

定义错分率
e r r ` ) r , = P ,

{X 〔 B } ( 3
.

2 7 )

其武观的估计是

息
_ 红三旦鱼

( 3
.

2 8 )

/

入
同样地

,

可定义 er
r (rJ 。

不日
e r r( 〕 r 。

.

由问题的对称性
,

只需考虑上两式郎可
。

这里 我们 感

兴趣的是
/ 八、

R ( ( X
,

y )
,

( 卢
’ ,

G ) ) 二 e r r ( , r , 一 e r r o r , ( 3
.

2 9 )

的分布特性
。

为此运用两子样爆合的 Bor, st t ar p方法
.

( 1) 在给定观测 x 和 夕条件下
,

构造子样经验分布函数
:

户。 :

在每点 x `
处具有质量生

, i = z
,

…
, , , ( 3

.

3 0 )

“ 一 在每点。 ,处具有质 ,青
, `万` ,

一 ( 3
.

3 1 )

(幻 从户。和夕
。

.

中分别抽取独立的 B o o t s t r a p子样 x 了和`
, i = z , …

,

。 ,

j = z
, … ,

( 3) 用恋
. 、

歹
.

和
: .

代替至
、

罗和
￡ ,

由 ( 3
.

2 6) 计算 B
. ,

同时计算

尸一 刀 ( (尤
。 ,

Y
.

)
,

(户. ,

泞
。
) ) 二

e r r o r

式
广 \

一 “ r r o r

式

.
(
x ,任 B .

飞_ ,
{
x了任 B

.

} ( 3
.

3 2 )

( 4 ) 重复 ( 2 )
、

( 3 ) N次获得 R
.

( 1 )
,

…
,

尸气 N )
。

用它们可做 R
.
的 B o o t s t r a p 分布

的迫近
,

并以此作为 R其实分布的迫近
。

例如

万 ,
[ R

.

]姿 R
. ( j ) ( 3

.

3 3 )
"
习曰1万
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万

V
_

「 p . 1 二竺
O r _ L

4 `
」 一 一

份
一

习 (R
.

( j ) 一 E
。

〔R
.

1)
2

J二 l

( 3
.

3 4 )
一、卜/NJ

,/
一
工、

算例 〔1 ] 设 F
, x ” N

Z

气叉
“
)

0

/, 工、 、
_

G
,

y 、 N ,

tt
“

)
,

J
)分别

川 = ” = ` 0 和 川 = ”

一 ’

0

二 2 0两种情况
,

而 N 二 10 0
.

( 3
.

2 9 )式的具实均值和标准 偏 差 由 M
。 ) n t 。一 C a r !

、 }
方法算

出
。

重复试验 100 次的平均结果如附表 ( C )所示
。

6
.

比估计 ( R a t fo E s t i zn a it o n )问肠

设 F 为二推分布
,

郎有X ` 二 (Y , ,

Z
, ) , 、 F

,

`= 1
,

…
, 。 ,

且 X `
相互独立

。

比估计

迫口为

0 ( F ) 二
E

,
[ Y ]

E
,
工2 3

( 3
.

3 5 )

(设 y
,

Z 均大于零 )
。

通常用的统计量为

人

一( X ) = 口( F )
了

牙
习 y ,

` = l

万 Z ` ( 3
.

3 6 )

12 ( X
,

F )
_ 夕( 矛

’

)
一石口万)

( 3
.

3 7 )

我们要估计 R (厂
,

F )的分布特性
。

人

由前面定义可知。 ( 厂 ) = 0 (户
。

) 为泛函统计量
。

对此问题的肠
。
()t 、 t r a p 解可采用途径

2
,

具体作法无特别之处
,

故不再详述
。

由于 R ( X
,

F )关于 X 对称
,

下面试用途径 3求

出 R
.

的近似一
、

二阶矩
。

注意到

刀
’ 二尸 ( X . ,

户
。

) =

粼
一

鬃韶
“ (” ”

( 3
.

3 8 )

r
.
二 习 P犷夕

` ,

亡 , 1

牙
.

= 习 尸了二
` ,

r
.

}
” ’ `

茗
.

卜”

= 夕星
乏

`

歹
= 1

、 ,.了
口一
”

.’~代
{

一一

.ù…a一
、
da r

.

= g ` ,

= 卫丛些之
a尸梦

_ 刀`

歹
么
乏

尸
r

一
.

创U

犷 ` , 二
O Z

R ( P
.

)

a尸了a尸了

g 咤月产少刀声
之 `

夕乏

布,

了二 l …
, , .

于是
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儿一ù功一
一
夕自愁 =全

`二 1 名 咨 =1

“
·

〔”
’

”一 ` +

六郭
,一 , 一

表急(鉴
一

勤
卜泰{愈(专

一 1

)(警
一 l

)
一

急(警
一 1

)
’

}

伙
〔“ ” 一

急攀
一

六愈(专
一

韵
’

八

根据以上结果还可 以对 0( F )作适当的纠偏修正
,

得到 0( F )的无偏估计

t ` ( X ) 二
t ( X )

E
。

【R
.

7 7

( 3
.

3 9 )

( 3
.

吐0 )

( 3
.

4 1 )

7
.

非参数皿信区间估计

问肠是这样提出的
:
设 F 是未知的总体分布

,

0 = 0( F )为待估的未知分布参数
。

现

以 O二 0 (户
。
)的 B o ot s t ar p分布为基础

,

给出 e 的置信区间估计的迫近
。

T 面所用的方法称作
“

百分值 ( p e r e e n t ; re )
, ,

法
。

记介二 o (户: )
,

其 B
。 。》、 、 、 r a p分布的

累积 (
e u m u l a t i v e

)分布函数为
/ \
C D F ( t ) = P

对于M o n t e
一 C a r l o模拟近似有

/ \

护。 b .

{ 0
. 《 t } ( 3

.

4 2 )

C D F ( t ) 丝

, 〔户( i ) ( t }

N
( 3

.

4 3 )

给定某一 a ,
O< a

< 0
.

5
,

定义

/ \
8: 。 , ( a ) 二 C D F

一几
( a )

,
B , , ( a )

/ \
= C D F

一 二( l 一 a ) ( 3
.

4 4 )

人 八 A 八

简记 8 : 。 , ( a ) = 8: o w
,

0 。 , ( a ) = 0 。 , ,

有

/ 、 人 / 、 人

a = C D F ( 8 ` o , )
,

1一 a == C D F ( 8盯 ,
)

A 八

则【6` 。 , ,
6 , ,

1 郎为在置信水平 1 一 Z a之下 0 的置信区间估计的迫近
。

( 3
.

4 4 )
’

信区

若丹
· 。。

{ 6贯《 口} 一 “
·

“ ,

间 [ 0
: o , ,

6 。 r
]的中间

。

{e’ 动 } 一。
.

5
,

郎oB ot str
a p 分布关于 言是对称的

,

则 。的其值近似落在置

若对称条件不满足
,

则可考虑偏倚校正 ( ib as 一
e or er

“ t e d )百

分值法
,

具体作法是
:
定义

/ 、 八

二 o == 必
一 ` ( C D F ( 口 ( 3

.

4 5 )

其中中 ( x) 为标准正态变 t 的果积分布面数
,

即有

l r
二

浑
_

_

巾 (二 ) == 拐令 , l
e `

d t
一 、 - ,

一丫 2司
- · - 一 ’

护

/ \
C p F (口) 二少 (

z , )



7 8 国 防 科 技 大 学 学 报

则偏倚校正百分值法取
z。 ,

满足中 (二
。

) = 1 一 a
.

/ \
() : 。 , = C D I了

一 ’
(币 ( 2 : 。 一 2 。

) ) ( 3
.

4 6 )

/
入

C D I矛 ( 0 : 。 二 ) = 小 ( 2之。 一 z 。 )

/入
,

口。 尸 = C D F
一 ’ (币 ( 2 之。十 之 。

) )

日

广火
,

C D F (口。 , ) 二 叻 ( 2二。
一

十二。

)

则〔0 : 。 , ,

0 。 ,
1为 。在置信水平 1 一 Z a 之下置信区间

’

的近似表示
。

立
,

显然
二。 = o则 ( 3

.

4 4 )官口为 ( 3
.

4 6 )
。

特殊地
,

( 3
.

4 6 )
`

当对称条件成

算例 [6 ] 总体 卢
’

为二推正态分布
,

即X
`二 ( U

` ,

I/’ ` ) r
~ F

, `二 1 ,

…
, n ,

刀 ( U ` ,

厂` )

二 0
.

5 , n 二 1 5
.

若设 F 未在68 % 的置信水不下
,

N = 10 00
,

重复试验 10 次平均
,

关于 尸

的置信区间非参数估计的结果见附表 ( D ) `

四
、

结 论 与 展 望

与经典的参数统计理论相比
,

B oo st tr a p方法有两个鲜明的特点
:

1
.

对于解决某一具体问题
,

B o o st t ar p 方法完全从问题的提法 本身出发
,

仅依赖

于给定的观测数据
,

而不附加任何其它人为的假设
。

与此相反
,

经典的参数方法则过分

依赖于使问题能得到理论解的标准分布模型的小集合及现成的数理统计图表
,

这在许多

踢合难 免有些牵强附会
。

因此B ()o st t ar p方法具有更强的现实性
。

2
.

B 。 ,)t s tr a p 方法借助于计算机这一有力工具
,

使其具有较高的灵活性和实用性
。

我们已经看到
,

无论 R (万
,

尸 )的形式如何复杂
,

相 应 的 B
门 。 加 t r a p 算法都是比较简单

的
,

也易于在计算机上实现
。

当然
,

从传统的观点看
,

B o( s)t t ar p 方法在 计算上 存在着

巨大的浪费
,

它需要将通常的统计计算重复上千次甚至更多
。

这在计算机没有高度发展

的时代是不可想象的
,

但在当今做到这点毫不 困难
。

作为一种新的统计方法
,

B oo st t r a p 方法尚在发展中
,

许多问题有待于研 究解决
。

这里不妨列举几条
:

1
.

算法的收做性问题
. E f or n

对于一般情况考虑了B oo t : -lt a p方法的渐近性
,

他指

出 lt 〕 :

当R (X
,

F )的分布弱收赦于某一极限时
,

R ( X 件
`
,

户
。

)的 B o Qt : t ar p分布以 概平 1

弱收赦于同一极限
。

其它一些学者
,

如 S i n g h [ 8 ,
、

B i e k e l和 F r e e d m a n [ 9】、

F r e e d m a n仁1 0」、

B e ar n[ 川等人
,

都就具体应用问肠讨论 了 B oo t s t ar p方法的收放性
,

得到了一些结果
。

但更一般的收激性理论还有待于进一步的探讨
。

2
.

算法的稳健性问题
: B er an l[ I J证明在一定条件下抽样分布的 B oo st t r’1 p 估计具

有 M in M o x

特性
。

另一方面由于 B oo st tar p方法是完全建立在观测子样 X = x = ( x : ,

…
,

介 )的基础之上的
。

观测数据质量的好坏对伽ot , t ar p精度的影响如何 ? 当子样容量
。
小

时 (宜p小子样爆合 )
,

B oo st tar 防法的结果又怎样
? 这些问题均需要加以回答

。

3
.

算法的计算量问题
:

对于具体问厘
,

要达到一定的精度要求
,

这需要多少计算

量 ? 特别在进行统计模拟计算时
,

N 应如何选择曹这个问短也值得研究
。

其它还有一些问题
,

如 B oo st t ar p方法与参数统计方法的联系等等
。

目前
,

在我们的工作中
,

参数统计方法仍占着主导地位
,

人们习惯于
“

正态假设
”

等标准参数模型
。 B oo st t r a p方法的出现为解决实际问题开辟了一条新的途径

。

我们介绍
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Bo ut 、 t r“ p 方法的 目的
,

一是了解在应用统计学领城里的最新发展动态
,

更 重 要的是要

把这种新方法运用飞行器试验学的具体问题中去
,

以期提高统计估值的精度和可信度
。

最后需要指出的是
,

B
《 ) ( ,

t s t r a p方法并不是在一 叨垢合下都 适 用 的
。

B e r a , ,
川 J曾经

具体给出了一个反例 : B i e k e l和 1子 r e e m d a : ,
亦讨论了 B ( ,《 )

t 、 t r a p 估计失败的词题
。

这一 问

题应引起足够的重视
。

附 表

( A )

无平滑 B o o t , t r a p

总体中位数的估计

{
平滑 。 。 。 , s ,

;
。 p

, 二 `服从卜理
,

要l上均匀。 布

/
· ’ .

〔R
甲

l “
’ ·

}
I二

’
a 即仍

。
一 {

J

一 }
d

一 {
(
,一 {

。
,
二一

:

几; 均 值

标 准 偏 差

止竺一卜星匕
}
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.33

0
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3 2 一
{
一…一}兰
1

”
·

3 2
·

1
”

·

3 0

}

( B ) 标准偏差的估计

米 l 八

a 。
( p )
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泌一.060一.06l
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。
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·
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( C ) 错分率的估计

分 类

{
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一 }_ _
_

望
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-
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_

}
均 ,

}
标准偏差

}
均 值 } 标。 差

—
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一 ’

一 !
’

一
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一 !
-
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一.

一
:

一 {
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一

一万
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一
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一
坐一

飞 / 犷 _一
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1
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1
n n , n

,口 , _ , 一 」 、 J . 几 , J ` . , J 。 , J 舀 ,曰 I , J
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一
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( D ) 非参数置信区间估计

方 法 正态理论 (典值 ) 百 分 值 法 偏倚校正百分植法

皿信区间
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诚
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「

’

一
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’
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