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任意长二维 D FT 的多项式变换算法

及其并行算法
’
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’ ‘

(国防科技大学 系统工程与数学系
,

长沙
:
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摘 要 本文给出任意长二维 D PT 的 F P T 算法及其并行算法
,

详细地讨论了N 一厂 的

情况 (户为素数)
。

与通常二维 D F T 的行列算法 比较
,

乘法量减少约 50 %
,

加法量略有增加
。

关健词 离散富里叶变换 (D FT )
,

快速多项式变换 (FPT )
.

分类号 T N g ll
.

7 2

关于 多项式变换的理论
,

人们已经深入地研究过了〔’〕一川
,

它在数学信号及图象信号

处理中的应用也已越来越广泛 [’]
一
[s]

。

多项式变换特别适合多维信号的并行处理
。

本文讨

论当 N 为任意正整数时
,

N 又 N 二维 D FT 的多项式变换算法及其并行计算
,

为此
,

首先

简要的讨论 N ~ 2’ 的情况
,

然后较详细的讨论 N 一厂 的情况 (P 为素数 )
,

最后利用 G oo d

下标映射
,

给出任意长度二维 D FT 的多项式变换算法及其并行算法
。

设 几
1 . 。 2

为 N X N 二维复序列
,

其二维 D FT 定义为
N 一 I N 一 l

X
* 1 一 2

一 艺艺
x

, , , 。Z

w 、
‘l

w 、
。2 ,

(1 )
介 1 一 o 刁 2 ~ 0

(k
, ,

k :
=

,

⋯
,

N 一 1 )

其中 w 、 一 ￡一细 / 、

当 N 一 2
‘

时
,

(1) 的 F PT 算法最为简单
。

参考文献[ 1」中有详细讨论
。

读者可仿第 2 节

的情况写出这时的并行算法
,

此处从略
。

当 N = P
‘

(P 为奇素数
, c 为正整数 )

,

可将 (1 )式按 k Z
一 lm o d P

,

即 k Z ~ 户。 + z (z一。
,

z
,

⋯
,

p 一 1 ; “ = 0
,

1
,

⋯
,

N / p 一 1) 分离为如下 p 个式子

‘
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刀一 I N / 户一 l

X
* 1

,

户· + ,
一 习 艺

x :{),
。 Z

w 、
‘l

w 分一
, 一

(2 )

其 中

(k
l
= 0

,

1
,

⋯
,

N 一 l ; u =

斌讥
2 二

(n
l
= O

,

1
,

⋯
,

N 一 1 ; n :
=

O
,

1
,

⋯
,

N / P 一 1 ; l 一 O
,

1
,

⋯
,

P 一 1)

艺
x

1 . 。 2 +
,

lN/
,

w 扩 (3 )

o
,

1
,

⋯
,

N / P 一 1 ; l = O
,

l
,

⋯
,

P 一 1 )

(3) 式是 N
Z

/P 个 P 点一维 D F T
,

如设 M
。

(P )和 A 己

(P )是 P 点 D FT 所需的乘
、

加法

量
,

那么计算 x
排

,
2

共需 N
Z

M
“

(P ) /P 和 N
, A J

(P ) / p 次乘法和加法
。

由于

而

z N 一 1 = (z N /
户
一 1 )(z

‘户 一 ’) N / 户 + z (户一 ’) N / p + ⋯ + z N / p

N 一 l

z N
一 l = fl (z 一 W 失) = n (z 一 W 矢)

·

泛= 0 虎三o m 记户

z 、 / p 一 z = n (z 一 W 失)
汤三 o m o d P

P ,
(z ) = fl (z 一 W丸)

盛兴 m od 户

+ 1 ) 垒 (z
N ‘户 一 l)P 。(z )

fl (z 一 W 矢)
走转 o m od P

P
,

(z ) 三 0 m o d (z 一 W 罗
+ ‘
)

.

(l 举 0 )

下面以 (k ,
>表示 k ,

关于模 N 的最少非负剩余
,

即快
,
>会

,
m o dN

.

由于 z共。时
,

(P u +

故即

l
,

N ) = 1
,

故当 k ,
= O

,

1
,

⋯
,

N 一 l 时
,

(k ,
(p u + l))也取值 。

,

l
,

⋯
,

N 一 1
,

只是排列次序不

同
。

利用上述两点
,

(2) 式中的六个式可分另lJ计算如下
:

(l) 当 l一 。时
,

改变 (2) 式的计算次序
,

有
N 一 I N /户一 l

X
* , (, 。 + x ) )

一 艺 习
x :):

, Z

w 、
乏1 (户

一w 、二

当 一 。 勺一 。

N 一 l刀 / 户一 l

一 艺 艺 {x 止))
:

w 、
’‘2

}W为
‘·‘’“ + ”w 孙

”“ + ” 2

,rl 一 。 飞 一 。

N 一 IN / 户 l

一 艺 艺 {二二)
’

『:

W 、
’
2

}z
, 2 2

, 1 ‘l

m o d p
洲

(z )
,

(z 一 w 分
+ ’
)

这 只要 以
z 一W 分

+ ‘

代入就可验证上式 的正确性
。

关于以 P
,

(z )为模的运算
,

是因为 P 二

(z )二 o m o d (z 一W 分十
’
)的缘故

。

于是
,

若令

川
1

丫
’
一 w 沁

’‘2
了群

) 2 ,

(
n

一 O
,

1
,

⋯
,

N 一 1 ; , , 2
一 O

,

1
,

⋯
,

N / P 一 1 )

川)
,

(z ) 一

双)
,

(z ) 一

刀 / 户一 1

甲 二二
·

尸
’
丫

: .

(, 2
-

J 益~ J l ” 2
0

,

1
,

⋯
,

N 一 1 )
(4 )

乙X ;)
,
(z )z

, , 1‘ l

m o d p
尹

(
二
)

,

(k
,
一 。

,

1
,

⋯
,

N 一 1 )

当 ~ 。

厂

||
|
J

v 、

⋯
、了

了.二
f

就有

X
走 1 (。。 一 l ) 、 , “

三 X 上)
,
(二 )m o d (z 一 w 分

十 ,
)

,

(5 )

(k
l
= O

,

1
,

⋯
,

万 一 1 ; u 一 0
,

l
,

⋯
,

入 / P 一 1 )

由于 (p
,

(二 )
, z ,

N )构成多项式变换二’3
,

故 (4) 式是 {x 尸 (z )} 的
‘

爹项式变换
,

可用 FPT 计

算
,

只需 (P 一 1) N A
、
(N ) /P + (P 一 1) 万

2

/ P 次加法 (这 里第二项是模运算所需的加法量
,
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A 己
(N )是 N 点一维 F FT 所需的加法量 )

。

如设 (4) 式的计算结果为
(P 一 l )N / P一 1

双)
,

(z ) 一 艺
, 上){

,。 z ,· ,

(k
,
一 O

,

‘
,

一 N 一 ‘)
, 刃 一 0

则由(5) 式有
(户一 l ) N / 户一 l

X (泛 1(户u + l )》
·

户u 习
, ;){

,

w ;
‘,
叶 ”

功 = O

N / 户一 1 P 一 2

艺「w ; 艺、;
, ;):

,。 + , / / ,

]w 拼
,

(6 )
,” 一 O ] = 0

(k
l
= 0

,

1
,

⋯
,

N 一 l ; u = O
,

l
,

⋯
,

N / P 一 1 )

(6 )式是以 k ,

为参数的序列 又)
’”‘

一w ; 艺
j ~ O

w 奏夕;)二
+ , 、 / ,

基 一 p F FT 计算
。

因此 由方程组 (l )和 (6 )式计算 X 价

的N / P 点一维 D FT (共 N 个 )
,

可用

.

户。

共需

N一N+
N一p

MN一一M

_
、 : ,

{N {
.

P 一 1
、 : , , 入 : 、 1

ZP 一 3
入 了2

J

, 1

一
孟 v 了l d l — 】 飞

—
义v 了 I J 、义 v 少 一广

—
义丫

( P 2 P P

次乘法和加法 (其中 M
。

(k )
,

凡
了
(k) 表示 k 点 FF T 的乘加量

,

下同)
。

(2 ) z半。
,

改变 (2 )式计算次序
,

有
N 一 l入

’

/ 户

X
走! (,

一
)

·

, ·

一 艺 艺
二 ::

) :

w 、
* 1 (‘

一
,

w 、
( ,

一
)

”

丁
。 ” , ~ 。

I N / 户一 l

三 E 艺
二
半

。 2

二
:

z’rl
‘l

m o d只 (
二
)

,

(z 一 w 分“ )
叭 ~ o 气 ~ 。

因此
,

若令

/

( ! )

⋯
气

N /户 一 l

X 二{
,
(二 ) 一 乙

二二{!
, 2 二一 ,

(
, , l
一 O

,

1 ⋯
,

N 一 1 )
气 ~ O

(7 )
N 一 l

叉 ;
1

(z ) 一 乙X 几{
’
(z )z

’‘1 ‘l

m o d了, 产

(之 ) (k
,
= O

,

1
,

⋯
,

N 一 1 )
当 ~ 。

则有

X
, ( r
一

1 ) 、
.

, 。 一 ,

三 X 上{
’
(z )m o d (z 一 w 分

一‘
)

,

(k
,
= 0

,

l
,

⋯
,

N 一 l ; ,、
= O

,

l
,

⋯
,

万 / P 一 1
,

l 共 O )

(8 )

与 (4) 式一样
,

(7) 式是多项式序列 {X 二
, )
(幼 }的多项式变换

,

可用相同方法计算
,

所需加法

也相同
,

如设 (7) 式的计算结果为
(户

一

l )刀 / 户
一
l

到
,

旧 一 艺 衅
”

丫
,

(k
,
一 。

,

1
,

一 N 一 ‘
,

‘二 0 )

阴 ~ O

则由(8) 式有
(P 一 l ) N / 户

一
l

从
1 (加一 )

·

。

一 乙 衅
”

w黔
? Z ,

”才 ~ O

万 / 户一 1 P 一 2

一 艺 [、、习、买
: ;

‘
, , 十 , · / ,

」w 拼
,

(9 )
” J
~ O j 一 0

(k
l
= O

,

1
,

N 一 1 ; u ~ O
,

1
,

N / P 一 l : l笋 O )
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(9) 式是以 k :

为参数的序列酬!
二
一 w 留艺w 犷对:{

。 + ,N/
,

的 N / 户点 D FT (共 N 个)
,

可用基

一 p F FT 计算
。

因此用方程组 ( I )和 (9 )式计算 X
* , ,

, · + ,
(l 半 o )的运算量是

、
,

一 、 ,
。

(丝! + 户二卫N
Z

、P 产 P

_
、 : ,

{N {
.

P 一 1 、 了 , , 、 : 、 .

ZP 一 3 、 : 2

2 1 2

一
2 v J沪l d l — l , 广

—
I v l l d \i v 少 勺一

—
止丫

又P 尹 P P

综上所述
,

Pc 又厂 二维 D FT 的 FPT 算法为
:

st eP I 计算 (3 )式中 N
,

/ P 个 P 点 D FT.
step Z 利用方程组 ( I )和 (5 )式计算 X

. 1
.

, 二

ste p 3 利用方程组 ( I )和 (9 )式计算 X
* ,

,

, 。 + ,
(l共 o )

·

s te p 4 结束
。

上述 FPT 算法的运算量为

N
Z , , ,

M 吸八 ) = 一丁把八P ) 十 似
1
十 弋P 一 1 )解

2

P

. 、 了 , ,

} N }
,

风(P ) + P
z
一 P + 1

、 , ,

= P 丈v l性 。

} 二甲}一

—
J v

-

一
J 、

、 F l 尸

‘ (N ) 一

答
A ·

(P , + ‘
1
+ (P 一 , , A

Z

一 , 、 , 己

(令)
+ (, 一 1 )N A

·
(N ) +

业岑上
目

丝N
Z
“。,

特别
,

当 p = 3
,

N 一厂 时
,

N X N 二维 D FT 的 F PT 算法运算量为

M (3
’

) = 3N M
。

(誓)

(誓)

+ 3N
2
一 N ~ ZsN

Z
+ ZN

(1 1 )

A (3
5
) = 3N A + ZN A

J
(N ) + 5N

2
= (6 5 + 3 )N

Z

其中用到了 何
。

(3
5
) = 2 :

·

3 5 一 3 5 + l
,

A J
(3

5
)= 2 5

·

3 5 (s> 1
,

M
。

(3 ) = 2
,

A J
(3 ) = 6

.

当用行列算法计算 3s 又 3s 二维 D F T 时
,

运算量为

M
。
(3

5
) = 2

·

N 材
。

(3
5
) = (4 5 一 2 )N

Z
+ ZN

,

A 。
(3

5
) 一 2

·

N
S A 口

(3
5
) ~ 4 sN

Z
(1 2 )

比较 (1 1) 与 (1 2) 式可知
,

F PT 算法的乘法量约减少一半
,

加法量有所增加 (可用下述改进

算法使加法量减少 )
。

下面给 出上述 F PT 算法的并行算法
。

Al go ri th m l 向量计算机的向量并行算法
。

st eP I 用多道 FF T 计算 (3) 式 中 N 个 P 点 D FT ;
所需运算量是 N Mu( 户)/ P 次和

N A
J
(P ) / P 次向量长度为 N 的并行乘法和加法

。

st eP Z 利用方程组 (I )和 (5 )式 向量并行计算 X
, 、

.

户。 :

方程 ( I )的第一式需 N / p 一 1

次长度为 N 的并行乘法
; 用 PFP T 计算多项式变换需 A J

(N )十N 次长度为 (P 一 l) N / P

的并行加法
; (5) 式用多道 FF T 计算

,

共需 M
。

(N / P) + (P 一 1) N / p 次和 A J
(N /P )+ (P

一 2) N /P 次长度为 N 的并行乘法和加法
。

1 0 0



st e p 3 利用方程组 ( I )和 (9 )式向量并行计算 X
* 1 , · + , :

这一步除 S t叩 2 中第一步外
,

其余相同
。

st e p 4 结束
。

A lg o r ithm l 所需的运算量为

刃 一 , M
。

{粤
、 P

+ 〔M
。

(P ) + 厂 一 P + 1 ] N /P 一 1

N }

万 i+ LA八p ) 十 P
‘

一 艺户」八 / p
P ,

(1 3 )

.I

J
尸
夕
廿护l月......、

dAP一一
一A

次向量长度为 N 的并行乘法和加法
,

以及

A
‘

~ PA
J
(N ) + PN

次向量长度为 (P 一 1) N / P 的并行加法
。

加速 比约等于 N
.

A lg o r ithm n M IM D 计算机上的向量并行算法
。

st e p l // 只有主进程工作 //

1) 主进程占有一台向量计算机
,

向量并行计算 (3) 式中的 二
排

, , , ;

st 印 2 // 并行计算 //

2 )创建 P 一 1 个并行进程
,

各占有一台向量计算机
;

3) 主进程利用方程组 ( I )和 (5) 式 向量并行计算 X
*

.

, 。 ,

方法 同 A lg or ith m l 的
s t e p

2 ;

4) 其余 p 一 1 个进程
,

各利用方程组 ( l )和 (9) 式 向量并行计算 X
, 1

,

户。十 ,
(l 一 1 一 p 一

1 )
,

方法同 3.

5 )终止并行进程
。

S te p 3 结束
。

A lg o
r ith m l 所需运行量为

一 M
·

(誓)
一 人{刽

+ [M
。

(P) + P〕N /P 一 l

十 [ A
、
(P) + p 一 2 ] N / P (1 4 )

次向量长度为 N 的并行乘法和加法
,

以及

A
‘

一 A J
(N ) + N

次向量长度为 (P 一 1) N / p 的并行加法
。

加速比约等于 PN
.

最后指出
,

上述算法还可加以改进
,

事实上
,

当 Z一。时
,

(2) 式就成为
N 一 I N / P 一 l

X
, ;

.

户。

一 艺 艺
二二){

, Z

W 知
‘】

w 分夕,
,

,’l 一 o , 怪一 o

(k
:
= O

,

1
,

⋯
,

N 一 l ; u = O
,

1
,

⋯
,

N / p 一 1 )

这是一个 N 又 (N /P) 二维 D FT
,

可按 k ,
~ zm od P 对它进行分离

。

对于 l祥 O 的 P一 1 个式

子
,

可利用多项式变换 (p
,

(z )
,

扩
,

N /P )和 (p
。

(z )
, z ,

N )计算
,

而 l一 。的那一项就成为

(N /P ) x (N /P )二维 D F T
,

可用同一过程计算
,

直至 P 又 P 二维 D FT 为止
。

P x P 二维

D F T 也可用 FPT 计算川
。

如记 M (N )和 A (N )为用这种递归算法计算 N x N 二维 D F T

所需乘法和加法运算量
,

则有
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M (N ) = M (N / P) + (P
,
一 l )Mu (N / P)N / P + [P

3
一 P

Z
一 P + 1

+ P风 (P ) + M
,

(P )] N
Z

/P
,

A (N ) 一 A (N /P ) + (P 一 1 )
ZA 、

(N / P )N / P + 2 (P 一 1) N A 己
(N / P )

+ [ 3P
3
一 6P

,
+ P + 2 + PA

己
(P ) + A 、

(P ) ]N
,

/ P
Z

与前面一样
,

M
。

(走)
,

八
己
快 )表示 走点一维 FF T 的乘

、

加量
。

特别
,

当 p = 3
,

N = 3 5 时
,

有

16
、 , , J

S
、 ,

J嫂 又Z V ) = ZVj 气又V / j ) 州卜 二万 S 义V
一

十 下万义V

日 j

, (N ) 一 , (、23 ) + 琴
日

8
、 ,

S ZV
一

十 二万 义丫
-

j

上述算法反复使用
,

直至 3 X 3 二维 D F T 为止
。

由 M (3) 一 8
,

A (3) 一 3 6
,

最后得

M (N , 一

(
2

一含}
N

Z
+ 4N 一

譬
A (N , 一

!
“ +

号{
N

Z
一

誓 (1 5 )

与 (1 1) 式和 (1 2) 式 比较
,

运算量有所减少
,

特别加法量减少更多
。

3

现在来给出任意长二维 D FT 的 F D T 算法及其并行算法
。

当 N 一N
, ·

N
Z ,

(N
, ,

N
Z
)一 1

,

利用简单映射和孙子定理映射 [1j
·

川
,

可将 N 只 N 二维

D F T (1) 式映射成 (N
, x N

,
) x (N

Z x N
Z
)四维 D FT

,

当应用素 因子算法计算这个 四维

D F T 时
,

运算量为

M = N {M
:
+ N ;M

l ; A = N {A
:
+ N IA

,

当用 W in o gr a d 嵌套算法计算这个四维 D F T 时
,

运算量为

M = M
,

M
Z ; A = N IA

:
+ M

、A Z

其 中从
,

A 为 N 义 N 二维 D F T 的运算量
。

当 N
,

一 2’ 或 p
。

时
,

N x N
,

二维 D FT 如前述

可用 FP T 算法及其并行算法计算
,

因此 N 有双因子时
,

N X N 二维 D F T 可用 F PT 算法

及其并行算法计算
。

当 N 一 N
;

N
Z

⋯N
二 ,

(N
,

N
,

)一 1 (
;

尝 ] )时
,

同样用简单映射和孙子定理映射将 (1 )式

映射为 (N
, 火 N

,
) 火 (N

: 火 N
Z
) 又 ⋯ x (N

。

又 N
r

) 2
:

维 D FT
,

当用素因子算法时
,

运算量为

材 一

粤
M

·

筹
,

/ 一

客
A

,

筹 (1 6 )

当用 w in o g r a ld 嵌套算法时
,

运算量为

M

当 N 一 2
‘

或 厂

= ll M
, , N

2

八 一 入
! 二

~

二;
十 似

1

入
ZV 了

N
2

N {N {
+ ⋯ + M

,

M
Z
⋯M

, 一 IA
r

(1 7)

时
,

各个 N x N 均可用前述 F PT 算法及其并行算法计算
。

1 0 2
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