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真比例导引律的降维分析方法


黎克波，陈　磊，张　翼
（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：提出了三维真比例导引律的降维分析方法。首先研究视线的运动规律，提出了视线的两种旋转
角速度及其计算方法，建立了视线运动方程与新的弹目相对运动方程。其次通过对弹目相对运动的分析，发

现在三维空间中存在视线瞬时旋转平面，可以在该平面内构造二维制导律，以应用于三维拦截问题的制导控

制。然后将空间真比例导引律不加任何近似与线性化直接引入视线瞬时旋转平面，使其维度从三维降为二

维，并对其制导特性进行了分析。最后通过仿真对比分析，验证了真比例导引律降维分析方法的有效性。
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　　比例导引律（ＰＮ）是目前最为实用和研究最
为广泛的制导律，经过几十年的发展，已经得到了

ＰＮ的多种形式。２０世纪９０年代以前学者对 ＰＮ
的研究主要集中在二维平面，集大成者是 ＣＤ
Ｙａｎｇ和ＣＣＹａｎｇ［１］，他们提出了比例导引律的一
种统一框架，并将其对制导律的数学分析方法推

广至三维真比例导引律（ＴＰＮ）［２－３］。
２０世纪９０年代中后期，一些学者开始对三

维弹目相对运动与制导律的构造提出新的思想。

Ｄｕｆｌｏｓ等［４］基于导弹制导的捕获要求，提出了一

种制导建模方法，并推导了三维空间中的扩展真

比例导引律（ＧＴＰＮ），使其具有与 ＰＰＮ相同的捕
获区域。Ｃｈｉｏｕ和 Ｋｕｏ［５－７］基于古典微分几何曲
线理论，将导弹和目标的运动轨迹视为三维空间

中的曲线，提出了弧长体系下导弹制导的微分几

何制导指令。李超勇等［８］将Ｃｈｉｏｕ和Ｋｕｏ所提出

的微分几何制导指令从弧长体系转化至时域内，

并推导了在拦截高速目标时的初始捕获必要条件

与奇异条件。Ｔｙａｎ［９］基于修正极坐标系（ＭＰＣ），
利用变量替换构建弹目相对运动方程，提出了新

的制导律统一框架，并对ＴＰＮ、ＧＴＰＮ、扩展理想比
例导引律（ＧＩＰＮ）以及 ＰＰＮ的性能和捕获区域进
行了分析。以上学者研究的着眼点各不相同，包

括：导弹的捕获要求、弧长体系下的微分几何曲线

理论、修正极坐标系等。

与以往的文献不同，本文首先对视线的旋转

规律进行研究，提出了视线的两种旋转方式和旋

转角速度，并建立了视线运动方程。同时结合弹

目相对运动，构建了新的相对运动方程。通过对

该方程的分析，发现弹目相对运动可以解耦为视

线瞬时旋转平面内的相对运动与该平面的转动，

并且在视线瞬时旋转平面内构造二维制导律，可
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以解决三维拦截问题。本文将三维 ＴＰＮ不加任
何近似与线性化，直接引入视线瞬时旋转平面，成

为降维 ＴＰＮ，并通过拦截高速大机动目标的仿真
算例，验证真比例导引律降维分析方法的有效性。

１　视线运动方程

拦截弹和目标在发射惯性系中运动，其相对

位置关系如图１所示。

图１　弹目相对位置关系
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｉｎｔｅｒｃｅｐｔｏｒａｎｄｔａｒｇｅｔ

由图可知

ｒ＝ｒｔ－ｒｍ＝ｒｅｒ （１）
其中，ｒ为弹目相对距离，ｅｒ为弹目相对视线方向
单位矢量。ｅｒ在空间中的旋转是三维的，但若不
考虑其绕自身的旋转，则降低为二维。

设视线瞬时旋转角速度矢量为 ωｓ＝ωｓｅω，ｅω
为该角速度的方向，有

ｄｅｒ
ｄｔ＝ωｓ×ｅｒ＝ωｓｅω×ｅｒ＝ωｓｅθ （２）

其中，ωｓ即为视线的瞬时转率，根据定义，ωｓ≥０。
ｅｒ、ｅθ、ｅω为相互垂直正交的单位向量，以拦截弹
质心为原点，组成视线旋转坐标系。ｅｒ和ｅθ组成
视线瞬时旋转平面（ＩＲＰＬ，ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＲｏｔａｔｉｏｎ
ＰｌａｎｅｏｆＬＯＳ），ｅω为该平面的法向。由（２）式，有

ｅθ＝ｅω×ｅｒ （３）
在三维空间中，视线瞬时旋转平面会发生转

动，因而该平面的法向 ｅω也会发生旋转。由于
ｅω是ｅｒ角速度方向的单位矢量，因此只能在垂直
于ｅｒ的平面内发生旋转。设 ｅω的旋转角速度为
Ωｓ＝Ωｓｅｒ，则有

ｄｅω
ｄｔ＝Ωｓ×ｅω＝Ωｓｅｒ×ｅω＝ －Ωｓｅθ （４）

根据定义，Ωｓ可正可负。
对上式求导，有

ｄｅθ
ｄｔ＝

ｄ
ｄｔｅω×ｅ( )ｒ

＝
ｄｅω
ｄｔ×ｅｒ＋ｅω×

ｄｅｒ
ｄｔ （５）

将（２）式和（４）式代入（５）式，有
ｄｅθ
ｄｔ＝－ωｓｅｒ＋Ωｓ·ｅω （６）

将（２）、（４）式和（６）式联合起来，可以得到
视线的运动方程：

ｄｅｒ
ｄｔ＝ωｓｅθ

ｄｅθ
ｄｔ＝－ωｓｅｒ＋Ωｓｅω

ｄｅω
ｄｔ＝－Ωｓｅ













θ

（７）

由以上分析可知，视线的旋转可以分为两种

方式，即视线在其瞬时旋转平面内的旋转，角速度

大小为ωｓ，旋转轴为 ｅω；视线瞬时旋转平面的旋
转，角速度大小为 Ωｓ，旋转轴为 ｅｒ。ωｓ即为视线
的瞬时转率，Ωｓ即为视线瞬时旋转平面的瞬时
转率。

２　弹目相对运动方程

对（１）式求导，有

ｒｅｒ＋ｒ
ｄｅｒ
ｄｔ＝

ｒ＝Ｖ＝Ｖｔ－Ｖｍ （８）

其中，Ｖｔ为目标速度矢量，Ｖｍ为拦截弹速度矢
量，Ｖ为弹目相对速度矢量。将（２）式和（７）式代
入（８）式，有

ｒｅｒ＋ｒωｓｅθ＝Ｖｔ－Ｖｍ＝Ｖ （９）
由（１）式和（９）式可知ｅｒ、ｅθ的计算方法：

ｅｒ＝
ｒ
ｒ，ｅθ＝

Ｖ－ Ｖ·ｅ( )ｒｅｒ
Ｖ－ Ｖ·ｅ( )ｒｅｒ

（１０）

对（９）式继续求导，有

ａｔ－ａｍ ＝̈ｒｅｒ＋ｒ
ｄｅｒ
ｄｔ＋

ｒωｓ＋ｒω( )ｓｅθ＋ｒωｓ
ｄｅθ
ｄｔ
（１１）

其中，ａｔ为目标的加速度，ａｍ为拦截弹的加速度。
将视线的运动方程（７）代入（１１）式，有
ａｔ－ａｍ＝ ｒ̈－ｒω

２( )ｓ ｅｒ＋ ｒωｓ＋２ｒω( )ｓｅθ＋ｒωｓΩｓｅω
（１２）

（１２）式即为视线旋转坐标系内的弹目相对运动
方程，可以改写为如下标量方程组：

ｒ̈－ｒω２ｓ＝ａｔｒ－ａｍｒ
ｒωｓ＋２ｒωｓ＝ａｔθ－ａｍθ
ｒωｓΩｓ＝ａｔω－ａｍ

{
ω

（１３）

下标“ｒ，θ，ω”分别表示沿视线旋转坐标系三轴的
分量。该相对运动方程与经典的视线坐标系内的

·２·
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方程［１１］相比，形式更加简洁，且没有三角函数项。

３　视线两种旋转角速度的计算

视线旋转坐标系 ｅｒ，ｅθ，ｅ{ }ω 与视线坐标系 ｏＡ
－ｘｓｙｓｚｓ的关系如图２所示。

图２　视线旋转坐标系、视线坐标系
与发射惯性系之间的关系

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐａｍｏｎｇｔｈｅＬＯＳｒｏｔａｔｉｏｎｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ，
ｔｈｅＬＯＳｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄｔｈｅｌａｕｎｃｈｉｎｅｒｔｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

图２中，发射惯性系 ｏＡ－ｘＡｙＡｚＡ通过“２３”旋
转得到视线坐标系 ｏＡ－ｘｓｙｓｚｓ，欧拉角分别为：视
线高低角ε、视线方位角β。于是有

ｘｓ＝ｃｏｓεｃｏｓβ·ｘＡ＋ｓｉｎε·ｙＡ
　 －ｃｏｓεｓｉｎβ·ｚＡ
ｙｓ＝－ｓｉｎεｃｏｓβ·ｘＡ＋ｃｏｓε·ｙＡ
　 ＋ｓｉｎεｓｉｎβ·ｚＡ
ｚｓ＝ｓｉｎβ·ｘＡ＋ｃｏｓβ·ｚ













Ａ

（１４）

其中，ｘＡ、ｙＡ、ｚＡ表示发射惯性系三轴的方向，ｘｓ、
ｙｓ、ｚｓ表示视线坐标系三轴的方向。

设视线坐标系的旋转角速度ω为
ω＝β＋ε＝βｙＡ＋εｓｚｓ
＝βｓｉｎε·ｘｓ＋βｃｏｓε·ｙｓ＋εｚｓ

（１５）

虽然ω在ｘｓ方向上有分量，但由于不需要考
虑视线绕自身的滚动旋转，因此视线的旋转角速

度（除去绕ｘｓ轴的滚动角速度）可为
ωｓ＝βｃｏｓε·ｙｓ＋εｚｓ （１６）

由（２）式可知

ωｓ＝ βｃｏｓ( )ε２＋ε槡
２

ｅω＝
ωｓ
ωｓ
＝
βｃｏｓε·ｙｓ＋εｚｓ
βｃｏｓ( )ε２＋ε槡

{ ２

（１７）

于是有

ｅθ＝ｅω×ｅｒ＝
εｙｓ－βｃｏｓε·ｚｓ
βｃｏｓ( )ε２＋ε槡

２
（１８）

对（１６）式求导，有
ωｓ ＝̈βｃｏｓε·ｙｓ－βεｓｉｎε·ｙｓ
　＋βｃｏｓε·ｙｓ＋̈εｚｓ＋εｚｓ
＝ β̈ｃｏｓε－２βεｓｉｎ( )ε·ｙｓ
　＋ β２ｓｉｎεｃｏｓε＋̈( )ε·ｚｓ （１９）

再对ωｓ按视线的运动方式求导，有

ωｓ＝
ｄ
ｄｔωｓｅ( )ω ＝ωｓｅω＋ωｓ

ｄｅω
ｄｔ

＝ωｓｅω＋ωｓΩｓ×ｅω
＝ωｓｅω－ωｓΩｓｅθ （２０）

可得视线转率导数与视线挠率的计算表

达式：

ωｓ＝ωｓ·ｅω＝
β̈βｃｏｓ２ε－β２εｓｉｎεｃｏｓε＋ε̈ε

βｃｏｓ( )ε２＋ε槡
２

Ωｓ＝
－ωｓ·ｅθ
ωｓ

　＝ ２
ε２－β２ｃｏｓ２( )εβｓｉｎε－ β̈ε＋̈ε( )βｃｏｓε

βｃｏｓ( )ε２＋ε槡















２

（２１）
根据以上分析，ｅｒ、ｅθ、ｅω、ωｓ、ωｓ、Ωｓ皆可以表

示为 ε、β、ε、β、̈ε、̈β的函数。导引头可以通过测
量视线高低角 ε和视线方位角 β，并进行相应滤
波，计算视线运动方程的各参数。

４　真比例导引律的降维

本文采用 Ｄｕｆｌｏｓ［４］对目标捕获的定义：拦截
弹对目标的捕获是拦截弹通过制导控制，在有限

时间ｔｆ内，使弹目相对距离 ｒｔ( )ｆ降低至０。表达
式如下：

ｔｆ＜∞， ｒ（ｔｆ）＝０ （２２）
为了避免视线转率趋于无穷大，还需满足如下

条件：

ｒ（ｔｆ）ωｓ（ｔｆ）＝０ （２３）
由相对运动方程（１３）式可知，方程组：

ｒ̈－ｒω２ｓ＝ａｔｒ－ａｍｒ
ｒωｓ＋２ｒωｓ＝ａｔθ－ａｍ{

θ

（２４）

决定弹目相对距离ｒ和瞬时视线转率ωｓ的变化，
而方程

ｒωｓΩｓ＝ａｔω－ａｍω （２５）
决定视线瞬时旋转平面的旋转角速率Ωｓ的变化。
ｒ、ωｓ与Ωｓ的计算是解耦的。于是，通过该方程可
以将弹目相对运动的二阶非线性耦合常微分方程

组解耦为两种运动：视线瞬时旋转平面内的相对

运动；视线瞬时旋转平面的转动。

根据捕获的定义，即使在拦截末段 Ωｓ≠０，只

·３·
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要可以控制视线转率ωｓ收敛，则导弹仍然可以捕
获目标。并且，视线旋转坐标系 ｅｒ、ｅθ、ｅω的旋转
总是趋向于减小相对加速度在 ｅω上的分量，使
Ωｓ随弹目相对距离的减小而趋于某一较小的有
界值。由于相对运动方程（１３）高度非线性，将通
过数值仿真验证这一理论。根据以上分析，可以

忽略拦截弹在ｅω方向上的控制而使ａｍω＝０。
由（２４）式的第一式，有

ｒ̈＝ａｔｒ－ａｍｒ＋ｒω
２
ｓ （２６）

对（２６）式求导：

　ｒ
…

＝
ｄａｔｒ－ａ( )ｍｒ

ｄｔ ＋２ωｓ ａｔθ－ａｍ( )θ －３ｒω
２
ｓ （２７）

根据（２６）、（２７）两式可知，当存在不可忽略的 ωｓ
时，弹目相对加速度沿 ｅｒ方向的分量“ａｔｒ－ａｍｒ”
对ｒ的影响与沿 ｅθ方向上的分量“ａｔθ－ａｍθ”相
比，是一个高阶小量；当ωｓ趋近于０时，由于弹目
相对速度 ｒ足够小，可以忽略“ａｔｒ－ａｍｒ”对拦截产
生的影响。因此对于以最终捕获目标为目的的导

弹，可以不控制沿视线方向的运动，使ａｍｒ＝０。于
是，根据对弹目相对运动方程的分析，解决制导问

题的关键是求解 ｅθ方向上的制导指令加速
度ａｍθ。

传统的空间制导律通常选择在视线坐标系内

建立三维弹目相对运动方程［１１］：

ｒ̈－ｒω２ｙｓ＋ω
２( )ｚｓ ＝ａｔｘ－ａｍｘ

ｒωｚｓ＋２ｒωｚｓ＋ｒωｘｓωｙｓ＝ａｔｙ－ａｍｙ
ｒωｙｓ＋２ｒωｙｓ－ｒωｘｓωｚｓ＝－ａｔｚ＋ａ

{
ｍｚ

（２８）

其中，ωｘｓ＝βｓｉｎε，为 ω在 ｘｓ轴的分量；ωｙｓ＝
βｃｏｓε，为ω在 ｙｓ轴的分量；ωｚｓ＝ε，为 ω在 ｚｓ轴
的分量；［ａｔｘ，ａｔｙ，ａｔｚ］

Ｔ、［ａｍｘ，ａｍｙ，ａｍｚ］
Ｔ为目标与

拦截弹的加速度在视线坐标系内的表示。空间

ＴＰＮ制导指令表达式如下：
ａｍｘ＝０

ａｍｙ＝Ｎ ｒωｚｓ
ａｍｚ＝－Ｎ ｒω

{
ｙｓ

（２９）

其中，Ｎ为有效导航比，满足比例导引弹道收敛条
件：Ｎ＞２。ＴＰＮ在 ｙｓ、ｚｓ上的两个制导指令加速
度是相互独立的，其共同作用的结果相当于在拦

截弹上作用了一个合加速度：

ａｍ＝－Ｎｒε·ｙｓ＋Ｎｒβｃｏｓε·ｚｓ

　＝Ｎｒ βｃｏｓ( )ε２＋ε槡
２·

－ε·ｙｓ＋βｃｏｓε·ｚｓ
βｃｏｓ( )ε２＋ε槡

( )２

（３０）
将（１７）式和（１８）式代入（３０）式，有

ａｍ＝－Ｎｒωｓ·ｅθ （３１）

（３１）式中，ωｓ为视线在其瞬时旋转平面内的转
率，ｅθ为视线法向，同样位于视线瞬时旋转平面
内。因此，三维 ＴＰＮ可以不加任何近似与线性
化，直接转化成视线瞬时旋转平面内的二维ＴＰＮ。
由（１７）式和（１８）式可知，真比例导引律的降维只
需要视线高低角和方位角的一阶微分信息，可以

应用于工程实际。

将（３１）式代入（２４）式的第二式可得
ｒωｓ＋２ｒωｓ＝ａｔθ＋Ｎｒωｓ （３２）

若初始时刻视线转率为 ωｓ０，且目标不机动，可以
由（３２）式推导出

ｒωｓ＝ Ｎ( )－２ｒωｓ （３３）
进一步推导出

ωｓ＝ωｓ０
ｒ
ｒ( )
０

Ｎ( )－２

（３４）

由（３４）式可知，当 Ｎ＞２时，对非机动目标，
ＴＰＮ可以使视线瞬时旋转平面内的视线转率随弹
目相对距离的减小而逐渐降低至０。这与平面真
比例导引律的性能分析相一致。至此，空间三维

ＴＰＮ已经转化为视线瞬时旋转平面内的二维
ＴＰＮ，可以直接采用对平面ＴＰＮ的分析方法，来研
究三维 ＴＰＮ的性能。根据 Ｇｕｅｌｍａｎ对平面 ＴＰＮ
的研究［１２］，ＴＰＮ对非机动目标的初始捕获条件为

ｒ０ωｓ( )０
２≤ ２Ｎ( )－１ｒ２０ （３５）

（３５）式对于视线瞬时旋转平面内的降维 ＴＰＮ而
言仍然成立。三维真比例导引律通过降维以后，

可以应用对平面 ＴＰＮ的分析方法对其性能进行
研究，降低了分析问题的难度。

５　仿真分析

以拦截大气层外高速机动目标仿真为例，初

始状态参数如表１所示。
表１　拦截初始条件

Ｔａｂ．１　Ｉｎｅｒｔｉａｌｉｎｔｅｒｃｅｐｔｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

拦截弹 Ｘ Ｙ Ｚ

位置（ｋｍ） ２８３７．５７５ ７３５．５９０ １１９．８５５

速度（ｋｍ／ｓ） ５．０５５ －０．８７２ ０．１５８

目标 Ｘ Ｙ Ｚ

位置（ｋｍ） ２８８２．４１０ ７３５．０３３ ８０．９０５

速度（ｋｍ／ｓ） １．１５６ ０．３３７ ５．６２１

　　设目标在发射惯性系的 ｙＡ，ｚＡ方向有常加速

度ａｔ＝ ０ ４ｇ０ ４ｇ[ ]０ Ｔ
，制导系数 Ｎ＝４，不考虑

视线角测量噪声，取导引头采样周期为１０ｍｓ，盲
区为５００ｍ，计算脱靶量。仿真结果如图３和图４
所示。

·４·
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图３　空间ＴＰＮ与降维ＴＰＮ的三维拦截弹道
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｎｔｅｒｃｅｐｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆ
３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＴＰＮａｎｄｄｉｍｅｎｓｉｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄＴＰＮ

图４　空间ＴＰＮ与降维ＴＰＮ的瞬时过载
Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｏｖｅｒｌｏａｄｓｏｆＴＰＮ

ａｎｄｄｉｍｅｎｓｉｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄＴＰＮ

　　从以上仿真结果可以发现，三维 ＴＰＮ和降维
ＴＰＮ具有几乎一致的拦截弹道和过载分布。仿真
结果显示，两种ＴＰＮ的脱靶量皆为０１７６０ｍ。

视线瞬时旋转平面的旋转角速度 Ωｓ在拦截
过程中的变化趋势如图５所示。

图５　ＩＲＰＬ瞬时转率的变化
Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＩＲＰＬｒａｔｅｏｆＴＰＮ

由图可知，ＩＲＰＬ的瞬时转率在拦截过程中逐
渐降低至０，代表了视线瞬时旋转平面逐渐趋于

稳定的过程。

６　结　论

本文基于对视线旋转基本原理的研究，提出

了视线的两种旋转角速度及其计算方法，得到了

视线运动方程。将视线运动与弹目相对运动结合

起来，得到了新的弹目相对运动方程。通过对弹

目相对运动方程的分析，发现存在视线瞬时旋转

平面，在该平面内可以构造二维制导律，应用于三

维拦截问题。

将空间真比例导引律不加近似与线性化地直

接引入视线瞬时旋转平面，得到了具有二维形式

的降维ＴＰＮ，可以应用研究平面 ＴＰＮ的经典方法
对其性能进行分析，降低了分析问题的难度。通

过数值仿真，验证了真比例导引律降维分析方法

的有效性。
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