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用于有限体积法的中心 ＷＥＮＯ混合格式

范进之，李　桦
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：通过理论推导得到６阶中心格式与５阶ＷＥＮＯ格式相结合的混合格式（ＣＷＥＮＯ６格式），为了提
高有限体积法中高精度格式的计算效率，引入３阶ＭＵＳＣＬ反卷积方法以取代传统有限体积法中的反卷积方
法。通过不同的算例比较了ＣＷＥＮＯ６格式与ＷＥＮＯ５格式的数值表现。结果表明，相比于传统的ＷＥＮＯ５格
式，在网格量相同的前提下，由于数值耗散较小，ＣＷＥＮＯ６格式对流动细节的描述更为准确，为有限体积法模
拟三维多尺度复杂提供了一种更为有效的方法。
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　 　 湍 流 直 接 数 值 模 拟 （ＤｉｒｅｃｔＮｕｍｅｒｉｃａｌ
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ＤＮＳ）及 大 涡 模 拟 （Ｌａｒｇｅ Ｅｄｄｙ
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ＬＥＳ）等非定常多物理尺度复杂流动的
数值模拟需要使用高精度计算格式以得到不同尺

度下的流动结构；对于可压缩流体，由于可能存在

激波，因此计算格式又需要有适当的数值粘性，以

消除激波附近的非物理震荡。加权基本无振荡

（ＷｅｉｇｈｔｅｄＥｓｓｅｎｔｉａｌｌｙＮｏｎＯｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＷＥＮＯ）格
式［１］通过多个模板函数的非线性加权组合，在获

得较高计算精度的同时，有效解决了激波附近的

数值震荡问题，成为可压缩流体ＤＮＳ及ＬＥＳ模拟
中使用最为广泛的格式之一［２－３］。但是传统的

ＷＥＮＯ格式在流场完全光滑时仍然包含数值粘
性，这会“抹平”光滑区域的数值结果，通过对离

散格式进行傅立叶分析不难发现，ＷＥＮＯ格式在
流场完全光滑时仍然存在着耗散误差，在模拟小

尺度脉动时，数值耗散必然会对数值结果造成不

利影响。Ｓ．Ｋ．Ｌｅｌｅ［４］证明了中心紧致格式具有同
谱方法相当的分辨率，但由于没有数值粘性不能

直接用于可压缩流体的 ＤＮＳ。很多学者通过将
ＷＥＮＯ格式和低耗散格式结合起来构造出具有
较高分辨率以及较强鲁棒性的混合格式。

目前常用的高精度格式大部分是基于有限差

分法。有限差分法求解微分形式的 Ｎ－Ｓ方程，
通过坐标变化，将物理域转换到计算域中，由于每

个维度解耦，因此通过一维模型推导得到的高精

度算法可以很容易通过每个维度单独求解的方式

应用于多维问题的求解。目前对于可压缩流体的

ＤＮＳ和ＬＥＳ的大部分高精度计算格式都是建立
在有限差分法之上［５－６］。

有限体积法求解的是积分形式的 Ｎ－Ｓ方
程，理论上它无须坐标变换。相比于有限差分法，

有限体积法得出的离散方程，要求因变量的积分

守恒对任意一组控制体积都得到满足，对整个计
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算区域，自然也得到满足，在处理激波问题时，守

恒性容易得到保证［７］。但是由于需要对整个控

制体界面上的通量进行积分，各个维度相互耦合，

当计算精度超过２阶时，基于一维问题推导得到
的高精度算法无法直接用于有限体积法，因此难

以获得适用于有限体积法的高精度格式。

为发展适用于有限体积法的高精度格式不少

学者做出了重要贡献：Ｋｏｂａｙａｓｈｉ提出了一种用于
不可压流动计算４阶中心紧致格式；Ｐｅｒｅｉｒａ使用
４阶精度有限体积法模拟了不压缩流体的流动过
程；Ｌａｃｏｒ等人提出了一种适用于任意结构网格的
４阶中心紧致格式，这种方法无须使用积分点，但
需要进行较为繁琐的几何量计算；Ｆｏｓｓｏ等人在
Ｌａｃｏｒ的基础上发展了一套适用于任意网格的６
阶中心紧致格式。虽然上述方法提高了有限体积

法的计算精度，解决了高精度格式在有限体积法

中使用所存在的计算效率问题，但这些方法从本

质上讲仍然是中心型格式，不能直接用于存在激

波的可压缩流体的 ＤＮＳ及 ＬＥＳ模拟。本文首先
通过理论推导在５阶 ＷＥＮＯ格式的基础上得到
了６阶中心ＷＥＮＯ混合格式（ＣＷＥＮＯ６格式）的
表达式，通过分析积分精度提出了３阶逆风单调
守恒格式（ＭｏｎｏｔｏｎｅＵｐｓｔｒｅａｍｃｅｎｔｅｒｅｄＳｃｈｅｍｅｆｏｒ
ＣｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎＬａｗｓ，ＭＵＳＣＬ）的反卷积方法，将
ＣＷＥＮＯ６格式应用到有限体积法中，然后通过数
值方法比较了 ＣＷＥＮＯ６格式与 ＷＥＮＯ５格式在
不同问题中的数值表现。

１　控制方程

假设存在控制体Ω，其体积Ｖ。
对于积分型双曲守恒律方程组而言，其控制

方程如下所示：

∫
Ω

Ｕ
ｔ
ｄＶ＋∮

Ｓ

Ｆ·( )ｎｄＳ＝０ （１）

其中Ω为给定控制体，Ｓ为控制体的边界面，
Ｖ为控制体体积，Ｕ为守恒变量，Ｆ为数值通量，ｎ
为边界面的外法线方向向量，Ａ为边界面面积。

有限体积法离散形式如下：

Ｖｄ
珚Ｕ
ｄｔ＋∑

Ｌ

ｒ＝１
∑
Ｇ

ｇ＝１
ωｇＦ( )

ｇ·ｎｒ·Ａｒ＝０ （２）

其中 珚Ｕ为变量Ｕ在控制体内的平均值，即

珚Ｕ＝１Ｖ∫ΩＵ·ｄＶ （３）

Ｇ为高斯点个数，ωｇ为积分权值，Ｆｇ为积分
点处的数值通量。对于 Ｇｏｄｕｎｏｖ类方法，Ｆｇ又有
如下求解方法：

Ｆｇ＝ＨＵ
－
ｇ，Ｕ

＋( )ｇ （４）
Ｕ－ｇ 和Ｕ

＋
ｇ 分别为高斯积分点处插值得到的

左值和右值，Ｈ为黎曼求解器。

２　用于有限体积法的ＣＷＥＮＯ６格式

２．１　ＪｉａｎｇＳｈｕ的ＷＥＮＯ５格式

记ｕ为向量Ｕ的任意分量，珔ｕ为向量 珚Ｕ的任
意分量。ｕ－ｉ＋１２和 ｕ＋ｉ＋１２表示变量 ｕ在边界面

ｉ＋１２，( )ｊ处的面积平均值。则 Ｊｉａｎｇ和 Ｓｈｕ的
ＷＥＮＯ方法［１］可以由以下公式表示：

珘ｕｉ±１２，ｊ＝∑
ｋ－１

ｒ＝０
ωｒＰｒ 珔ｕｉ－ｒ，ｊ，…，珔ｕｉ－ｒ＋ｋ－１，( )

ｊ （５）

其中ωｒ为每个插值模板对应的非线性权值，
Ｐｒ为每个插值模板唯一对应的插值函数。

非线性权值ωｒ可以通过以下方式求得：

ωｒ＝
αｒ

∑
ｋ－１

ｓ＝０
αｓ

（６）

其中：

αｒ＝
Ｃｒ
ε＋β( )ｒ

（７）

Ｃｒ为给定模板点的理想权值，ε为防止分母为０
的小量，βｒ为给定模板的光滑指示因子。

Ｈｅｎｒｉｃｋ等人研究发现自由参数ε对最终得到
的插值模板影响较大［８］。为了消除 ε的影响，
Ｈｅｎｒｉｃｋ建议对计算得到的理想权值进行如下修正：

ωｒ，Ｍ ＝
αｒ，Ｍ

∑
ｋ－１

ｓ＝０
αｓ，Ｍ

（８）

其中：

αｒ，Ｍ＝
ωｒ Ｃｒ＋Ｃ

２
ｒ－３Ｃｒωｒ＋ω

２( )ｒ
ωｒ１－２Ｃ( )ｒ ＋Ｃ

２
ｒ

（９）

本文所使用的权值计算方法如无特殊说明，

均为修正后的权值计算方法。

２．２　ＣＷＥＮＯ６格式的构造

５阶ＷＥＮＯ格式公式如下：
ｕ－ｉ＋１２，ｊ＝ω０Ｐ０＋ω１Ｐ１＋ω２Ｐ２ （１０）

其中Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２分别为

Ｐ０＝
１
３珔ｕｉ，ｊ＋

５
６珔ｕｉ＋１，ｊ－

１
６珔ｕｉ＋２，ｊ　 （１１）

Ｐ１＝－
１
６珔ｕｉ－１，ｊ＋

５
６珔ｕｉ，ｊ＋

１
３珔ｕｉ＋１，ｊ （１２）

Ｐ２＝
１
３珔ｕｉ－２，ｊ－

７
６珔ｕｉ－１，ｊ＋

１１
６
珚Ｕｉ，ｊ （１３）

考虑到

ω０＋ω１＋ω２＝１ （１４）

·７·
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可得：

　ｕ－ｉ＋１２，ｊ＝ω０Ｐ０＋（１－ω０－ω１）Ｐ１＋ω２Ｐ２ （１５）
化简可得：

ｕ－ｉ＋１２，ｊ＝ｕ
ＣＥ６
ｉ＋１２，ｊ

＋ｕｄｉ＋１２，ｊ （１６）
其中：

ｕＣＥ６ｉ＋１２，ｊ＝
１
２（珔ｕｉ，ｊ＋珔ｕｉ＋１，ｊ）

　＋１６０（珔ｕｉ－２，ｊ－８珔ｕｉ－１，ｊ＋７珔ｕｉ，ｊ

　＋７珔ｕｉ＋１，ｊ－８珔ｕｉ＋２，ｊ＋珔ｕｉ＋３，ｊ） （１７）

ｕｄｉ＋１２，ｊ＝（
ω２
３－

１
６０）ｕｉ－

１
２，ｊ
＋（
ω０
６－

５
６０）ｕｉ＋

１
２，ｊ

　＋１６０ｕｉ＋
３
２，ｊ

（１８）

　ｕｉ＋１２，ｊ＝珔ｕｉ－１，ｊ－３珔ｕｉ，ｊ＋３珔ｕｉ＋１，ｊ－珔ｕｉ＋２，ｊ （１９）

不难发现 ｕＣＥ６ｉ＋１２，ｊ为 ６阶中心重构公式，

ｕｉ＋
１
２，ｊ为３阶导数公式。由于中心格式没有

任何数值粘性，因此 ＷＥＮＯ５格式的全部数值粘
性完全由３阶导数项的非线性组合提供。在完全
光滑的区域，如果能够消除３阶导数项的影响，那
么ＷＥＮＯ５格式便可以转化成６阶中心格式。这
里３阶导数项的线性组合实际上担当着 “人工粘
性”的作用。

基于上述讨论，引入一个开关函数σ，通过 σ
的取值来控制 ＷＥＮＯ５格式的数值粘性，从而得
到一种可以根据流场光滑程度，自发调整数值耗

散大小的混合格式，因其最高精度可以达到６阶，
故称该中心 ＷＥＮＯ混合格式为 ＣＷＥＮＯ６。
ＣＷＥＮＯ６格式的公式如下：

ｕ－ｉ＋１２，ｊ＝ｕ
ＣＥ６
ｉ＋１２，ｊ

＋σｉ＋１２，ｊｕ
ｄ
ｉ＋１２，ｊ

（２０）

２．３　开关函数

开关函数σ要求能够反映流场的光滑程度，
在完全光滑的区域σ＝０，在存在间断的区域 σ＞
０，在流场间断程度最剧烈的区域σ＝１。

Ｊｏｈｎｓｅｎ等人认为，混合格式性能表现与开关
函数的选取有着密切的关系［９］。

考虑到ＷＥＮＯ５格式可以显示的表示成中心
格式与数值粘性项之和的形式。本文采用

Ｊａｍｅｓｏｎ和Ｔｕｒｋｅｌ等人提出的压力感受因子［１０］作

为混合格式的开关函数，其表达式如下：

σｉ＋１２ ＝ｍａｘ（ψｉ，ψｉ＋１），

ψｉ＝
ｐｉ＋１－２ｐｉ＋ｐｉ－１
ｐｉ＋１＋２ｐｉ＋ｐｉ－１ ＋ε３

． （２１）

ｐｉ为网格ｉ处的压力。ε３为防止分母为０的
小量，本文取ε３＝１ｅ－６。

２．４　反卷积方法

反卷积是指由面心处平均值得到边界面上积

分点处值的过程，是求解积分型方程不可或缺的

一部分。

图１为ＣＷＥＮＯ６格式反卷积过程的网格示
意图。对于２维问题每个界面至少需要２个积分
点，对于３维问题每个界面上至少需要４个积分
点。为了描述方便这里只讨论２维问题，３维问
题的实现方法与之类似。

图１　ＣＷＥＮＯ６反卷积过程网格示意图
Ｆｉｇ．１　Ｇｒｉｄｓｋｅｔｃｈｏｆｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｉｎ

ＣＷＥＮＯ６ｓｃｈｅｍｅｓ

常用的反卷积方法可以使用与面平均值重构

相同的方法得到，具体的过程可以参考 Ｖ．Ａ．
Ｔｉｔａｒｅｖ的文章［１１］。此类方法从原理上保证的反

卷积的精度与面平均值重构的精度一致，但这类

方法求每个界面通量时需要多次计算光滑因子以

及与之对应的非线性权值，求解多维问题特别是

３维问题时，整个重构过程的计算量将十分巨大。
为了有效提高高精度格式在有限体积法的计算效

率，使之得到更广泛的应用，需要尽可能减少反卷

积过程的计算量。本文考虑到图１所示网格中高
斯积分的精度至多达到 ３阶，因此使用了 ３阶
ＭＵＳＣＬ方法代替传统的５阶 ＷＥＮＯ方法进行反
卷积计算。其表达式如下：

ｕ－ｉ＋１２，ｊ＋１
槡２３
＝珘ｕ－ｉ＋１２，ｊ＋

１

槡２３
＋ （２２）

ｕ－ｉ＋１２，ｊ－１
槡２３
＝珘ｕ－ｉ＋１２，ｊ－

１

槡２３
－ （２３）

其中：

＋＝１３Ｓ（ｒ）Δｕｊ＋
１
３Ｓ（

１
ｒ）Δｕｊ＋１ （２４）

－＝１３Ｓ（
１
ｒ）Δｕｊ＋１＋

１
３Ｓ（ｒ）Δｕｊ （２５）

·８·
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Δｕｊ＝ｕｉ＋１２，ｊ－ｕｉ＋１２，ｊ－１ （２６）

ｒ＝
Δｕｊ＋１
Δｕｊ

（２７）

其中 Ｓ（ｒ）为梯度限制器。本文选取 Ｖａｎ
Ｌｅｅｒ梯度限制器，即：

( )Ｓｒ＝ｒ＋ ｒ１＋ｒ （２８）

由于不需要重复计算光滑模板以及非线性权

值，并且减少了反卷积计算时的模板点，因此采用

此种反卷积方法计算多维问题时的计算开销较传

统方法有了显著的下降。下文的数值实验证明，

此类反卷积方法与传统方法所得到的数值结果差

别不大。

３　ＣＷＥＮＯ６格式精度的分析与验证

３．１　ＣＷＥＮＯ６格式精度的分析

这里我们采用文献［１２］中的方法来分析格
式的精度，计算网格如图 １所示，我们假定控制
体内函数满足以下分布：

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｅＩ（ｘ＋ｙ） （２９）
其中Ｉ２＝－１，设控制体为四边形，其边长分

别为Δｘ和Δｙ。设控制体（ｉ，ｊ）网格中心位置为
（ａ，ｂ），则控制体（ｉ，ｊ）的单元平均值为

珔ｕｉ＋１，ｊ＝
１
ΔｘΔｙ∫

ａ＋Δｘ／２

ａ－Δｘ／２
∫
ｂ＋Δｙ／２

ｂ－Δｙ／２
ｆ（ｘ，ｙ）·ｄｘ·ｄｙ

（３０）
通过公式（３０）可以方便地计算出每个点的

格心平均值，如：

珔ｕｉ＋１，ｊ＝
１
ΔｘΔｙ∫

ａ＋３Δｘ／２

ａ＋Δｘ／２
∫
ｂ＋Δｙ／２

ｂ－Δｙ／２
ｆ（ｘ，ｙ）·ｄｘ·ｄｙ

（３１）
对于边界面ｉ＋１／２的积分的精确值，可由以下公
式确定：

∫ｕｉ＋１２，ｊ＝∫
ｂ＋Δｙ／２

ｂ－Δｙ／２
ｆ（ａ＋Δｘ２，ｙ）·ｄｙ（３２）

根据公式（３０）和公式（１７）可以得到由单元
平均值获得的界面ｉ＋１／２处的界面平均值：

珔ｕｉ＋１２，ｊ＝
１
６０·ｆ１（ｘ，ｙ）＋

３
２０·ｆ２（ｘ，ｙ）＋

３
４·ｆ３（ｘ，ｙ）

（３３）

其中ｆ１（ｘ，ｙ），ｆ２（ｘ，ｙ），ｆ３（ｘ，ｙ）为指数函数
组成的多项式。处于篇幅限制，这里不再详细

展开。

根据公式（２２）和公式（２３）可以得到 ｉ＋１／２

界面上积分点（ｉ＋１２，ｊ＋
槡３
６）以及积分点（ｉ＋

１
２，

ｊ－槡３６）的函数值ｕｉ＋
１
２，ｊ＋

槡３
６
，ｕｉ＋１２，ｊ－槡３６。

再由两点高斯积分公式，可以得到界面ｉ＋１／
２上的积分的数值解：

　∫珔ｕｉ＋１２，ｊ＝（１６０·ｆ１（ｘ，ｙ）＋３２０·ｆ２（ｘ，ｙ）
＋３４·ｆ３（ｘ，ｙ））·Δｙ （３４）

将公式（３４）与公式（３２）相除，并进行化简运
算，最后按照 Δｘ进行泰勒展开，最终可 得
ＣＷＥＮＯ６格式的误差传递函数

１＋Ο（Δｘ６，Δｙ） （３５）
值得注意的是，如果使用同样的分析方法，可

以得到ＷＥＮＯ５格式的误差传递函数为
１＋Ο（Δｘ５，Δｙ） （３６）

由此可见，ＣＷＥＮＯ６格式的精度要高于传统
的ＷＥＮＯ５格式。

３．２　ＣＷＥＮＯ６格式精度验证

为了验证本文混合格式的精度，在２维情况
下对程序进行了收敛精度的测试。测试算例为标

量输运问题。其方程如下：

ｘ，ｙ，( )ｔ＝１４ｅｘｐαｘ－( )ｕｔ２＋β（ｙ－ｕｔ）( )２

ｕ＝２，α＝１５４，β
{ ＝１５４

（３７）
图２为计算示意图。为了节省计算网格，计

算采用了周期边界条件，整个计算域的范围［－
１，１］×［－１，１］，计算时间ｔ＝５．０。

图２　标量输运问题计算示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｓｃａｌａｒｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ

为了表述方便，将使用５阶 ＷＥＮＯ反卷积计
算的 ＷＥＮＯ５格式记为 Ｗ５－Ｗ５；将使用 ３阶
ＭＵＳＣＬ反卷积计算的 ＷＥＮＯ５格式记为 Ｗ５－
Ｍ３；将使用３阶 ＭＵＳＣＬ反卷积计算的 ＣＷＥＮＯ６
格式记为ＣＷ６－Ｍ３。

·９·
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表１－表３分别为不同格式在不同网格数目
下测得的误差Ｌ１的值，以及通过Ｌ１误差测得的计
算精度。由表 １、表 ２可以看出随着网格量的增
加，两种格式的计算精度都逐渐提高，并且相同网

格下两种方法的计算精度都比较接近。由此可见，

采用本文所提出的３阶ＭＵＳＣＬ反卷积方法对计算
精度并未带来较为显著的影响。本文所采用的３
阶ＭＵＳＣＬ反卷积方法在保证计算精度的前提下，
可以有效降低高精度有限体积法的计算开销。

从表 ３可以看出，ＣＷ６－Ｍ３格式 Ｌ１误差的
大小均小于同样网格数目下其他两种格式的 Ｌ１
误差，其计算精度也要高于其他两种格式，这反映

了相同波数下 ＣＷＥＮＯ６格式的数值耗散小于
ＷＥＮＯ５格式。值得注意的是，当网格较密时（本
文中 Ｎ＞４００），ＣＷＥＮＯ６格式的计算精度超过
ＷＥＮＯ５格式所能达到的最高精度。

表１　Ｗ５－Ｗ５格式Ｌ１误差表
Ｔａｂ．１　Ｗ５－Ｗ５ＳｃｈｅｍｅｓＬ１ｅｒｒｏｒｓ

Ｎ Ｌ１ｅｒｒｏｒ Ｌ１ｏｒｄｅｒ

５０ ８．２０７ｅ－４

１００ ２．２３０ｅ－４ １．８８０
２００ ３．７２９ｅ－５ ２．５８０
３００ ７．１２１ｅ－６ ４．０８３
４００ １．８５１ｅ－６ ４．６８２

表２　Ｗ５－Ｍ３格式Ｌ１误差表
Ｔａｂ．２　Ｗ５－Ｍ３ＳｃｈｅｍｅｓＬ１ｅｒｒｏｒｓ

Ｎ Ｌ１ｅｒｒｏｒ Ｌ１ｏｒｄｅｒ

５０ ８．２０７ｅ－４

１００ ２．２８９ｅ－４ １．８８１
２００ ３．７２８ｅ－５ ２．５８０
３００ ７．１２０ｅ－６ ４．０８３
４００ １．９１１ｅ－６ ４．５７１

表３　ＣＷ６－Ｍ３格式Ｌ１误差表
Ｔａｂ．３　ＣＷ６－Ｍ３ＳｃｈｅｍｅｓＬ１ｅｒｒｏｒｓ

Ｎ Ｌ１ｅｒｒｏｒ Ｌ１ｏｒｄｅｒ

５０ ７．４８６ｅ－４

１００ １．８６０ｅ－４ ２．０１０
２００ ２．４７６ｅ－５ ２．９０９
３００ ４．５２７ｅ－６ ４．１９３
４００ ９．８２３ｅ－７ ５．５３５

４　数值结果

４．１　一维Ｓｏｄ激波管问题

Ｓｏｄ模型问题是一维激波管问题，该问题常
被用于考察数值方法对激波的捕获能力。计算区

间为［－１，１］，其初场如下所示：

（ρ，ｕ，ｐ）＝
（１，０，１）　　　　 ｘ( )＜０
（０．１２５，０，０．１） ｘ≥( ){ ０

（３８）

计算时间ｔ＝０．４，通量计算使用ＨＬＬＣ方法，
计算点数Ｎ。为了分析两种格式在不同网格尺度
下的性能表现，本文选取了 Ｎ＝５０，Ｎ＝２００两套
网格进行计算，其计算结果如图 ３和图 ４所示。

图３　Ｓｏｄ激波管问题计算结果，Ｎ＝５０
Ｆｉｇ．３　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｏｆＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍ，Ｎ＝５０

图４　Ｓｏｄ激波管问题计算结果，Ｎ＝２００
Ｆｉｇ．４　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｏｆＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍ，Ｎ＝２００

从图３和图４可以看出，随着网格量的增加，
两种格式均越发接近理论解。无论何种网格下，

两种格式在膨胀波处（位置 Ａ）、接触间断处（位
置Ｂ）以及激波处（位置 Ｃ）的计算结果均没有太
大的差异。相同网格量下，两种格式均体现了较

好的激波分辨率和间断分辨率，这说明当流动较

为简单时，两种格式的得到的计算结果相差不大。

值得注意的是 Ｎ＝５０时，在完全光滑的区
域，ＣＷＥＮＯ６格式出现了少许的数值波动，而
ＷＥＮＯ５格式并未出现这种现象，笔者认为这是
由于网格量较少时，中心格式的模板较长，开关函

数反应流场间断能力的不足，从而引入了非物理

的数值震荡。在Ｎ＝２００，ＣＷＥＮＯ６格式没有出现

·０１·
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非物理震荡，这是由于网格量增加，中心格式的数

值色散效应减弱造成的。同时，这一现象也说明

在波数较高的情形下，ＣＷＥＮＯ６格式的鲁棒性要
弱于ＷＥＮＯ５格式。

４．２　一维激波密度波干扰问题

与Ｓｏｄ激波管问题不同，一维激波密度波干
扰问题不仅包含了数值间断还包含了复杂的小尺

度波动，一般用于考察计算格式对于一维问题的

间断分别率以及小尺度结构分辨率。其初场

如下：

（ρ，ｕ，ｐ）＝

２７
７，
槡４ ３５
９ ，
３１( )３ 　　 ｘ( )＜－４

１＋１５ｓｉｎ５ｘ，０，( )１ ｘ≥( ){ －４

（３９）
整个计算域为［－５，５］，计算时间 ｔ＝１．８，通

量计算使用ＨＬＬＣ方法，计算点数为Ｎ。
图５为ＷＥＮＯ５格式以及ＣＷＥＮＯ６格式在Ｎ

＝２０１时的密度结果。图 ６为上述结果在位置 Ｂ
处的局部放大图。图 ７为上述两种格式在 Ｎ＝
４０１时位置Ｂ处的局部放大图。由于该问题不存
在解析解，取Ｎ＝１８０１时，ＷＥＮＯ５格式的结果作
为精确解。

图５　激波密度波干扰问题计算结果，Ｎ＝２０１
Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｓｈｏｃｋｅｎｔｒｏｐｙｗａｖｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ，Ｎ＝２０１

从图５中可以看出，在存在正激波的Ａ点处，
ＣＷＥＮＯ６和ＷＥＮＯ５的结果相差不大，这说明在
此问题中 ＣＷＥＮＯ６和 ＷＥＮＯ５格式的激波分辨
率大体相当，这一点与Ｓｏｄ问题得到的结论一致。
两种格式的主要差别体现在包含复杂密度波动的

Ｂ处。区域 Ｂ是一个存在小尺度接触间断的区
域。从图 ６可以看出，由于数值耗散小，ＣＷＥＮＯ６
格式对波峰和波谷的分辨更为清晰。由于该处速

度分量仍然较为光滑，因此可以推断：在网格量较

图６　激波密度波干扰问题Ｂ处计算结果，Ｎ＝２０１
Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｓｈｏｃｋｅｎｔｒｏｐｙｗａｖｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｉｎｚｏｎｅＢ，Ｎ＝２０１

图７　激波密度波干扰问题Ｂ处计算结果，Ｎ＝４０１
Ｆｉｇ．７　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｓｈｏｃｋｅｎｔｒｏｐｙｗａｖｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｉｎｚｏｎｅＢ，Ｎ＝４０１

少的情况下对于小尺度接触间断的分辨能力，

ＣＷＥＮＯ６要高于ＷＥＮＯ５格式。
从图 ７可以看出，在 Ｎ＝４０１时两种格式的

结果相当一致，并且均与精确解十分接近。但在

第一个波谷处，ＷＥＮＯ５格式的结果仍然与精确
解存在一定差异。这说明，随着网格数目的增加，

两种格式的差别逐渐减少，ＣＷＥＮＯ６格式仍然体
现出更强接触间断分辨率。

４．３　前台阶问题

前台阶问题是用于考察多维情况下空间格式

激波捕获能力以及空间格式稳定性的经典问题。

经过一段时间的发展，整个流场包含弓形激波、正

激波、反射斜激波等多种流动结构。本文采用的

计算域为［０，３］×［０，１］的矩形空间，在 ｘ＝０．６
处，存在一个高０．２的台阶。来流马赫数 Ｍａ＝

·１１·
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３０，计算时间ｔ＝４．０，通量计算方式为 ＨＬＬＣ方
法。网格密度ｈ＝０．０１。

图８和图９分别为 Ｗ５－Ｗ５格式以及 ＣＷ６
－Ｍ３格式计算结果的密度等值线图。

图８　前台阶问题Ｗ５－Ｗ５格式密度等值线图
Ｆｉｇ．８　Ｆｏｒｗａｒｄｆａｃｉｎｇｓｔｅｐｓ，Ｗ５－Ｗ５

ｓｃｈｅｍｅｓｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒ

图９　前台阶问题ＣＷ６－Ｍ３格式密度等值线图
Ｆｉｇ．９　Ｆｏｒｗａｒｄｆａｃｉｎｇｓｔｅｐｓ，ＣＷ６－Ｍ３

ｓｃｈｅｍｅｓｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒ

不难发现，对于正激波以及弓形激波，两种格

式所得到的差别不大，每种格式都体现了较高的

激波分辨率。两种格式的主要差别体现在上壁反

射激波入射到下壁面形成的流场结构上。

ＷＥＮＯ５格式得到的滑移线与ＣＷＥＮＯ６格式得到
的滑移线存在较为明显的差异，这一差异直接造

成下壁面反射激波的形态也存在明显差异。

ＣＷＥＮＯ６格式存在两道较为明显的反射激波，而
ＷＥＮＯ５格式第二道反射激波并不十分明显。通
过以上分析我们不难发现，两种格式在激波分辨

能力上差别并不十分显著，但是对于滑移线的分

辨能力，ＣＷＥＮＯ６格式要优于ＷＥＮＯ５格式。

４．４　双马赫反射问题

本文所采用的双马赫反射算例由Ｗｏｏｄｗａｒｄ［１３］

等人提出，其计算域为［０，４］×［０，１］的矩形计算
空间，ｔ＝０时刻在ｘ＝０．１６６的位置存在一道与 ｘ

轴呈６０°夹角的右行正激波，波前马赫数 Ｍａ＝
１０。计算时间ｔ＝０．２，通量计算方式为 ＨＬＬＣ方
法，网格量为１９２０×４８０。

双马赫反射问题一个最显著的特点是在发展

一段时间后，整个流场中不仅包含各种流动结构

还包含了不同尺度的流动结构，是考察格式收敛

性以及对多尺度复杂流动模拟能力的一个重要考

核算例。

图１０和图１１为Ｗ５－Ｍ３格式，和ＣＷ６－Ｍ３
格式计算结果在区域［２，３］×［０，１］的密度等值
线图。

图１０　双马赫反射，Ｗ５－Ｍ３格式密度等值线图
Ｆｉｇ．１０　ＤｕａｌＭａｃｈｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ，Ｗ５－Ｍ３ｓｃｈｅｍｅｓ

ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒ

图１１　双马赫反射，ＣＷ６－Ｍ３格式密度等值线图
Ｆｉｇ．１１　ＤｕａｌＭａｃｈｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ，ＣＷ６－Ｍ３ｓｃｈｅｍｅｓ

ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒ

分析结果，可以发现两种格式均较好的捕捉到

间断和滑移线所在的位置。整个流场激波以及滑

移线的位置与文献中所列结果相一致［１１，１４］，这说

明两种格式对大尺度流动结构的分辨率相差不大。

对于滑移线具体的形态，两种格式的差别较
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为明显。Ｗ５－Ｍ３格式，滑移线较为光滑。ＣＷ６
－Ｍ３格式计算得到的滑移线波动更为明显。
这一现象再次说明，ＣＷＥＮＯ６格式的激波分

辨率和ＷＥＮＯ５格式相差不大，两种格式均能较
好的捕捉尺度相对较大的流动结构（如滑移线的

大致位置）。在小尺度流动结构的捕获能力上

（如滑移线的具体形态），数值耗散较小的

ＣＷＥＮＯ６格式在网格量相同时表现更佳。

５　结论

本文通过理论推导，得到了一种６阶中心格
式与５阶ＷＥＮＯ格式相结合的混合格式，通过引
入类 ＭＵＳＣＬ的反卷积方法，将高精度格式应用
到有限体积法中，提高了高精度有限体积法的计

算效率。通过验证算例，得到以下主要结论：

１）对于较为简单的流动现象，ＣＷＥＮＯ６格式
与ＷＥＮＯ５格式无论在激波分辨率还是接触间断
分辨率上差别均不大。ＣＷＥＮＯ６格式和ＷＥＮＯ５
格式对于大尺度流动结构分辨能力基本一致。对

于简单流动以及只关心大尺度结构流场的数值模

拟，使用ＷＥＮＯ５方法可以得到较好的结果，其格
式的自身的数值粘性对流场的抹平作用影响并不

十分明显。

２）对于较为复杂的流动现象，特别是多尺度
流动。ＷＥＮＯ５格式的数值粘性会对流场中小尺
度结构带来较为严重的抹平作用。ＣＷＥＮＯ６格
式通过开关函数控制了格式在光滑区域的数值粘

性，格式数值粘性对流场的抹平作用没有ＷＥＮＯ５
严重。在相同网格量的条件下 ＣＷＥＮＯ６格式对
小尺度流动结构的分辨能力更高，特别是对滑移

线的分辨能力ＣＷＥＮＯ６格式要明显优于ＷＥＮＯ５
格式。对于湍流直接模拟这样多尺度复杂流动的

模拟，流场中的小尺度脉动不可忽略，采用数值粘

性较小的 ＣＷＥＮＯ６格式比 ＷＥＮＯ５格式更能准
确反映流场的流动特征。

３）ＣＷＥＮＯ６格式的鲁棒性要弱于ＷＥＮＯ５格
式。由于开关函数不能完全精确控制数值粘性的

大小，在间断附近的光滑区域ＣＷＥＮＯ６格式可能
会出现一定的非物理震荡。对于 ＣＷＥＮＯ６格式，
开关函数的选择十分关键，本文选取的开关函数，

还需要更进一步发展。
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