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探月飞船初次再入段纵程的解析预测方法
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摘　要：探月飞船升阻比较低，为实现长纵程飞行，必须采用跳跃式再入方式。在跳跃式再入轨迹在线
规划或预测制导中，如何快速准确地预测初次再入段纵程是一个非常关键的问题。针对这一问题，研究提出

一种解析预测方法：利用匹配渐进展开方法得到再入纵向运动方程的闭型近似解；将初次再入段轨迹分为三

段，第一段采用高度作为积分自变量，并利用复合梯形公式得到纵程，第二段和第三段分别采用二次多项式

来拟合阻力加速度－能量剖面，根据近似解结果反解出多项式系数，并将得到的阻力加速度倒数 －能量函数
进行积分，得到第二段和第三段的纵程；对解析预测方法的精度和计算效率进行分析，结果表明该方法计算

精度较高，速度快，可用于跳跃式再入轨迹的在线规划和制导。
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　　探月飞船返回地球时，将以第二宇宙速度再
入地球大气层。由于其升阻比较低，为覆盖长的

纵程，唯一可行的方法是采用跳跃式再入飞

行［１］。因此，近年来出现了大量关于跳跃式再入

的研究，主要集中在轨迹的快速规划与制导律

设计［１，２－８］。

再入轨迹规划与制导律设计时，一般将纵横

向解耦，横向运动控制通过滚转角符号反转来实

现，而轨迹规划算法或制导律用来控制纵向运动。

在跳跃式再入制导中，一般将整个再入轨迹分为

初始滚转段、下降控制段、上升控制段、开普勒段

以及二次再入段（又称末次再入段），如图 １所
示。其中，初始滚转段、下降控制段和上升控制段

共同称作初次再入段。只要知道跳出点（即上升

控制段终点）信息，开普勒段和二次再入段的纵

程都可以通过解析公式计算得到［９］，因此在轨迹

规划或者预测制导中，关键就在于对初次再入段

纵程的预测。

阿波罗再入制导中采用解析公式来预测纵

程，但做了很多近似和假设，当再入总纵程大于

４６００ｋｍ时，精度较差［１０］；Ｂｒｕｎｎｅｒ在整个再入过
程中采用线性加常值的滚转角策略进行轨迹规
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划，并利用数值积分的方法得到初次再入段纵

程［２］；Ｂａｉｒｓｔｏｗ采用常值纵向升阻比策略进行轨
迹规划，也通过数值积分的方法得到初次再入段

纵程［６］；Ｋｌｕｅｖｅｒ通过解析方式得到跳出点信息，
并根据纵程与速度的积分关系，采用简单的梯形

积分得到初次再入段纵程［９］。事实上，Ｋｌｕｅｖｅｒ所
采用的方法实质就是通过阻力加速度 －速度（Ｄ
－Ｖ）剖面来得到纵程，这个方法由阿波罗制
导［１０］奠定基础，并在航天飞机制导［１１］以及后续

的再入制导律设计［１２－１３］中得到广泛应用。

图１　跳跃式再入轨迹分段示意图
Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｓｏｆｓｋｉｐｅｎｔｒｙｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

　　数值预测方法计算量大，不适用于在线任务；
而Ｋｌｕｅｖｅｒ提出的方法精度较差，积分项在整个
初次再入段变化非常剧烈。因此，本文提出一种

精度较高的解析预测方法。基于匹配渐进展开方

法得到跳跃式再入运动方程的闭型近似解［１４－１６］。

然后，将初次再入段轨迹分为三段，第一段中纵程

对高度的导数随高度的变化规律近似为线性变

化，因此可采用简单的 Ｓｉｍｐｓｏｎ积分或 Ｇａｕｓｓ积
分得到纵程。在第二段和第三段中，阻力加速度

－能量曲线近似为二次曲线，因此，可利用匹配渐
进展开近似解求出多项式系数，进一步得到纵程

的解析表达式。仿真结果表明，该方法计算量小，

精度较高，可用于在线轨迹规划与制导。

１　再入动力学模型

考虑地球为均质旋转圆球的三自由度再入运

动方程

ｒ＝Ｖｓｉｎγ （１）

θ
·＝Ｖｃｏｓγｓｉｎψｒｃｏｓ

（２）


·

＝Ｖｃｏｓγｃｏｓψｒ （３）

Ｖ
·

＝－Ｄ－ｇｓｉｎγ＋ω２ｒｃｏｓｓｉｎγｃｏｓ
－ω２ｒｃｏｓｃｏｓγｓｉｎｃｏｓψ

（４）

　
Ｖγ＝Ｌｃｏｓσ＋ Ｖ

２

ｒ－( )ｇｃｏｓγ＋２ωＶｃｏｓｓｉｎψ
＋ω２ｒｃｏｓｃｏｓγｃｏｓ＋ω２ｒｃｏｓｓｉｎγｓｉｎｃｏｓψ

（５）

Ｖψ＝Ｌｓｉｎσｃｏｓγ
＋Ｖ

２

ｒｃｏｓγｓｉｎψｔａｎ

－２ωＶｃｏｓｔａｎγｃｏｓψ－ｓｉｎ( )

＋ω
２ｒ
ｃｏｓγ
ｓｉｎｃｏｓｓｉｎψ

（６）

其中，ｒ为地心距，θ为经度，为纬度，Ｖ为飞行
器速度，γ为飞行路径角，ψ为速度方位角（正北
方向为零，顺时针旋转为正），σ为滚转角（控制
变量），ω为地球自转角速度，ｇ为重力加速度，Ｌ
和Ｄ分别为升力加速度和阻力加速度，定义为

Ｌ＝ρＶ２ＳＣＬ／（２ｍ） （７）
Ｄ＝ρＶ２ＳＣＤ／（２ｍ） （８）

其中，ＣＬ为升力系数，ＣＤ为阻力系数，ｍ为飞行
器质量，Ｓ为飞行器参考迎风面积，ρ为大气密度：

ρ＝ρｒｅｆｅｘｐ －
Ｈ
Ｈ( )
ｓ

（９）

其中，Ｈ＝ｒ－ｒｒｅｆ为飞行高度，ｒｒｅｆ为参考地心距，ρｒｅｆ
为参考地心距处大气密度，Ｈｓ为密度标高。

２　基于匹配渐进展开的近似解

忽略地球自转，并做下列无量纲化处理：

ｈ＝
ｒ－ｒｒｅｆ
ｒｒｅｆ
，ｖ＝ Ｖ

μ／ｒ槡 ｒｅｆ

（１０）

并令

ｂ＝
ＨｓＣＤρｒｅｆ
ｍ／Ｓ，ε＝

Ｈｓ
ｒｒｅｆ
，λ＝

ＣＬ
ＣＤ
ｃｏｓσ （１１）

利用匹配渐进展开方法，将纵向运动方程在

·６６·
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大气外层区域与内层区域分别展开，得到统一形

式的初次再入段纵向运动闭型近似解为［１６］

ｖ２＝－２ｈ１＋ｈ＋ｖ
２
ｅｘｐ

－２珘γ－珘γ( )[ ]λ
（１２）

ｃｏｓγ＝ｃ１ｖｃｏｓγ ＋
λｂ
２ｅｘｐ －

ｈ( )ε （１３）

其中

ｃ１＝ ｖ
２
 １＋( )ｈ２－２ｈ１＋( )[ ]ｈ －０．５ （１４）

计算常数ｖ，ｃｏｓγ，由再入初始条件得到：

ｖ２ ＝ｖ
２
ｅｉ＋
２ｈｅｉ
１＋ｈｅｉ

（１５）

ｃｏｓγ ＝
１＋ｈ( )ｅｉｖｅｉｃｏｓγｅｉ

ｖ
（１６）

其中，ｖｅｉ，ｈｅｉ，γｅｉ为飞船再入初始时刻的无量纲速
度、高度以及飞行路径角。

辅助的飞行路径角变量珘γ，珘γ通过下式求得：

ｃｏｓ珘γ＝ｃｏｓ珘γ ＋
λｂ
２ｅｘｐ －

ｈ( )ε （１７）

ｃｏｓ珘γ ＝１－
λｂ
２ｅｘｐ －

ｈｍｉｎ( )ε （１８）

在初次再入段的最低点，有ｈ＝ｈｍｉｎ，γ＝０，因
此有

１＝ｃ２ｖｃｏｓγ ＋
λｂ
２ｅｘｐ －

ｈｍｉｎ( )ε （１９）

其中

ｃ２＝ ｖ
２
 １＋ｈ( )ｍｉｎ

２－２ｈｍｉｎ ２＋ｈ( )[ ]ｍｉｎ
－０．５

（２０）
采用牛顿迭代法求解上式得到 ｈｍｉｎ，两到三

步就可以收敛，其中式（１９）对 ｈ的导数可以解析
得到。

经过最低点之后，轨迹开始上升，有

珘γ′ ＝－珘γ （２１）
最低点两边的解在最低点处必须匹配，得到

ｖ′( )
２＝ｖ２ｅｘｐ４珘γ／( )λ （２２）

ｃｏｓγ′ ＝ １－
λｂ
２ｅｘｐ －

ｈｍｉｎ( )[ ]ε
×

１＋ｈ( )ｍｉｎ
２－
２ｈｍｉｎ １＋ｈ( )ｍｉｎ

ｖ′( )
[ ]２

０．５ （２３）

轨迹进入上升段后，一旦阻力加速度小于

０２ｇ０，即认为飞船跳出了大气层进入开普勒
段［１０］。在跳出点，有

１
２ρ ｖｅｘｉｔ μ／ｒ槡( )ｒｅｆ

２ＣＤＳ
ｍ ＝０．２ｇ０ （２４）

联立式（１２）、式（１３）、式（２４）可求得跳出点
状态ｈｅｘｉｔ，ｖｅｘｉｔ及γｅｘｉｔ。

３　初次再入段航程预测方法

纵程Ｒ由式（２５）定义

Ｒ
·

＝Ｖｃｏｓγｒ ＲＥ （２５）

其中，ＲＥ为地球平均半径。
经典的再入制导律通常跟踪阻力加速度－速

度剖面来跟踪纵程，纵程由式（２６）计算得到

Ｒ＝∫
Ｖｆ

Ｖｉ
－ Ｖ
Ｄ( )Ｖ

ｄＶ （２６）

式（２６）基于两个假设：ｃｏｓγ≈１以及 Ｄ
ｇｓｉｎγ。在初次再入段，飞行路径角从负变化到
正，其绝对值始终保持在一个很小的范围内，因此

第一个假设成立。但是在再入刚开始的一段时间

内，重力仍占主导地位，第二个假设不成立，采用

式（２６）计算航程将带来较大的误差。而采用阻
力加速度 －能量剖面来计算纵程可以避免这一
缺陷。

定义单位质量机械能为

Ｅ＝ｇＨ＋Ｖ
２

２ （２７）

ｇ在初次再入段变化很小，假设其为常值，有
ｄＥ
ｄＨ＝ｇ＋Ｖ

ｄＶ
ｄＨ （２８）

忽略地球自转，有：

ｄＶ
ｄＨ＝

Ｖ
·

Ｈ
· ＝

－Ｄ－ｇｓｉｎγ
Ｖｓｉｎγ

（２９）

代入式（２８），得到
ｄＥ
ｄＨ＝

－Ｄ
ｓｉｎγ

（３０）

由几何关系得到

ｄＨ
ｄＲ＝ｔａｎγ （３１）

综合式（３０）和式（３１）可以得到初次再入段
航程的解析表达式

Ｒ＝－∫
Ｅｆ

Ｅｉ

ｃｏｓγ
Ｄ ｄＥ≈－∫

Ｅｆ

Ｅｉ

１
ＤｄＥ （３２）

因此，得到了阻力加速度－能量曲线，就能求
出纵程。

然而，再入刚开始时，Ｄ较小，１／Ｄ较大，近似
解较小的偏差会带来１／Ｄ较大的偏差。因此，这
一段的纵程不能采用阻力加速度－能量剖面来求
解，应采用新的方法。

根据以上分析，将初次再入段纵程分为三段

分别求解：第一段从再入点到匹配渐进展开解的

大气内层区域边界（ｈ＝ε），第二段从 ｈ＝ε处到
阻力加速度峰值点处，第三段从阻力加速度峰值

点处到跳出点处。后两段采用阻力加速度－能量
剖面来预测纵程。

将纵程对高度求导，有

·７６·
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ｄＲ
ｄＨ＝

Ｒ
·

Ｈ
· ＝
ＲＥ
ｒｃｏｔγ＝ＣＨ （３３）

在第一段中，ＣＨ随Ｈ的变化规律接近于线性
变化，如图２所示。因此，可以采用 Ｓｉｍｐｓｏｎ积分
或复合梯形公式或 Ｇａｕｓｓ积分求得第一段的纵
程。选择高度作为自变量还有一个好处：当 ｈ已
知时，可以通过式（１３）快速求出对应的 γ值，进
一步求得ＣＨ，无须迭代计算。

当高度继续下降，接近初次再入段的最低点

时，飞行路径角会逐渐接近于０°，从而导致 ＣＨ值
急剧增大，ＣＨ－Ｈ曲线会出现振荡，因此，剩余的
纵程需采用阻力加速度－能量剖面来计算。

图２　ＣＨ随高度的变化规律（第１段）

Ｆｉｇ．２　ＣＨｖｅｒｓｕｓａｌｔｉｔｕｄｅｐｒｏｆｉｌｅ（Ｐｈａｓｅ１）

在第二段和第三段中，阻力加速度随能量的

变化规律近似为二次曲线［３，１０－１１］，因此，在后两

段中，设Ｄ＝ａ０＋ａ１Ｅ＋ａ２Ｅ
２，则有

∫１ＤｄＥ＝
ａｒｃｔａｎ

２ａ２Ｅ＋ａ１
４ａ０ａ２－ａ槡

( )２
１

４ａ０ａ２－ａ槡
２
１

（３４）

后两段的纵程 Ｒ可以通过式（３２）和式（３４）
解析求得。

第二段和第三段的分界点是初次再入段阻力

加速度峰值点，精确的峰值点状态需通过联立式

（３５）～（３７）迭代求解。

２ｖｄｖｄｈ－
ｒｒｅｆ
Ｈｖ

２＝０ （３５）

２ｖｄｖｄｈ＝－
２
１＋( )ｈ２－

２
λ
ｖ２ｅｘｐ

－２珘γ－珘γ( )[ ]λ
ｄ珘γ
ｄｈ
（３６）

ｄ珘γ
ｄｈ＝

λｂｅｘｐ －ｈ／( )ε
２εｓｉｎ珘γ

（３７）

为避免数值迭代，这里选择ｈ＝ｈｍｉｎ＋δｈ处的
状态来近似峰值点状态，带来的误差较小。其中

δｈ＞０为小量。

同样地，为避免迭代运算，采用高度来定义跳

出点。对于跳跃式再入，定义高度等于８５ｋｍ处
为跳出点［９］。

４　仿真算例

飞行器参数取 ＣＥＶ参数，质量９５００ｋｇ，大底
截面直径５．５ｍ，升力系数０．４４，阻力系数１．２５。
再入点高度 １２０ｋｍ，再入速度 １１ｋｍ／ｓ，再入角
－６°，滚转角６０°。
第一段采用复合梯形公式求积得到纵程，如

图３所示。

图３　复合梯形公式求积（第１段）
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌｒｕｌｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ（Ｐｈａｓｅ１）

匹配渐进展开近似解具有这样的特性：离初始

点越近，解的精度越高。从图３中可以看到，等分
点处ＣＨ的近似值和真实值几乎重合，只需较小的
等分个数即可达到较高的精度。若想进一步提高

精度，可以采用变步长的 Ｓｉｍｐｓｏｎ积分公式或者
Ｇａｕｓｓ积分公式。其中真实曲线通过数值积分得
到，近似曲线通过近似解解出的若干点拟合得到。

图４　阻力加速度－能量曲线拟合（第２段）
Ｆｉｇ．４　Ｄｒａｇｅｎｅｒｇｙｐｒｏｆｉｌｅｆｉｔｔｉｎｇ（Ｐｈａｓｅ２）

从图４和图５可以看到，阻力加速度－能量曲
线的拟合精度较高，曲线在峰值处的偏差较大。这

·８６·
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图５　阻力加速度－能量曲线拟合（第３段）
Ｆｉｇ．５　Ｄｒａｇｅｎｅｒｇｙｐｒｏｆｉｌｅｆｉｔｔｉｎｇ（Ｐｈａｓｅ３）

是因为峰值处离初始点较远，近似解的相对误差较

大，再加上这一点的阻力加速度值本身较大，因此

阻力加速度的绝对误差较大。考虑到纵程的求解

是阻力加速度的倒数对能量的积分，因此，峰值处

阻力加速度的偏差不会带来太大的纵程计算偏差。

纵程的解析预测结果如下：第一段纵程为

６０９．８５ｋｍ，第二段纵程为３５９．７１ｋｍ，第三段纵程为
９５２．８６ｋｍ，整个初次再入段纵程为１９２２４２ｋｍ。而
采用０．１ｓ步长的龙格库塔数值积分得到的精确
值为：第一段纵程为 ６０５．０４ｋｍ，第二段纵程为
３４８．４５ｋｍ，第三段纵程为９３８．４９ｋｍ，整个初次再
入段纵程为１８９１．９８ｋｍ。第一段纵程解析预测的
绝对误差为４．８１ｋｍ，相对误差为０．７９％；第二段
纵程解析预测的绝对误差为１１．２６ｋｍ，相对误差
为３．２３％；第三段纵程解析预测的绝对误差为
１４．３７ｋｍ，相对误差为１．５３％；整个初次再入段纵
程解析预测的绝对误差为３０．４４ｋｍ，相对误差为
１．６１％。可以看到，解析预测的精度较高。

在 ＭＡＴＬＡＢ环境下，解析预测耗时约为
００００５ｓ，而采用５ｓ步长的四阶龙格库塔积分耗
时约０．０２５ｓ，纵程计算的相对误差为１．５１％。可
以看到，５ｓ步长的四阶龙格库塔积分计算精度和
解析预测的精度相当，但其计算时间却是解析预

测方法的５０倍左右。因此，解析预测方法具有较
高的计算效率，适合在线任务。

５　结论

本文采用匹配渐进展开方法得到跳跃式再入

纵向运动方程的近似解，在此基础上将初次再入

段轨迹分为三段分别得到纵程的解析预测方法。

在轨迹的第一段选择高度作为自变量，并利用复

合梯形公式进行积分得到纵程；在轨迹的第二段

和第三段将阻力加速度－能量函数近似为二次多

项式，并利用近似解的结果解析求得多项式系数，

再采用能量作为自变量对阻力加速度倒数进行积

分得到纵程。仿真结果表明该方法具有较高的计

算精度和计算效率，可以用于跳跃式再入轨迹的

在线快速规划或预测制导。
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