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摘　要：针对机械臂关节对中误差对机械臂末端定位精度影响进行研究。以６自由度机械臂为研究对
象，利用Ｄ－Ｈ法建立了机械臂运动学模型，并建立对中误差传递数学模型。利用蒙特卡洛方法以 ＭＡＴＬＡＢ
为平台进行了误差分布仿真实验，得出了由于对中误差引起的机械臂末端定位误差分布特点，以及在不同对

中误差等级下，机械臂末端定位误差概率分布情况。为对中误差修正提供了参考基础，同时为机械臂定位精

度评价提供了定量化依据。
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　　随着机械臂在航空航天、机械制造、产品装配
等领域应用越来越广，对机械臂定位精度等方面

的要求也越来越高。然而，由于机械加工精度有

限且转动副在装配过程中难以避免地存在一定的

间隙，导致转动关节存在对中误差。由于对中误

差的存在且各关节之间相互影响，导致机械臂末

端执行器产生定位误差，影响定位精度。

关节间隙对于运动学的影响主要集中在间隙

对位姿误差的影响上［１］。崔道碧［２］考虑了关节

间隙对机器人末端执行器位姿误差的影响，通过

Ｄ－Ｈ建模法建立位姿变换模型，在某一情况下，
计算出机器人末端执行器位姿误差。但其只针对

特定情况进行研究，不能综合分析出误差分布情

况。郭鹏飞、赵永涛、徐卫良等［３－５］结合误差分布

随机性的特点，利用蒙特卡洛方法对误差分布进

行抽样仿真，从而分析误差造成的影响，但其仍没

有对误差分布特性进行研究。利用数学工具将误

差分布准确化、定量化地分析出来已经成为一种

研究趋势 ［６－１１］。

１　机械模型与假设

１．１　机械模型

最典型的工业机械臂具有６个关节，存在６
个自由度，其中前３个自由度引导末端执行器装
置至所需位置，而后３个自由度用来决定末端执
行装置的方向［１２］。本文所研究的６自由度机械
臂结构示意图如图１所示，不同灰色的杆件代表
机械臂的各个臂杆，杆件连接处的虚线圆柱代表

关节，关节的转动方向为圆柱的轴向。依据机械

臂的结构建立机械臂关节坐标系示意图如图２所
示。其中包含了机械臂的基本参数。ｄｉ为第 ｉ－
１关节与第ｉ关节间两法线连杆距离，ａｉ为第ｉ－１
关节与第ｉ关节间连杆长度，αｉ为第 ｉ－１连杆与
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第ｉ连杆间扭角，θｉ为第 ｉ－１连杆与第 ｉ连杆间
夹角。机械臂１～６关节对应１～６坐标系，每个
关节以其坐标系 ｚ轴为轴向进行转动，第７坐标
系为机械臂末端点坐标系。

图１　机械臂结构示意图
Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｋｅｔｃｈｍａｐ

图２　机械臂关节坐标系示意图
Ｆｉｇ．２　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍｒｅｆｅｒｅｎｃｅｆｒａｍｅｓｋｅｔｃｈｍａｐ

１．２　基本假设

本文研究的前提假设如下：

１）刚体假设，即机械臂的所有臂杆都为刚
体，不发生弹性形变；

２）仅考虑对中误差对于机械臂末端执行器
定位精度的影响。

２　对中误差对机械臂末端误差影响模型

　　机械臂各关节在安装以及加工过程中，由于
关节轴与轴套存在装配间隙，所以关节轴与安装

基座基准轴存在下面４种相对位置情况：１）两轴
对中；２）两轴平行但不对中；３）两轴端同心但倾
斜；４）两轴倾斜。在２～４情况下关节都将产生
对中误差。

关节对中误差模型如图３所示，其中关节基
准坐标系为Ｘ－Ｙ－Ｚ，旋转轴线为 Ｚ轴。由于对
中误差影响所形成的某一状态下实际转轴为

Ｐ１Ｐ２，其与关节上下底面交点分别为Ｐ１（Ｒ１，φ１），
Ｐ２（Ｒ２，φ２）。

图３中，外圆柱体半径为 Ｒ０，其表示关节径
向最大间隙。Ｒ１为第ｉ关节１端面轴线偏离中心
点距离，Ｒ２为第ｉ关节２端面轴线偏离中心点距

图３　关节对中误差模型
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｊｏｉｎｔｃｌｅａｒａｎｃｅｐｒｉｎｃｉｐｉｕｍｍｏｄｅｌ

离，φ１为第ｉ关节１端面中圆柱坐标表示法的转
角，φ２为第ｉ关节２端面中圆柱坐标表示法的转
角。与２平面交点Ｐ１，Ｐ２分别在面Σ１，Σ２内满足
等概率分布，其概率密度函数为：

ｆ（Ｒ）＝２πＲ／πＲ０( )２ ，Ｒ∈［０，Ｒ０］ （１）
ｆ（φ）＝１／２( )π，φ∈［０，２π］ （２）

ｆ（Ｒ１，Ｒ２，φ１，φ２）＝Ｒ１Ｒ２／（πＲ
２
０）
２ （３）

由关节对中误差引起的机械臂关节坐标系变

换过程图如图４所示，其坐标变换过程为１次坐
标系平动与１次绕Ｘ轴转动和１次绕Ｙ轴转动。

图４　关节坐标系变换过程示意图
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｊｏｉｎｔｒｅｆｅｒｅｎｃｅｆｒａｍｅｔｒａｎｓｆｏｒｍｍｏｄｅｌ

在对中误差影响下的实际坐标系相对于原始

标准坐标系所产生的整体变换可表示为：

Ｅｉ＝
Ｃｉ Ｐｉ[ ]０ １

（４）

式中，Ｃｉ为实际坐标系相对于原始坐标系的姿态
变换，Ｐｉ为实际坐标系相对于原始坐标系的位置
变换。变换中产生平动：

Ｏｉｄｅａｌｉ Ｏ
ｒｅａｌ→
ｉ ＝

ｘＰ２
ｙＰ２









０

＝

ｃｏｓ（φ２）Ｒ２
ｓｉｎ（φ２）Ｒ２









０

（５）

坐标系偏移位置变换矩阵为 Ｔｒａｎｓ（ｘＰ２，ｙＰ２，

０），其表达式为：

·６８１·



　第６期 张志雄，等：关节对中误差对机械臂末端定位精度影响

Ｔｒａｎｓ（ｘＰ２，ｙＰ２，０）＝

１ ０ ０ ｘＰ２
０ １ ０ ｙＰ２
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

（６）

由图３所示关节轴实际坐标系的矢量方向为

Ｐ２Ｐ
→
１，其表达式为：

Ｐ２Ｐ
→
１＝

ｃｏｓ（φ１）Ｒ１－ｃｏｓ（φ２）Ｒ２
ｓｉｎ（φ１）Ｒ１－ｓｉｎ（φ２）Ｒ２









ｈ

（７）

在Ｙ－Ｏ－Ｚ面投影向量：

Ｐ２Ｐ
→
１ｙｏｚ＝

０

ｓｉｎ（φ１）Ｒ１－ｓｉｎ（φ２）Ｒ２








ｈ

（８）

绕原始坐标系Ｏｒｅａｌｉ 的轴ｘｉ－１转动角度为ω：

ｔａｎω＝
ｓｉｎ（φ１）Ｒ１－ｓｉｎ（φ２）Ｒ２

ｈ （９）

对应位姿变化矩阵Ｒｏｔ（ｘ，ω）：

　Ｒｏｔ（ｘ，ω）＝

１ ０ ０ ０

０ ｃｏｓ（ω） －ｓｉｎ（ω） ０

０ ｓｉｎ（ω） ｃｏｓ（ω） ０













０ ０ ０ １

（１０）

绕变换坐标系的轴ｙｉ－１转动角度θ：

ｔａｎθ＝
ｃｏｓ（φ１）Ｒ１－ｃｏｓ（φ２）Ｒ２

Ｐ２Ｐ
→
１ｙｏｚ

（１１）

对应位姿变化矩阵Ｒｏｔ（ｙ，θ）：

　Ｒｏｔ（ｙ，θ）＝

ｃｏｓθ ０ ｓｉｎθ ０

０ １ ０ ０

－ｓｉｎθ ０ ｃｏｓθ ０













０ ０ ０ １

（１２）

可以得到实际坐标系位姿的变化矩阵Ｅｉ：

Ｅｉ＝Ｔｒａｎｓ（ｘＰ２，ｙＰ２，０）Ｒｏｔ（ｘ，ω）Ｒｏｔ（ｙ，θ）

（１３）

由于末端执行器的位姿误差是由各个关节的

对中误差综合作用产生，利用 Ｄ－Ｈ法建立机械

臂位姿变换模型，将各个关节的对中误差影响转

换表达到其对于机械臂末端定位精度的影响。机

械臂关节Ｄ－Ｈ参数如表１所示。

利用Ｄ－Ｈ表示法建立各个连杆位姿变换矩

阵如下，其中ｍ
ｎＴ表示连杆坐标系｛ｎ｝相对于连杆

坐标系｛ｍ｝的描述：

表１　机械臂关节Ｄ－Ｈ参数
Ｔａｂ．１　ＴｈｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍｊｏｉｎｔｓＤＨｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

连杆ｉ 变量θｉ αｉ－１ ａｉ－１ ｄｉ

１ θ１ ０ ０ ０

２ θ２ －９０° ａ２ ０

３ θ３ ９０° ａ３ ０

４ θ４ ０ ０ ｄ４
５ θ５ ０ ａ５ ｄ５
６ θ６ ０ ０ ｄ６

　　０
１Ｔ＝

ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１ ０ ０

ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１ ０ ０

０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

（１４）

１
２Ｔ＝

ｓｉｎθ２ ｃｏｓθ２ ０ ０

０ ０ １ ０
ｃｏｓθ２ －ｓｉｎθ２ ０ ａ１











０ ０ ０ １

（１５）

２
３Ｔ＝

－ｓｉｎθ２ －ｃｏｓθ２ ０ ０

０ ０ －１ ０
ｃｏｓθ２ －ｓｉｎθ２ ０ ａ３











０ ０ ０ １

（１６）

３
４Ｔ＝

－ｃｏｓθ４ ｓｉｎθ４ ０ ｄ３
－ｓｉｎθ４ －ｃｏｓθ４ ０ ０

０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

（１７）

４
５Ｔ＝

－ｓｉｎθ５ －ｃｏｓθ５ ０ ｄ４
ｃｏｓθ５ －ｓｉｎθ５ ０ ０

０ ０ １ ａ４













０ ０ ０ １

（１８）

５
６Ｔ＝

ｃｏｓθ６ －ｓｉｎθ６ ０ ０

０ １ ０ －ｄ５
－ｓｉｎθ６ －ｃｏｓθ６ １ ０













０ ０ ０ １

（１９）

６
７Ｔ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ －ｄ６











０ ０ ０ １

（２０）

考虑到关节对中误差，经过各关节坐标系位

姿变换后末端执行器的位姿矩阵可表示为：

Ｔｒｅａｌ＝
０
１Ｔ·Ｅ１·

１
２Ｔ·Ｅ２·

２
３Ｔ·Ｅ３·

３
４Ｔ·Ｅ４·

４
５Ｔ·Ｅ５·

５
６Ｔ·Ｅ６·

６
７Ｔ （２１）

不考虑关节对中误差理想位姿矩阵为：

Ｔｉｄｅａｌ＝
０
１Ｔ·

１
２Ｔ·

２
３Ｔ·

３
４Ｔ·

４
５Ｔ·

５
６Ｔ·

６
７Ｔ（２２）

由于位姿矩阵参数较复杂，将其简要表达为：

·７８１·
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Ｔ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

（２３）

式中，

ｎｘ ｏｘ ａｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ
ｎｚ ｏｚ ａ









ｚ

为姿态矩阵，

ｐｘ
ｐｙ
ｐ









ｚ

为位置向

量。求解出Ｔｒｅａｌ中姿态矩阵相对于Ｔｉｄｅａｌ中姿态矩
阵的偏差角即为姿态误差；求解出Ｔｒｅａｌ中位置向量
相对于Ｔｉｄｅａｌ中位置向量的偏差即为位置误差。

３　利用蒙特卡洛方法的仿真实验

利用蒙特卡洛仿真产生的原始误差进行关节

对中误差对于机械臂末端定位精度影响仿真实

验。仿真实验步骤如下：

１）依据机械臂末端位置进行反解，得到各关
节角度参数。计算出理想姿态矩阵 Ｔ０，理想末端
位置向量Ｐ０；
２）在对中误差范围内对各个误差关节变量

产生服从误差分布式（１）～（３）的随机数，得到各
个关节样本数据

Ｘｉ
（ｍ）＝｛Ｒ１ｉ，Ｒ２ｉ，φ１ｉ，φ２ｉ｝，ｉ＝１，２，３，４，５，６；

ｉ为关节编号，ｍ代表进行的实验次数；
３）根据误差变换矩阵求解，得到第 ｉ关节第

ｍ次实验的误差变换矩阵Ｅｉｍ；
４）将误差变换矩阵 Ｅｉｍ代入到正解模型，得

到末端执行器第 ｍ次实验的实际位姿矩阵 Ｔｍ、
第ｍ次实验的末端位置向量Ｐｍ与姿态矩阵Ｃｍ；
５）将位置向量Ｐｍ与理想位置向量 Ｐ０取差，

得到以理想点为原点的机械臂末端误差向

量ΔＰｍ；
６）求出姿态矩阵 Ｃｍ与理想姿态矩阵 Ｃ０的

各个轴向夹角，即姿态误差角；

７）执行步骤２至步骤６即为完成１次试验，
重复步骤２至步骤６ｍ次（本实验中ｍ＝２００００），
得到机械臂末端误差向量集｛ΔＰｍ｝与姿态误差
角集；

８）绘制机械臂末端误差向量图及机械臂末
端误差概率密度分布图，统计误差分布特征。

４　数值分析

以ＭＡＴＬＡＢ为平台，编写相关程序，利用表２
内所示的相关参数值进行仿真实验。其中设定各

关节的径向最大间隙Ｒ０为０．０５ｍｍ。

表２　机械臂关节Ｄ－Ｈ参数
Ｔａｂ．２　ＴｈｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍｊｏｉｎｔｓＤ－Ｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

连杆ｉ
变量θｉ
／（°）

αｉ－１
／（°）

ａｉ－１
／ｍｍ

ｄｉ
／ｍｍ

Ｒ０
／ｍｍ

１ １００ ０ ０ ０ ０．０５
２ ６０ －９０ ２００ ０ ０．０５
３ －１０ ９０ ２００ １０００ ０．０５
４ －１２０ ０ ０ １０００ ０．０５
５ ９０ ０ ２００ １００ ０．０５
６ ０ ０ ０ １００ ０．０５

　　经过仿真实验得到的机械臂末端误差空间分
布图如图５所示，图中的原点为不考虑机械臂各

图５　误差空间分布图
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｎｇｍａｐｏｆｅｒｒｏｒ

关节对中误差的理想位置点，图中各个数据点代

表机械臂末端误差在空间上的位置，其距原点的

距离代表误差的大小。

由实验结果可知，由于机械臂各个关节对中

误差的影响，造成末端执行器产生较大的定位误

差，最大误差值达到３．９７２ｍｍ。分布空间呈不规
则的椭圆空间区域。为研究不同机械参数下误差

的分布特性是否相同，将机械结构参数中ｄ３取为
８００ｍｍ、１０００ｍｍ、１２００ｍｍ分别进行实验，将得到
的误差空间分布图向Ｘ－Ｙ，Ｘ－Ｚ，Ｙ－Ｚ３个平面
分别投影，得到如图６所示的误差分布密度图。
其中ａ１，ｂ１，ｃ１为 ｄ３＝８００ｍｍ条件下的结果；ａ２，
ｂ２，ｃ２为ｄ３＝１０００ｍｍ条件下的结果；ａ３，ｂ３，ｃ３为
ｄ３＝１２００ｍｍ条件下的结果。图中高亮区域内灰
度越深的位置代表误差的分布密度越大。

由不同臂杆长度下各个平面误差分布情况对

比可知：臂杆长度的改变并没有改变误差分布的

整体性质，误差分布依据某一点周围呈椭圆状分

布，但当臂杆长度增大时误差的分布范围也相应

有所增大，误差集中性降低，并且分布位置发生小

幅度偏移。误差分布的密度中心并不在不考虑机

械臂对中误差计算而得的位置，而是存在一定偏

差。通过仿真与分析可统计出机械臂末端点误差

密度中心位置，依据此位置对机械臂可进行修正，

提高机械臂定位精度。

·８８１·
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（ａ１）
　

（ａ２）
（ａ）末端误差Ｘ－Ｚ向分布密谋

（ａ３）
　

（ｂ１）
　

（ｂ２）
（ｂ）末端误差Ｘ－Ｚ向分布密谋

（ｂ３）
　

（ｃ１）
　

（ｃ２）
（ｃ）末端误差Ｘ－Ｚ向分布密谋

（ｃ３）
　

图６　误差分布密度平面图
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｎｇｆｉｇｕｒｅｏｆｅｒｒｏｒ

　　在表２所示的参数条件下，针对不同的对中误
差公差带情况开展仿真实验。分别取关节对中误

差范围为：０～０．０２５ｍｍ、０～０．０５ｍｍ、０～００７５ｍｍ
进行对比实验。统计在不同公差带范围下末端误

差概率密度分布情况如图７所示，其累计概率密度
函数曲线如图８所示。由图７可知公差带范围越
小，机械臂末端误差分布越集中，且在同一公差带

下误差概率密度在误差值小的范围内快速增长，至

概率密度最大值后缓慢下降，其后段末端误差值大

的位 置 概 率 密 度 小。对 其 累 计 概 率 密 度

（ＣｕｍｕｌａｔｉｖｅＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＣＤＦ）进行统计
得到如表３所示的机械臂的分布数据统计数值。

表３　误差值统计表
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｓｔａｔｔａｂｌｅｏｆｅｒｒｏｒｖａｌｕｅ （ｍｍ）

公差带
概率峰

值点

ＣＤＦ５０％
误差范围

ＣＤＦ９０％
误差范围

ＣＤＦ９８％
误差范围

０．０２５ ０．１５９ ０．２２ ０．４２ ０．５６

０．０５ ０．３１４ ０．４４ ０．８４ １．１２

０．０７５ ０．４８４ ０．６６ １．２６ １．７０

　　由图８及表３可知，机械臂的定位最大误差
随着公差带的增大而增大。在本文所利用的机械

臂模型条件下，其误差值概率峰值点约为误差公

图７　末端误差概率密度图
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｍａｐｏｆｅｒｒｏｒ

差带范围的６．４倍，其累计概率密度为０９时的
误差范围约为误差公差带范围的１６．８倍。对中
误差对于机械臂末端定位精度造成了显著影响。

在不同的机械臂平台下，可建立相应模型，应用此

种对中误差对于机械臂末端定位精度影响分析的

方法对末端定位精度进行定量分析。

依据统计的误差角数据绘制 Ｘ轴误差角、Ｙ
轴误差角与 Ｚ轴误差角的密度曲线，如图 ９所
示。由图９可知在 Ｘ轴与 Ｙ轴的姿态角误差密
度峰值出现在０．０１°附近，Ｚ轴姿态角误差密度峰
值出现在０．０２°附近。Ｚ轴为末端执行器旋转轴

·９８１·
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图８　末端误差累计概率密度曲线图
Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅａｃｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｍａｐｏｆｅｒｒｏｒ

向，姿态角误差相对较大。从整体来看各个轴的

姿态角误差分布在０．０７°以内，对于机械臂末端
定位影响较小。

图９　姿态误差密度曲线图
Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｃｕｒｖｅｏｆｇｅｓｔｕｒｅｅｒｒｏｒ

５　结论

本文以６自由度机械臂为基础，根据机械臂
关节存在的对中误差，建立关节对中误差对机械

臂末端定位误差影响数学模型，对关节对中误差

对于机械臂末端定位精度的影响进行分析，可为

机械臂的定位精度改良及可靠性评价提供参考依

据。根据实验，由对中误差引起的机械臂末端位

姿误差分布有以下特点。

１）由对中误差引起的位姿误差中位置误差
为主要误差，姿态误差相对较小。

２）位置误差分布在空间某一范围内并依据
某一点集中，但其集中位置并不是理论上不考虑

机械误差所计算而得的位置，而是有一定的偏移

量。可针对不同机械平台进行分析实验，依据实

验结果进行相应误差修正。

３）误差在三维空间的各个平面中有相似的
分布特征，即围绕着误差集中中心向四周呈椭圆

状分布，但形状上有所差异。

４）机械臂末端误差的范围随着机械臂对中

误差的增大而增大。随着臂杆尺寸的增大误差分

布范围相应增大，并发生偏移。

５）６自由度机械臂计入关节对中误差后，机
械臂末端定位精度受关节对中误差影响较大，因

此在定位精度要求高的机械臂建模中考虑机械臂

关节对中误差是必要的。
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