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摘　要：计算流体动力学的一些领域中经常要用到流场点到壁面的最小距离，为了提高壁面距离计算的
精度和效率，将ＫＤ树应用于非结构网格的壁面距离计算，计算了若干三维外形的壁面距离，结果表明：基于
ＫＤ树的网格壁面距离计算方法鲁棒性好，计算效率和结果精度高，适应复杂外形的能力强；算法的通用性
好，可以拓展应用到多种网格类型。
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　　在计算流体动力学（ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄ
Ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）的一些领域中，壁面距离是一个
重要参数，准确、高效地计算壁面距离对于 ＣＦＤ
模拟具有重要意义。如：

在湍流模拟中，壁面距离反映了湍流的近壁

面特性。目前常用的湍流模型，比如 Ｓ－Ａ模
型［１］、ｋ－ε模型［２］、ｋ－ω模型［３］以及分离涡模拟

（ＤｅｔａｃｈｅｄＥｄｄｙＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ＤＥＳ）［４］，许多都需要
使用最小壁面距离来进行模化。

在非结构网格生成领域，生成物面附近的网

格时，需要计算网格点的壁面距离，以控制生成的

黏性层网格的高度。

在生物流体力学领域，利用ＣＦＤ模拟血液中
的气溶胶颗粒的沉积分布时，为了跟踪颗粒轨迹，

也需要计算颗粒点到壁面的距离［５］。

以上问题均可以归结为计算流场中的点到壁

面的距离，常用的做法是：对于每个流场网格内

点，取该点到最近的壁面网格点的距离为最近壁

面距离。目前常用的计算方法可以分为以下

两类：

第一类是基于比较查找的计算方法。最常见

的是线性查找方法，即遍历所有壁面点，比较后得

出最小值，计算过程简单易行。但当壁面网格较

密时，计算量会很大。尤其在计算包含动网格状

态的湍流流动时，迭代过程中需要反复求解壁面

距离。流场计算效率会大幅降低 。

针对线性查找的缺点，Ｂｏｇｅｒ［６］利用交替方向
数字树（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｖｅＤｉｇｉｔａｌＴｒｅｅ，ＡＤＴ）和三角不
等式实现了壁面距离的快速计算，并指出，ＡＤＴ
算法对于内流问题的壁面距离计算效率较高，但

对外流问题则计算效率较低；王刚等［７］提出了一

种逐层推进快速算法，该算法计算效率比线性查
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找方法的高 ２～３个量级。
第二类是基于求解偏微分方程的计算方法。

最常用的是 Ｅｉｋｏｎａｌ方程。Ｔｕｃｋｅｒ等［８］详细讨论

了３种基于偏微分方程的方法，指出求解 Ｅｉｋｏｎａｌ
方程时，度量系数必须采用迎风格式计算。徐晶

磊等［９］通过将Ｅｉｋｏｎａｌ方程构造成一个求解壁面
距离的输运方程，计算了重叠网格的壁面距离。

基于偏微分方程的方法计算效率较高。但是

相对线性查找而言，其得到的结果为近似值，需要

额外编制求解程序，进行偏微分方程的迭代求解；

对于结构和非结构网格，求解方法有一定差别，增

加了ＣＦＤ程序的复杂程度。同时，该方法的物理
含义较为抽象，并且在应用于复杂工程问题中时，

收敛性和收敛速度难以保证。

ＫＤ树［１０］是一种对多维数据进行划分的数据

结构，其本质上是一种平衡二叉树，广泛用于多维

空间的邻近搜索，尤其适合于维度远小于样本元

素数目的问题。本文基于 ＫＤ树数据结构，通过
将壁面点构建成一棵ＫＤ树实现了壁面距离的快
速计算。在范畴上属于上述的第一类方法。

１　计算方法

１．１　ＫＤ树的生成算法

已知Ｋ维空间中一个给定的集合 Ｓ，若采用
各维的方差作为划分标准，则 ＫＤ树的建立过程
如下：

１）创建一棵空的ＫＤ树。
２）如果集合Ｓ中只有一个元素，则把该元素

设置为当前子树的根节点。

３）如果集合Ｓ中含有多个元素，则计算所有
元素在各个维度上的方差，得到方差最大的维度，

记为ｄｍａｘ，然后将 Ｓ中的元素按 ｄｍａｘ维度的分
量值由小到大进行排序。取位于正中间的元素作

为当前子树的根节点。ｄｍａｘ称为根节点的分裂
维，将根节点之前的元素放入一个新的子集Ｌ中，
根节点之后的元素放入一个新的子集 Ｒ中。这
样，就将原来的集合 Ｓ分割成了两个数目基本平
衡的子集。

４）对两个子集 Ｌ和 Ｒ递归执行过程２和过
程３，直到新的子集为空集。

１．２　最近距离查找算法

假设要查找的矢量为 Ｖ，ＫＤ树中离 Ｖ最近
的元素为Ｃ，最近距离为 Ｄｍｉｎ，则在一棵给定的
ＫＤ树中查找离Ｖ最近的元素的步骤为：
１）确定查找路径。从当前树的根节点开始，

递归地向下访问ＫＤ树。记当前树节点的分裂维
为ｄｍａｘ，若当前树节点的 ｄｍａｘ维度的分量值小
于Ｖ在 ｄｍａｘ维的分量值，则递归访问树节点的
左子树，否则递归访问树节点的右子树，直至访问

到某个叶子节点，即表明 Ｖ与该叶子节点在同一
子空间。与 Ｖ距离最近的元素也应当在该子空
间附近。

在访问过程中，同时计算经过的树节点与 Ｖ
的距离 ｄｉｓ，如果 ｄｉｓ＜Ｄｍｉｎ，则更新 Ｄｍｉｎ的值。
同时将Ｃ的值更新为树节点所对应的元素值。
２）回溯。沿着步骤 １中的访问路径进行回

溯。记当前回溯到的树节点为ｓｏｎ，其双亲节点为
ｐａｒｅｎｔ，兄弟节点为 ｂｒｏｔｈｅｒ。设 ｐａｒｅｎｔ在分裂维上
的分量值为 Ｘｍ，如果以 Ｖ为中心，以 Ｄｍｉｎ为半
径的超球体与超平面 Ｘｍ相交，则按步骤１递归
访问以ｂｒｏｔｈｅｒ为根节点的子树。

当回溯到根节点后结束回溯。最终得到集合

中离Ｖ最近的元素Ｃ以及最近距离Ｄｍｉｎ。

１．３　时间复杂度分析

假设网格单元数目为 ｍ，边界点的数目为 ｎ，
所有点均为三维，线性查找方法是遍历所有壁面

点进行比较，求出最短壁面距离。进行一次查找

的时间复杂度为 Ｏ（ｎ），查找所有单元的壁面距
离的时间复杂度为Ｏ（ｍ×ｎ）。

采用求解偏微分方程的方法计算壁面距离

时，需要进行迭代求解，记迭代至收敛所需迭代次

数为Ｎ，由于每次迭代需要遍历所有单元，则总的
时间复杂度为 Ｏ（ｍ×Ｎ）。Ｅｌｉａｓ等［１１］得到的结

论为Ｎ与网格点数成正比。根据文献［８］和文
献［９］的结果，对于较为简单的外形，仅需几十到
几百步就可以得到收敛的结果，但是对于复杂外

形，目前尚未有文献进行广泛研究，得到收敛结果

可能耗时很久，收敛性难以保证。

采用ＫＤ树方法查找时，需要将网格所有壁
面点生成为一棵 ＫＤ树。遍历网格的所有单元，
对每个单元中心点在 ＫＤ树中进行查找，就可以
得到所有单元的壁面距离。

建立 ＫＤ树的时间复杂度为 Ｏ（ｎｌｏｇ２（ｎ））。
如果 ＫＤ树中的点在空间中随机分布，则进行一
次查找，平均时间复杂度为 Ｏ（ｌｏｇ２（ｎ））。查找
所有单元的壁面距离的平均时间复杂度为

Ｏ（ｎｌｏｇ２（ｎ））＋Ｏ（ｍ×ｌｏｇ２（ｎ））。对于三维网格，
通常ｍ比ｎ要大一个量级，所以，建立ＫＤ树的复
杂度可以略去，总的平均时间复杂度为 Ｏ（ｍ×
ｌｏｇ２（ｎ））。由于网格的壁面点在空间中的分布通
常有一定规律，而非随机分布，所以上述一次查找

·２２·
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的复杂度Ｏ（ｌｏｇ２（ｎ））只是一个理想值，实际的平
均查找次数一般大于这个值。对于三维网格，ＫＤ
树查找的最坏时间复杂度为 Ｏ（ｎ２／３）。实际查找
时，ＫＤ树方法的平均时间复杂度介于理想值和
最坏值之间，与外形的壁面网格点分布有关。

２　程序设计

采用面向对象方法编制基于ＫＤ树方法的壁
面距离计算程序，ＫＤ树模块主要包含了ＫＤ树节
点类和ＫＤ树类，类图如图 １所示。

图１　ＫＤ树节点类和ＫＤ树类
Ｆｉｇ．１　ＫＤｔｒｅｅｎｏｄｅｃｌａｓｓａｎｄＫＤｔｒｅｅｃｌａｓｓ

图中，Ｔ为模板参数，ＫＤ树类的主要操作
包括：

１）ｂｕｉｌｄ（ｃｏｎｓｔｖｅｃｔｏｒ＜Ｔ＞＆ｐｏｉｎｔｓ）：从一个
给定的点集ｐｏｉｎｔｓ生成ＫＤ树。对于非结构网格，
点集取为所有壁面面元的中心点。

２）ｆｉｎｄ＿ｎｅａｒｅｓｔ（ｃｏｎｓｔＴ＆ｇｏａｌ，ｄｏｕｂｌｅ＆ｄｉｓ）：
查找并返回到给定点ｇｏａｌ距离最近的点，同时返
回最近距离值。

３）ｄｅｓｔｒｏｙ（）：销毁ＫＤ树。
由于二叉树数据结构本身的递归性，以上操

作均为递归操作。算法简洁明了，易于编程实现。

３　算例验证

为了验证程序的可靠性，分析实际计算时的计

算效率，采用编制的程序计算圆柱体、双椭球［１２］、

空天飞机［１２］以及ＤＬＲ－Ｆ４［１３］外形的壁面距离。

３．１　圆柱体

圆柱体的直径为０２ｍ，生成的网格为四面

体和三棱柱混合网格。其中，四面体单元数目为

９４０３７个，三棱柱单元数目为２２５８０个。将圆周
设置为壁面，壁面的面元数目为２２５８个。得到壁
面距离如图 ２所示。

图２　圆柱外形计算结果
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｃｙｌｉｎｄｅｒｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

对于圆柱，壁面距离存在解析值，将沿 ｙ＝０
截线上的壁面距离计算值与解析值进行对比，结

果如图３所示。由图 ３可看出，解析值与 ＫＤ树
方法得到的计算结果吻合良好，从而证明了计算

方法的正确性。

图３　ＫＤ树计算的壁面距离与解析值对比
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｗａｌｌｄｉｓｔａｎｃｅｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙ

ＫＤｔｒｅｅｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ

３．２　双椭球外形

双椭球外形如图４所示，采用的网格类型为
四面体，单元数目为４７９９３９个，壁面面元数目为
５０５２５个。经验证，ＫＤ树的计算结果与线性查找
的结果完全一致。从图５和图６也可以看出，两
种方法得到的距离等值线图完全一致。因此，后

续算例只展示ＫＤ树方法的结果。

·３２·
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图４　双椭球外形
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｄｕａｌｅｌｌｉｐｓｏｉｄ

图５　线性查找结果
Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｌｉｎｅｒｓｅａｒｃｈ

图６　ＫＤ树计算结果
Ｆｉｇ．６　ＲｅｓｕｌｔｏｆＫＤｔｒｅｅｍｅｔｈｏｄ

３．３　空天飞机外形

壁面网格如图 ７所示，使用的网格是由结构
网格转化成的非结构六面体网格。网格单元数目

为６６９５４６个，壁面面元数目为９４７８个，计算得
到的壁面距离如图 ８所示。

图７　空天飞机外形
Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｓｐａｃｅｓｈｕｔｔｌｅ

图８　空天飞机外形计算结果
Ｆｉｇ．８　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｓｐａｃｅｓｈｕｔｔｌｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

３．４　ＤＬＲ－Ｆ４外形

ＤＬＲ－Ｆ４是第一届阻力预测会议的外形。
网格采用四面体网格，单元数目为９４７７９３个，物
面面元数目为３０４６２个，计算得到的壁面距离如
图 ９所示。所得距离的等值线图光顺、平滑，符
合物理实际。

图９　ＤＬＲ－Ｆ４外形计算结果
Ｆｉｇ．９　ＲｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅＤＬＲ－Ｆ４ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

·４２·
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３．５　计算效率分析

为了考察实际计算中的计算效率，针对双椭

球外形和空天飞机外形，分别计算了一系列壁面

网格点数目不同的外形的壁面距离，统计了平均

查找次数，结果如图 １０所示。

图１０　不同壁面点数目时的平均查找次数
Ｆｉｇ．１０　Ａｖｅｒａｇｅｓｅａｒｃｈｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒ

ｏｆｗａｌｌｅｌｅｍｅｎｔｓ

由图１０可以看出：对于实际的网格，ＫＤ树方
法的平均查找次数要大于Ｏ（ｌｏｇ２（ｎ））的量级，但
是小于Ｏ（ｎ２／３）量级，更远小于线性查找的 Ｏ（ｎ）
量级，一般比线性查找降低了两到三个数量级，从

而证明ＫＤ树查找方法在计算效率上具有明显优
势。图中测试算例对应的网格单元数目从几十万

到几百万不等，可直接采用串行方式查找，对于更

大的网格量，可采用并行方式进行查找。

４　结论

发展了基于ＫＤ树的非结构网格壁面距离计
算方法，计算了双椭球和空天飞机、ＤＬＲ－Ｆ４等
外形的壁面距离，以及同一外形不同物面点数目

的网格，验证了程序的精度、效率和鲁棒性。所得

结果与线性查找的结果完全一致，表明该方法可

以准确高效地计算复杂外形的网格壁面距离。

此外，该方法只需知道所有壁面网格点的坐

标，无须对点集的拓扑关系作任何假定，因此可以

便捷地移植到现有的 ＣＦＤ程序中。其不仅适用
于非结构混合网格，而且适用于结构网格，还可以

拓展应用到重叠网格、滑移网格、多重网格等多种

网格拓扑类型的壁面距离计算以及网格之间的流

场信息传递，具有广阔的应用场景。
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