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摘　要：针对一类二阶不确定非线性系统的鲁棒控制问题，提出一种基于截断函数的有限时间滑模控制
算法。该算法具有以下特点：系统状态可在期望的有限时刻收敛为零；受控系统对外部扰动和参数不确定性

具有全局鲁棒特性；系统状态的动态响应可解析预测；通过选择不同的截断函数可以实现对控制器性能的调

节。仿真结果验证了所提算法的有效性。
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　　滑模控制是一种常用的非线性控制算法，它
通过将系统状态控制到特定的滑模面上运动来实

现期望的控制目标［１－２］。相较于其他的控制算

法，滑模控制具有很多优点，如：干扰抑制能力强、

对参数摄动不敏感以及动态响应快等［３］，这也使

其广泛应用于机械系统、飞行器及电机的控制系

统设计之中。然而，传统的滑模控制律只能使得

受控系统状态渐进收敛。

有限时间控制往往具有更好的控制特性，如：

更快的收敛速率，更高的控制精度和更好的扰动

抵抗能力［４－５］。为了实现系统状态的有限时间收

敛，Ｍａｎ等提出了终端滑模控制方法［６］。该方法

在滑模函数设计中引入了终端吸引子，实现了系

统状态的有限时间收敛。为了进一步加快收敛速

度，Ｙｕ和 Ｍａｎ提出了快速终端滑模控制方法［７］。

然而，文献［６－７］提出的控制律中存在状态的负
数次幂，可能会引起控制奇异问题。为了避免奇

异，学者们提出了多种解决办法。Ｍａｎ和 Ｙｕ设

计了在终端滑模面和传统滑模面间切换的控制逻

辑［８］。Ｗｕ等对滑模控制律进行预先设计，先将
系统轨迹控制到不发生奇异的区域，然后再应用

终端滑模控制［９］。然而上述两种方法均是间接

避免奇异，并没有从根本上解决控制奇异问题。

Ｆｅｎｇ等在２００２年提出了非奇异终端滑模控制方
法，从而从根本上消除了控制奇异现象［１０］。需要

指出的是，上述滑模控制方法虽然实现了系统状

态的有限时间收敛，但是依然存在着收敛时间无

法事先确定的问题。

基于积分滑模思想，Ｌａｇｈｒｏｕｃｈｅ提出了一种
高阶滑模控制策略，实现了系统状态的有限时间

收敛，且收敛时间可以事先给定［１１］。然而，该控

制策略对初始状态非常依赖，如果初始状态存在

偏差，则控制律无法使得系统状态在期望的时刻

收敛为零。为了解决该问题，Ｇｅｎｇ等提出了一种
时变非奇异终端滑模控制方法［１２］。该方法也能

使得系统状态在期望的有限时间收敛为零，且控
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制精度不受初始偏差影响。但是如果控制过程中

系统状态偏离了滑模面，文献［１１－１２］中提出的
控制策略均无法保证终端时刻的控制精度。

本文针对一类二阶不确定非线性系统提出了

一种新的系统状态有限时间收敛的滑模控制律，

由于滑模面设计中引入了特定的截断函数，因此

被称为基于截断函数的有限时间滑模控制。由于

截断函数的选择不固定，因此可以通过选择不同

的截断函数调节控制器性能。该控制律作用下，

系统状态能在设定的时刻收敛为零，且系统对匹

配的外界扰动和参数不确定性具有全局不敏感

性。利用该算法的全局滑模特性，可以得到系统

状态的解析解。此外，如果控制过程中系统状态

偏离了滑模面，只要在设定收敛时刻之前系统状

态再次回到滑模面，所提方法仍然能够保证终端

时刻的控制精度。

１　方法推导

考虑如下典型的二阶不确定非线性系统：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ｇ（ｘ）＋ｂ（ｘ）ｕ＋{ ｄ

（１）

其中，ｘ＝［ｘ１，ｘ２］
Ｔ为状态向量，ｕ为控制输入，

ｇ（ｘ）和 ｂ（ｘ）为以 ｘ为变量的已知函数且有
ｂ（ｘ）≠０，ｄ为未知但有界的聚合扰动。控制器的
设计目标为：设计控制律使得系统状态在设定的

有限时间ｔｆ收敛为零，即ｌｉｍｔ→ｔｆ
ｘ１→０，ｌｉｍｔ→ｔｆ

ｘ２→０。

在设计控制器之前，首先构造一特殊变量

如下：

σ＝ｘ２－
ｎｆ
·
（ｔ）
ｆ（ｔ）ｘ１ （２）

其中，ｎ为大于１的常数，ｆ（ｔ）为一时变函数且满
足如下条件：① ｆ（ｔ）是二阶可微的；②当０≤ｔ＜ｔｆ
时，ｆ（ｔ）≠０，当ｔ＝ｔｆ时，ｆ（ｔ）＝０。

然后，设计如下滑模函数：

ｓ１＝σ＋ξ （３）

其中，ξ（０）＝－σ（０），ξ
·
＝－ｍｆ

·
（ｔ）
ｆ（ｔ）σ，ｍ为不小

于ｎ的常数。考虑如下控制律：

ｕ＝ １
ｂ（ｘ）

ｎｆ（ｔ）ｆ
¨
（ｔ）－（ｍ＋１）ｎ［ｆ

·
（ｔ）］２

［ｆ（ｔ）］２
ｘ１{ ＋

（ｍ＋ｎ）ｆ
·
（ｔ）

ｆ（ｔ） ｘ２－ｇ（ｘ）－ｋｓｇｎ（ｓ１ }） （４）

其中，ｋ＞ ｄ∞为切换增益。进而可以得到下述

定理。

定理１　考虑式（１）所示的非线性系统，采用

式（３）所示的滑模面和式（４）所示的控制律，可使
得系统状态一直处于滑模面上运动，即实现全局

滑模。此外，系统状态ｘ１和 ｘ２将会在 ｔ＝ｔｆ时同
时收敛为零。

证明：考虑如下正定的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ１＝
１
２ｓ

２
１ （５）

对 Ｖ１求导，并将控制律（４）代入求导结果，可
得到：

Ｖ·１＝ｓ１（－ｋｓｇｎ（ｓ１）＋ｄ）≤－（ｋ－ ｄ∞）ｓ１ ≤０

（６）

显然，Ｖ·１是非正定的，因此 Ｖ１≤Ｖ１（０）。进
一步注意到ｓ１（０）＝σ（０）＋ξ（０）＝０，进而可以
得到Ｖ１≤０。由式（５）可以看出Ｖ１≥０。因此可以
得到Ｖ１≡０。该结果意味着在 ｔ∈［０，ｔｆ］时，有
ｓ１≡０。因此系统状态将一直处于滑模面运动，实
现了全局滑模动态。

对ｓ１＝０求导，可以得到：

ｓ１＝σ－
ｍｆ
·
（ｔ）
ｆ（ｔ）σ＝０ （７）

重新安排变量位置，式（７）可以等价写为：

１
σ
ｄσ＝ｍｆ

·
（ｔ）
ｆ（ｔ）ｄｔ （８）

然后，以（０，σ（０））为初始状态对式（８）进行
积分，可以得到：

ｌｎσ（ｔ）
σ（０）

＝ｌｎｆ（ｔ）ｆ（０( )）
ｍ

（９）

由式（９）结果可进一步求得变量 σ的解析
解为：

σ＝ｂ２［ｆ（ｔ）］
ｍ （１０）

其中，ｂ２＝
σ（０）
［ｆ（０）］ｍ

为一常数。

将式（２）代入式（１０），可以得到：

ｘ２－
ｎｆ
·
（ｔ）
ｆ（ｔ）ｘ１＝ｂ２［ｆ（ｔ）］

ｍ （１１）

令Ｐ（ｔ）＝－ｎｆ
·
（ｔ）
ｆ（ｔ），Ｑ（ｔ）＝ｂ２［ｆ（ｔ）］

ｍ，可将

式（１１）等价写为：ｘ１＋Ｐ（ｔ）ｘ１＝Ｑ（ｔ）。显然，上
式为一典型的一阶线性微分方程，其通解为 ｘ１ ＝

ｅ－∫Ｐ（ｔ）ｄｔ［ｂ３＋∫Ｑ（ｔ）ｅ∫Ｐ（ｔ）ｄｔｄｔ］，其中 ｂ３为常数，可
由初始条件得到。通过求解上式可以得到系统状

态ｘ１的解析解如下：
ｘ１＝［ｆ（ｔ）］

ｎ［ｂ３＋ｂ２Ｆ（ｔ）］ （１２）

其中，Ｆ（ｔ）＝∫［ｆ（ｔ）］ｍ－ｎｄｔ是函数［ｆ（ｔ）］ｍ－ｎ的原

·３３１·
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函数，ｂ３ ＝
ｘ１（０）
［ｆ（０）］ｎ

－ｂ２Ｆ（０）为常数。

由于ｆ（ｔ）为连续函数且 ｍ≥ｎ，因此 Ｆ（ｔ）一
定存在。此外，由于 Ｆ（ｔ）在 ｔ∈［０，ｔｆ］时间段内
是连续的，因而其函数值有界。基于上述分析并

注意到ｆ（ｔｆ）＝０，可以得到 ｘ１在 ｔ＝ｔｆ时刻收敛
为零。

进一步对式（１２）求微分，可以得到：

ｘ２＝［ｆ（ｔ）］
ｎ－１｛ｎｆ

·
（ｔ）［ｂ３＋ｂ２Ｆ（ｔ）］＋

ｂ２［ｆ（ｔ）］
ｍ－ｎ＋１｝ （１３）

由式（１３）可以发现在 ｔ＝ｔｆ时，ｘ２也将会收
敛为零。

□
注１　从式（４）可以看出，控制律中有两项分

母中含有ｆ（ｔ）。由于ｆ（ｔｆ）＝０，因此在 ｔ＝ｔｆ时控
制量可能会出现奇异。事实上，该奇异问题可以

通过合理地调节参数 ｎ来解决。将式（１２）和
式（１３）所示的系统状态解析解代入控制律（４），
可以得到：

ｕ＝｛［ｎｆ（ｔ）ｆ¨（ｔ）－（ｍ＋１）ｎ（ｆ
·
（ｔ））２］（ｂ３＋

ｂ２Ｆ（ｔ））（ｆ（ｔ））
ｎ－２－ｇ（ｘ）－ｋｓｇｎ（ｓ１）＋

（ｍ＋ｎ）ｆ
·
（ｔ）［ｎｆ

·
（ｔ）（ｂ３＋ｂ２Ｆ（ｔ））ｎ＋

ｂ２（ｆ（ｔ））
ｍ－ｎ＋１］（ｆ（ｔ））ｎ－２｝ １ｂ（ｘ） （１４）

通过式（１４）可以发现，只要选择 ｎ≥２，控制
奇异就可以避免。因此，在应用该控制律时，参数

ｎ应选为不小于２的值。
注２　如果在控制过程中系统状态偏离

式（３）所示的滑模面，相应的控制性能也会受到
影响。然而，如果在控制律作用下系统状态在 ｔｆ
时刻之前重新回到滑模面上（如在 ｔｒ≤ｔ≤ｔｆ时，
ｓ１＝０），则系统状态仍然能在 ｔ＝ｔｆ时刻收敛为
零。这是因为从 ｔｒ时刻开始，系统状态 ｘ１和 ｘ２
的动态响应仍然由式（１２）和式（１３）所决定。唯
一的区别在于常数 ｂ２和 ｂ３的值有所变化，此时

ｂ２＝
σ（ｔｒ）
（ｆ（ｔｒ））

ｍ，ｂ３＝
ｘ１（ｔｒ）
（ｆ（ｔｒ））

ｎ－ｂ２Ｆ（ｔｒ）。

注３　需要指出的是，虽然基于截断函数的
有限时间滑模控制律能够保证系统状态在设定的

有限时间收敛，但是其控制过程在期望的终端时

刻ｔｆ就结束了。因此，本节提出的方法适用于控
制目标需要在设定时间达到的控制问题。

注４　本文提出的滑模控制方法与时变的截
断函数ｆ（ｔ）紧密关联，并且该控制器保证了系统
状态有限时间收敛。因此该方法被称为基于截断

函数的有限时间滑模控制方法。根据文中给出的

截断函数ｆ（ｔ）的设计原则，其选择并不是唯一的，
只要满足要求即可，例如 ｆ（ｔ）可设计为 ｔｆ－ｔ、
（ｔｆ－ｔ）

２及ｔ２＋Ａｔ＋Ｂ（其中 Ａ和 Ｂ为设计参数）
等多种形式。ｆ（ｔ）中的可调参数越多，对应控制
系统的设计自由度越多，但相应的控制律形式

也变得越复杂。上述性质不仅给控制器设计带

来了很大的灵活性也使得控制器能满足不同的

设计指标要求。该特性将在后续仿真中进行

说明。

２　算例验证

为了验证本文所提控制律的有效性，本节针

对二阶不确定非线性系统（１）进行了算例验证。
其中，ｇ（ｘ）、ｂ（ｘ）和 ｄ的表达式分别选为：
ｇ（ｘ）＝０６ｓｉｎ（ｘ１＋２ｘ２），ｂ（ｘ）＝０５ｓｉｎ（ｘ１＋ｘ２）
＋１和ｄ＝０３ｓｉｎ（１０ｔ）＋０２ｃｏｓ（０．５ｘ１＋７ｘ２）。系
统状态期望的收敛时间设为 ｔｆ＝４ｓ，切换增益选
为ｋ＝１，其他控制参数选为ｍ＝ｎ＝２。

仿真算例中选择了不同的截断函数，分别为

ｆ（ｔ）＝ｔｆ－ｔ和ｆ（ｔ）＝ｔ
２＋Ａｔ＋Ｂ。其中，Ｂ＝－ｔ２ｆ－

Ａｔｆ，参数 Ａ为任意常数。由于参数 Ａ可任意取
值，因此它为控制系统提供了一个额外的自由度。

在本算例中，也选择了不同的参数 Ａ来测试控制
器性能。仿真结果如图１～４所示。

图１　系统状态ｘ１响应曲线

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ１

图２　系统状态ｘ２响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ２
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图３　控制输入
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔ

图４　滑模函数
Ｆｉｇ．４　Ｓｌｉｄｉｎｇｓｕｒｆａｃｅ

从图中结果可以看出，即使存在外部扰动，所

提控制律仍能保证系统状态在期望的有限时间收

敛为零。在控制律作用下，滑模函数一直在零值

附近，保证了受控系统良好的鲁棒性。从图中结

果可以进一步发现选择的截断函数不同，系统的

动态响应也各不相同。因此可以通过设计不同的

截断函数来对控制系统性能进行调节，该结果也

验证了所提控制器设计的灵活性。

３　结论

针对一类不确定非线性二阶系统，本文设计

了一种基于截断函数的有限时间滑模控制方法，

实现了受控系统状态的设定时间收敛。通过理论

分析和数值仿真验证了所提控制器设计的灵活性

和对外界扰动的鲁棒性。该方法的最大特点是截

断函数设计不唯一，这给控制器设计带来了很大

的灵活性。如果没有特殊的控制要求，截断函数

可设计为最简单的形式，即ｆ（ｔ）＝ｔｆ－ｔ，如果有额
外控制需求，可以通过增加截断函数的设计参数

来增加控制系统的自由度。由于很多控制问题

（如末制导和交会对接问题）需要在设定时刻实

现期望的性能指标，因此，所提控制策略在解决该

类问题上具有很大的潜力和价值。
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