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载体感应磁场的改进积分方程法

朱武兵，庄劲武，赵文春，刘胜道，周国华
（海军工程大学 电气工程学院，湖北 武汉　４３００３３）

摘　要：针对几何结构复杂的载体感应磁场计算问题，提出采用面单元和体单元分别对铁磁物体薄壳体
结构、非薄壳体结构剖分，并实现了感应磁场的积分方程法计算。球 －球体模型解析算例表明，所提方法数
值精度可靠，其平均相对误差不超过０．２７％；船舶模型仿真算例表明，该方法在单元量规模较小时计算精度
较好，体现了方法在载体感应磁场建模方面的优势。将该方法分别应用于潜艇主舱段 －设备模型和潜艇主
舱段模型磁场计算时，数值结果与实验结果平均相对误差均小于２％，数值和实验结果比较表明，铁磁设备对
模型磁场影响显著。仿真和实验算例均表明所提方法可有效应用于载体的感应磁场计算，具有一定的工程

实用价值。
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　　由铁磁材料构成的载体（如舰艇、飞机等）在
地磁场中因磁化引起的感应磁场（感应磁场属于

静磁场范畴）已成为威胁舰艇航行安全［１－２］及制

约磁传感器载体高精度测磁技术［３］发展的关键

因素。在舰艇消磁领域［４－５］，精确掌握舰艇感应

磁场特征是实现高精度补偿的关键；在船载磁传

感器海洋磁力测量或航空磁探测时，感应磁场是

测磁过程中主要干扰源之一［６－７］。由于载体几何

特征的复杂性，有限元法［８－９］、边界元法［１０］、积分

方程法［１１－１３］等数值计算方法已成为精确掌握载

体感应磁场的有效手段。在载体感应磁场数值方

面，法国海军舰艇磁隐身技术实验室与 ＣＥＤＲＡＴ

公司联手开发了适用于舰艇感应磁场的有限元软

件Ｆｌｕｘ３Ｄ［９］，有限元方法因需对整个计算区域剖
分而网格量巨大；而积分方程法只需对磁性区建

模，建模高效、简单且计算效率高；此外积分方程

法比较适用于载体感应磁场逆问题的研究［１４－１６］。

因而，积分方程法在感应磁场计算方面具有明显

的优势。

积分方程法在载体感应磁场计算方面已经取

得一系列的研究进展。文献［１７］采用面积分计
算方法有效地避免了单元耦合系数矩阵计算时的

奇异现象，法国学者 Ｃｈａｄｅｂｅｃ［１６］和郭成豹［１８］等

后续分别研究了快速多极子算法［１６］、自适应交叉
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近似算法［１８］、并行加速算法等使得磁场积分方程

法应用于感应磁场大规模计算成为可能。文

献［１６，１８］针对舰艇壳体薄的特点，采用三角形
壳单元对舰艇壳体剖分时感应磁场求解效率和精

度优势明显。然而仅对载体壳体磁场建模时计算

精度有限，因此应进一步考虑载体内部铁磁结构

对载体感应磁场的影响。由于载体内部多数铁磁

设备不能等效为薄壳体结构（只能采用体网格对

多数铁磁设备研究），本文研究基于体 －面混合
网格的磁场积分方程法，以更适用于载体感应磁

场数值计算。

１　三维静磁场体积分方程法

如图１所示，铁磁物体（如舰艇、飞机等）受
外界磁场Ｂ０作用且空间不存在自由电流时，场点
Ｐ的磁感应强度可表示为［１９］

Ｂ（ｒＰ）＝Ｂ０＋Ｂｍ（ｒＰ） （１）

式中：Ｂｍ（ｒＰ）＝－
μ０
４π!Ｐ∫ＶｍＭ（ｒＱ）·!Ｑ

１
ｒ( )
ＰＱ
ｄｖＱ；

其中
!Ｐ、!Ｑ分别为对场点、源点坐标的梯度计算，

Ｖｍ为铁磁物体所占体积，Ｍ（ｒＱ）为源点Ｑ处的磁
化强度，ｒＰ、ｒＱ分别为场点和源点矢径，ｒＰＱ＝ｒＰ－
ｒＱ为源点Ｑ指向场点Ｐ的矢径。

图１　均匀磁化场中的铁磁物体
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｍａｇｎｅｔｏｓｔａｔｉｃｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ

对于均匀磁化体，式（１）中的体积分可转化
为面积分［１９］，即

Ｂｍ（ｒＰ）＝－
μ０
４π!Ｐ∫Ｓ［Ｍ（ｒＱ）·ｎ］／ｒＰＱ ｄＳＱ

（２）
式中，Ｓ为均匀磁化体表面积，ｎ为均匀磁化体表
面的单位外法线方向矢量。感应磁场计算时，通

常将铁磁物体离散为若干个足够小的均匀磁化

体。以每个离散单元重心点为匹配点，可建立以

单元内部磁感应强度为未知量的代数方程组

μｒｊ
４π∑

Ｎ

ｉ＝１

μｒｉ－１
μｒｉ ∮ｓｉ［Ｂ（ｒＱｉ）·ｎｉ］

ｒＰＱｉ
ｒＰＱｉ

３ｄｓＱ －

Ｂ（ｒＰｊ）＝－μｒｊＢ０（ｒＰｊ） （３）

式中，Ｎ为铁磁区离散体单元数；ｉ、ｊ为离散单元
编号，μｒｉ、μｒｊ分别为相应单元的相对磁导率；
Ｂ０（ｒＰｊ）的物理意义为外加磁感应强度在第ｊ个单
元重心投影，可直接由外加磁感应强度获得。将

面积分中矢量展开成分量形式，可得

μｒｊ
４π∑

Ｎ

ｉ＝１

μｒｉ－１
μｒｉ
ＳＰｊＱｉＢ（ｒＱｉ）－Ｂ（ｒＰｊ）＝－μｒｊＢ０（ｒＰｊ）

（４）

式中，ＳＰｊＱｉ＝

ｓＰｊｘＱｉｘ ｓＰｊｘＱｉｙ ｓＰｊｘＱｉｚ
ｓＰｊｙＱｉｘ ｓＰｊｙＱｉｙ ｓＰｊｙＱｉｚ
ｓＰｊｚＱｉｘ ｓＰｊｚＱｉｙ ｓＰｊｚＱ









ｉｚ

的物理意义为

第ｉ个单元对第ｊ个单元的贡献系数矩阵。求解
各系数矩阵后，求解方程组（３）可求得各单元的
未知量，再通过式（１）可求得磁性区外任意场点
磁感应强度。

２　基于体－面混合剖分的磁场积分方程法

２．１　静磁场面积分方程法

针对薄壳体（舰艇、飞机外壳属于薄壳体范

畴）静磁场建模问题，文献［１６，１８］采用壳单元建
模，将磁介质区域分解为 Ｎ′个多边形壳体单元，
可建立如下方程

μｒｊ
４π∑

Ｎ′

ｉ＝１

μｒｉ－１
μｒｉ ∫Ｌｅｈｉ［Ｂ（ｒＱｉ）·ｎｉ］

ｒＰＱｉ
ｒＰＱｉ

３ｄｌＱ －

Ｂ（ｒＰｊ）＝μｒｊＢ０（ｒＰｊ） （５）
式中，Ｎ′为铁磁区离散单元数；ｉ、ｊ为离散单元编
号；μｒｉ、μｒｊ为单元内部的相对磁导率；ｅｈｉ为壳体单
元厚度；Ｌ为壳体单元线积分区域。进一步可写为
μｒｊ
４π∑

Ｎ′

ｉ＝１

μｒｉ－１
μｒｉ
ＬＰｊＱｉＢ（ｒＱｉ）－Ｂ（ｒＰｊ）＝－μｒｊＢ０（ｒＰｊ）

（６）

式中，ＬＰｊＱｉ＝ｅｈｉ

ＬＰｊｘＱｉｘ ＬＰｊｘＱｉｙ ＬＰｊｘＱｉｚ
ＬＰｊｙＱｉｘ ＬＰｊｙＱｉｙ ＬＰｊｙＱｉｚ
ＬＰｊｚＱｉｘ ＬＰｊｚＱｉｙ ＬＰｊｚＱ









ｉｚ

。

２．２　体－面混合网格剖分的磁场积分方程法

对于结构复杂的三维载体，采用壳单元和体

单元对磁性区剖分可使得建模简单、高效。建模

后采用点匹配法且以匹配点（匹配点为体单元或

壳单元重心）的磁感应强度矢量为未知量建立离

散方程组

μｒｊ
４π∑

Ｎ＋Ｎ′

ｉ＝１

μｒｉ－１
μｒｉ
ＣＰｊＱｉＢ（ｒＱｉ）－Ｂ（ｒＰｊ）＝－μｒｊＢ０（ｒＰｊ）

（７）
式中，Ｎ为体单元数目，Ｎ′为壳单元数目；ｉ、ｊ为离

·２０１·
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散单元编号；μｒｉ、μｒｊ为单元内部的相对磁导率；当
单元为体单元时，ＣＰｊＱｉ即 ＳＰｊＱｉ；当单元为壳单元
时，ＣＰｊＱｉ即ＬＰｊＱｉ。
２．２．１　耦合系数矩阵的计算

由式（７）可知，求解未知量的关键是求解单
元间耦合系数矩阵。本文考虑四面体和三角形单

元建模情形，匹配点选在各单元重心后体单元以

及壳单元对其他单元的贡献系数矩阵转化为单元

对被作用单元重心的积分求解。

１）四面体单元耦合系数矩阵求解
借鉴文献［１７］六面体单元间耦合系数矩阵

求解方法，四面体单元（如图２所示）对任意单元
的耦合系数矩阵求解方法如下

ＣＰｊＱｉ ＝ＳＰｊＱｉ ＝∑
４

ｌ＝１
ＲｌＫｌｎｌ （８）

式中，Ｒｌ为局部坐标系到全局坐标系的转化矩
阵；ｎｌ表示第ｌ个表面的外法线在全局坐标系下
的方向余弦；Ｋｌ＝ Ｓｌｘ Ｓｌｙ Ｓ[ ]ｌｚ

Ｔ表示局部坐标

系第ｌ个表面积分贡献矢量，式中各项可按ｓｌｍ ＝

∮ｓｌ（ｍＰ－ｍＱｌ）／ｒＰＱｌ ３ｄｓＱ（ｍ＝ｘ，ｙ，ｚ）求解；（ｘＰ，
ｙＰ，ｚｐ）为匹配点坐标，（ｘＱｌ，ｙＱｌ，ｚＱｌ）为积分表面积
分点坐标，ｒＰＱｌ为匹配点指向积分点的矢径。由于
面积分不存在奇异点，因而解析积分和高斯数值

积分均可取得较好的积分精度。

图２　四面体单元示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆａｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｅｌｅｍｅｎｔ

２）三角形单元耦合系数矩阵求解
用三角形单元对壳体部分剖分后，对任意三

角形单元可建立如图３所示的局部坐标系，同样
通过矢量恒等式及高斯定理可消除耦合系数矩阵

计算时奇异积分，此时

图３　三角形单元示意图
Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆａｔｒｉａｎｇｕｌａｒｅｌｅｍｅｎｔ

ＣＰｊＱｉ ＝ＬＰｊＱｉ ＝∑
３

ｌ＝１
ＲｌＴｌｎｌ （９）

式中，Ｒｌ为局部坐标系到全局坐标系的转化矩
阵；ｎｌ表示三角形第 ｌ条边线外法线在全局坐标
系下的方向余弦；Ｔｌ＝［Ｌｌｘ Ｌｌｙ Ｌｌｚ］

Ｔ表示局部坐

标系下第 ｌ条边对匹配点积分贡献矢量，Ｌｌｍ ＝

∫ｌ（ｍＰ－ｍＱｌ）／ｒＰＱｌ ３ｄｌＱ（ｍ ＝ｘ，ｙ，ｚ）求解。式中
各变量含义与Ｓｌｍ具有一致性，不同之处在于此处
为线积分。

２．２．２　任意场点的磁场计算
耦合系数矩阵求解后，由式（７）可求解得各

匹配点未知磁感应强度矢量。磁性区外场点的感

应磁感应强度（ＩｎｄｕｃｅｄＭａｇｎｅｔｉｃｆｌｕｘｄｅｎｓｉｔｙ，ＩＭ）
可按式（１０）求解

Ｂ（ｒＰ）＝
１
４π∑

Ｎ＋Ｎ′

ｉ＝１

μｒｉ－１
μｒｉ
ＣＰＱｉＢ（ｒＱｉ） （１０）

式中，ＣＰＱｉ为编号 ｉ单元对场点 Ｐ的贡献系数
矩阵。

３　算例分析

首先，采用解析解算例（球 －球壳体模型，模
型１）验证数值算法的准确性；接着，通过船舶模
型（模型２）说明该方法对于复杂模型分析的适用
性及优势；最后，通过实验算例潜艇主舱段－设备
模型，简称模型３）进一步验证算法的准确性。为
验证设备模型对模型３感应磁场的影响，同时对
潜艇主舱段（不包含长方体设备模型，模型４）感
应磁场进行数值计算与测量。为达到更好的表述

效果，模型均用半剖分示意图展示。

３．１　解析算例

模型１的坐标系及尺寸（尺寸单位为ｍ，无特
别说明时本文其他长度单位均为ｍ）如图４所示，
实心球体和球壳均匀介质的相对磁导率均为

１４０，球壳厚度１ｍｍ，模型１置于垂向分量为Ｂｚ＝
３４５００ｎＴ的激励中。首先，通过求解拉普拉斯边
值问题推导了球壳外场点 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）磁感应强度
解析解如下

Ｂｘ＝Ａ６３ｘｚ／（ｘ
２＋ｙ２＋ｚ２）５／２

Ｂｙ＝Ａ６３ｙｚ／（ｘ
２＋ｙ２＋ｚ２）５／２

Ｂｚ＝－Ａ６（ｘ
２＋ｙ２－２ｚ２）／（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）５／

{ ２

（１１）
式中，Ａ６＝［－３αμｒ２Ａ３－（１－μｒ２）ｃ

３Ｂｚ］／（μｒ２＋２），

Ａ３＝
３ｂ３ｃ３（μｒ２－１）Ｂｚ

ｃ３（μｒ２＋２）（２αμｒ２＋α＋３）－２αｂ
３（μｒ２－１）

２，

·３０１·
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α＝
ｂ３（１－μｒ２）（μｒ１＋２）－ａ

３（１－μｒ１）（２＋μｒ２）
３μｒ２ａ

３（１－μｒ１）
，

ａ、ｂ、ｃ依次为球体半径、球壳体内半径和外半径，
μｒ１、μｒ２分别为球体和球壳体材料相对磁导率，Ｂｚ
为外加垂向磁感应强度幅值。接着，采用商业软

件Ｈｙｐｅｒｍｅｓｈ建模，网格模型包含节点８１８个，四
面体单元１０９０个，三角形壳单元９６１个；同时采用
解析方法和本文方法计算测线 Ａ（－１，０，２）、
Ｂ（１，０，２）上等间距分布的４１个场点的 ＩＭ三分
量，两种方法的求解结果如图５所示。以平均相对
误差（ＡｖｅｒａｇｅＲｅｌａｔｉｖｅＥｒｒｏｒ，ＡＲＥ，定义见式（１２））
为评估指标、且以解析解作为参考时，Ｘｉｚ（垂向激
励时ＩＭ的ｘ分量，Ｙｉｚ、Ｚｉｚ含义类似）、Ｙｉｚ（Ｙｉｚ解析
解为０，以最大绝对误差考察 Ｙｉｚ数值误差）、Ｚｉｚ误
差依次为０１２％、０１１６ｎＴ、０２７％。

ＡＲＥ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
理论值 －计算值 ／ｍａｘ理论值

（１２）

图４　模型１剖分图
Ｆｉｇ．４　Ｍｅｓｈｏｆｍｏｄｅｌ１

图５　两种方法测线ＡＢ上场点的ＩＭ
Ｆｉｇ．５　ＩＭｏｆｍｅａｓｕｒｅｌｉｎｅＡＢｗｉｔｈｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

３．２　仿真算例

图６所示为某船舶模型的半剖图，外壳的主
要几何尺寸长６７６ｍ、宽１０ｍ、高１０２ｍ，壳体
厚度１４ｍｍ，吃水线为２ｍ；模型内部包含厚度为
２０ｍｍ的长方壳体模型、柱锥体模型；长方壳体及
柱锥体在船壳体中的分布关于 ｘ轴对称，二者左

视图是边长为２ｍ的方形面；舰艇外壳、内部长方
形壳体、柱锥实体材料的相对磁导率分别为２００、
６０、１４０，模型置于Ｂｘ＝３４５００ｎＴ激励中。外壳模
型及内部长方壳体模型分别采用１５５６、２０８个三
角形单元建模，柱椎体采用３５６个四面体单元建
模。采用本文方法计算了水线下方１倍船宽深度
（即水线下方 １０ｍ深度，简称 １Ｂ深度）测线 Ｃ
（－５０７，０，１０５）、Ｄ（５０７，０，１０５）上等间距分
布３４个场点的ＩＭ三分量。

图６　模型２剖分示意图
Ｆｉｇ．６　Ｍｅｓｈｏｆｍｏｄｅｌ２

为验证计算结果的准确性，同时采用有限元

方法（网格模型单元量约为１４８万）计算了ＣＤ上
各场点的ＩＭ三分量，两种方法计算结果如图７所
示。以有限元计算结果为参照对各分量的数值误

差进行分析，Ｘｉｘ、Ｙｉｘ及 Ｚｉｘ的误差依次为１０１％、
３９２ｎＴ及０７１％。

图７　模型２磁场计算结果
Ｆｉｇ．７　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｏｄｅｌ２

３．３　实验算例

图８所示为模型３的坐标系及部分尺寸示意
图；同时给出了该模型的左视图，圆柱壳体横截面

外半径为０１５３ｍ，内半径为０１５ｍ，长方体（设
备简化模型）的方形横截面边长为０１ｍ；模型３
置于Ｂｘ＝３４５００ｎＴ的激励中，材料相对磁导率均
为１５５。计算时，体面网格模型包含节点 １１７７
个，四面体单元１４９５个，三角形壳单元１４４８个；
同时在无磁实验室通过两航向测量法获取模型４
正下方测线 Ｅ（－０１２，０，０３）、Ｆ（０１２，０，０３）
上等间距分布３１个场点上的ＩＭ三分量。

·４０１·
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图８　模型３剖分示意图
Ｆｉｇ．８　Ｍｅｓｈｏｆｍｏｄｅｌ３

为对比设备模型对模型３磁场的影响，计算
并测量了模型４（模型４采用三角形壳单元剖分，
该剖分与模型３圆柱壳体剖分相同）测线３场点
ＩＭ三分量。图９所示为模型３、模型４的计算与
实验测量结果，以测量值为参考，对数值计算误差

进行了分析，结果见表１。同样地，可用平均相对
误差作为指标评估模型３和模型４感应磁场的偏
差并以模型３计算结果作为参考值，Ｚｉｘ平均相对
误差为９４４％，且部分场点ＩＭ三分量变化较大，
偏差较大场点离长方体设备模型距离较近，这表

明设备模型对模型磁场具有明显的影响。

图９　模型３、模型４磁场计算结果及比较
Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ

ｍｏｄｅｌ３ａｎｄｍｏｄｅｌ４

表１　实验算例误差分析

Ｔａｂ．１　Ｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｅｘａｍｐｌｅｓ

误差 Ｘｉｘ／％ Ｙｉｘ／ｎＴ Ｚｉｘ／％

模型３ １．７３ ２３．８８ １．２８

模型４ １．１９ ２５．４８ １．６９

４　结论与讨论

本文提出了基于四面体单元和三角形壳单元

混合网格的感应磁场积分方程法，并编写了相应

的程序包，该方法结合了两种不同网格在静磁场

建模方面的优势。三个算例表明：

１）解析算例的平均相对误差不超过０２７％，

表明算法精度可靠；数值误差来源于磁性物体离

散化误差。

２）仿真算例的平均相对误差在２％以内，计
算结果表明，对于几何尺寸、型线与实际舰船相当

的模型，只需２０００多个混合单元就可达到较好的
计算精度，在普通的 ６４位机上编写的 ＭＡＴＬＡＢ
程序包约４０ｍｉｎ可完成计算；采用专门的数值计
算语言Ｆｏｒｔｒａｎ可进一步提高计算效率。值得说
明的是，误差分析以有限元计算结果为参照，有限

元计算同样存在一定的数值误差。

３）实验算例进一步表明了方法的计算精度；
模型３与模型４结果比较表明，设备模型对模型
３的ＩＭ影响显著，从而表明该方法可有效应用于
载体的感应磁场计算。

舰艇感应磁场一般考察 １Ｂ深度平面场点
ＩＭ，大型舰艇感应磁场建模在数万单元时仍有望
通过本文研究方法的 Ｆｏｒｔｒａｎ程序高效地实现计
算。实际中载体的几何结构更为复杂且有时所需

考察场点离载体本身较近，建模所需单元量进一

步加大，因而需进一步研究快速多极子等算法以

实现磁场积分方程法的大规模快速计算，使其应

用前景更为广阔。
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