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固体推进剂黏弹性本构模型及其有限元应用研究

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摘　要：基于时温等效原理和ＷＬＦ方程建立推进剂黏弹性泊松比主曲线方程，进而建立考虑时间温度相
关泊松比的推进剂本构模型。基于增量有限元方法，采用完全显式积分算法推导增量形式的黏弹性本构方

程。根据ＭＳＣ．Ｍａｒｃ用户子程序编程规则，确定本构模型对应的一致切线刚度矩阵从而实现本构模型的有限
元应用。先后通过固化降温以及点火增压工况，分别采用黏弹性泊松比以及弹性泊松比对药柱结构进行应

力应变力学响应分析，并对比不同类型泊松比对应力应变场的影响。研究方法和结果可为发动机药柱的精

细结构完整性分析提供参考。
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　　固体推进剂是典型的黏弹性材料，其泊松
比在材料参数中扮演着重要的角色。试验结果

显示［１］，推进剂黏弹性泊松比是与时间、温度、

纵向应变水平以及预紧力相关的量。仿真结果

表明［２－３］，推进剂泊松比在千分位上的变化会对

结构分析带来重要的影响。然而，在实际发动

机结构分析中，推进剂黏弹性泊松比常被处理

成常数。由以上分析可知，这样的假设势必会带

来不合理的分析结果。因此，利用黏弹性泊松比替

代弹性泊松比进行结构分析是非常有必要的。

一些专家学者对不同弹性泊松比下推进剂药

柱结构时间－温度相关的力学响应进行了分析，
结果表明［２－３］，当泊松比从不可压情况下的泊松

比变化到可压情况下的泊松比时，泊松比对药柱

结构分析会有特别严重的影响。尽管以上分析说

明了泊松比对结构分析的影响，但是黏弹性泊松

比对药柱结构的影响分析依旧没有解决。Ｄｅｎｇ
等［４］研究了考虑时间相关泊松比的非线性黏弹

性本构模型，并采用增量有限元方法对推进剂药

柱结构进行了有限元分析。仿真结果表明，弹性

泊松比计算得出的应力应变结果比黏弹性泊松比

计算得出的小得多。但是，Ｄｅｎｇ等在研究中利用
的由Ｐａｎ等［５］测量得到的黏弹性泊松比是非常高

的，并且在２００ｓ内达到了平衡泊松比０４９９６４，
相比于分析中十年的贮存时间，２００ｓ的时间可以
完全忽略。此外，在他们的分析中，泊松比的温度

相关性并没有考虑。因此，有必要利用测量得到

的泊松比数据开展与时间以及温度相关的黏弹性
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泊松比对推进剂药柱结构分析影响的研究。

１　考虑黏弹性泊松比的三维黏弹性本构
模型

１．１　黏弹性泊松比和松弛模量主曲线

数字图像相关方法［１］是一种非接触式的高

精度的图像测量技术，该方法避免了传统接触式

双引伸计方法带来的附加刚度，同时还提高了泊

松比的测量精度。数字图像相关方法利用电荷耦

合元件记录被测物变形前后表面的两幅数字散斑

图，对数字散斑图进行有关的运算，找到相关系数

最大的极值点，进而求出位移和变形。基于数字

图像相关方法对六组不同温度条件（７０℃、
５０℃、２０℃、０℃、－１５℃、－３０℃）下的固体推
进剂黏弹性泊松比进行测量，测量结果显示固体

推进剂的泊松比既是时间的函数，又是温度的函

数。类似于松弛模量，泊松比随时间与温度的变

化关系亦符合时温等效原理，可以利用构建松弛

模量主曲线的方法构建泊松比主曲线。图１（ａ）
所示为对数坐标系中不同温度条件下 ＨＴＰＢ
（ｈｙｄｒｏｘｙｌｔｅｒｍｉｎａｔｅｄｐｏｌｙｂｕｔａｄｉｅｎｅ）复合固体推进
剂的泊松比的曲线分布（图中ｔ代表时间，其单位
为ｓ），可以发现，不同温度下的泊松比曲线有着
相似的规律，这为利用时温等效原理构建泊松比

主曲线提供了直观的证据。

图１（ｂ）中的散点为根据不同温度下的移位
因子将泊松比的测量结果进行平移得到的在参考

温度下的新的点。利用最小二乘法拟合出了泊松

比主曲线，其参考温度为２０℃。
此外，将黏弹性泊松比表示为Ｐｒｏｎｙ级数形式：

ν（ｔ）＝ν０＋∑
Ｎν

ｎ＝１
νｎ（１－ｅ

－ｔ
τνｎ） （１）

或者类似的：

ν（ｔ）＝ν∞ －∑
Ｎν

ｎ＝１
νｎｅ

－ｔ
τνｎ （２）

其中，ν０是初始泊松比，ν∞ 是平衡泊松比，Ｎν是
Ｐｒｏｎｙ级数项数，ｔ代表时间，τνｎ和νｎ为待定系数。

（ａ）对数坐标下的黏弹性的松比
（ａ）ＶｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃＰｏｉｓｓｏｎ′ｓｒａｔｉｏｎｕｎｄｅｒ

ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

（ｂ）参考温度２０℃下的黏弹性泊松比主曲线
（ｂ）ＭａｓｔｅｒｃｕｒｖｅｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃＰｏｉｓｓｏｎ′ｓｒａｔｉｏｕｎｄｅｒ

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｆ２０℃

图１　黏弹性泊松比在不同坐标系下的曲线分布
Ｆｉｇ．１　ＣｕｒｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃＰｏｉｓｓｏｎ′ｓ

ｒａｔｉｏｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

　　表１给出了该主曲线的 Ｐｒｏｎｙ级数参数，其
中级数项数取５。

为了能够描述固体推进剂泊松比在工作范围

内任意温度的变化规律，需要利用 ＷＬＦ［６］方程进
行任意温度的转换。利用最小二乘法拟合 ＷＬＦ
方程，拟合结果显示，ＷＬＦ方程系数Ｃ１＝－２２８９
和Ｃ２＝－１０９４３。

表１　黏弹性泊松比主曲线Ｐｒｏｎｙ级数系数
Ｔａｂ．１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｔｈｅＰｒｏｎｙｓｅｒｉｅｓｆｏｒｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃＰｏｉｓｓｏｎ′ｓｒａｔｉｏｍａｓｔｅｒｃｕｒｖｅ

Ｎν

０ １ ２ ３ ４ ５

τνｎ／ｓ ２．７８×１０－６ １．３９×１０－２ ６９．５４ ３．４８×１０５ １．７４×１０９

νｎ ０．３９８２ ０．０２５９ ０．０２１３ ０．０１６８ ０．００４５ ０．０１９９

·８２·
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　　文献［７］中提到，在同一试验中同时测量出
黏弹性材料的两项力学参数是较为完备的参数测

量方法。本文在进行固体推进剂泊松比的测量

时，采用的试验方法为松弛试验，在测量泊松比的

同时也进行了松弛模量的测量。类似地，表２给
出了松弛模量主曲线的 Ｐｒｏｎｙ级数形式 Ｅ（ｔ）＝

Ｅ０－∑
ＮＥ

ｎ＝１
Ｅｎ（１－ｅ

－ｔ
τＥｎ）中的参数，级数项数ＮＥ取５

项，参考温度为 ２０℃。其中，Ｅ０是初始松弛模
量，ｔ代表时间，τＥｎ和Ｅｎ为待定系数。

同样为了能够描述固体推进剂松弛模量在工

作范围内任意温度的变化规律，需要利用ＷＬＦ方
程进行任意温度的转换。利用最小二乘法拟合

ＷＬＦ方程，拟合结果显示，ＷＬＦ方程系数 Ｃ１＝
１５２３和Ｃ２＝３３４５２。

１．２　考虑黏弹性泊松比的应力应变关系

通过对推进剂本构模型进行 Ｌａｐｌａｃｅ变换，
考虑黏弹性泊松比的黏弹性本构［８］可以表示成：

σｉｊ（ｔ）＝Ｓｉｊ（ｔ）＋
１
３δｉｊσｋｋ（ｔ） （３）

其中，δｉｊ为克罗内克符号，偏应力 Ｓｉｊ（ｔ）和球应力
σｋｋ（ｔ）可以表示为

　Ｓｉｊ（ｔ）＋∫
ｔ

－∞
ν（θ－θ′）

Ｓｉｊ（τ）
τ

ｄτ

＝∫
ｔ

－∞
Ｅ（ξ－ξ′）

ｅｉｊ（τ）
τ

ｄτ （４）

　σｋｋ（ｔ）－２∫
ｔ

－∞
ν（θ－θ′）

σｋｋ（τ）
τ

ｄτ

＝∫
ｔ

－∞
Ｅ（ξ－ξ′）

^εｋｋ（τ）
τ

ｄτ （５）

其中，

ε^ｋｋ＝εｋｋ－３αΩ （６）
θ和ξ表示折算时间，Ω表示温度变化，α为热膨
胀系数，εｋｋ为体积应变。

根据卷积积分的原理，式（４）和式（５）可以化
简为：

　Ｓｉｊ（ｔ）＋ν（θ）Ｓｉｊ（０）＋∫
ｔ

０
ν（θ－θ′）

Ｓｉｊ（τ）
τ

ｄτ

＝Ｅ（ξ）ｅｉｊ（０）＋∫
ｔ

０
Ｅ（ξ－ξ′）

ｅｉｊ（τ）
τ

ｄτ （７）

σｋｋ（ｔ）－２ν（θ）σｋｋ（０）－２∫
ｔ

０
ν（θ－θ′）

σｋｋ（τ）
τ

ｄτ

＝Ｅ（ξ）^εｋｋ（０）＋∫
ｔ

０
Ｅ（ξ－ξ′）

^εｋｋ（τ）
τ

ｄτ

（８）

２　含黏弹性泊松比的黏弹性本构的增量
形式及一致切线刚度矩阵

２．１　本构关系的离散化

为了在有限元软件应用上述本构关系，实现

数值计算，需要对本构模型进行离散化。首先时

间区间［０，ｔ］可以划分为若干个分析时间步，即：
［０，ｔ］＝∪

ｎ
［ｔｎ，ｔｎ＋１］，ｔｎ＋１＝ｔｎ＋Δｔｎ＋１ （９）

类似地，折算时间θ（ｔ）和ξ（ｔ）也划分为相应
的时间步：

［０，θ］＝∪
ｎ
［θｎ，θｎ＋１］，θｎ＋１＝θｎ＋Δθｎ＋１

（１０）
［０，ξ］＝∪

ｎ
［ξｎ，ξｎ＋１］，ξｎ＋１＝ξｎ＋Δξｎ＋１

（１１）
同理，可以得到离散化的本构方程：

Δσｉｊ（ｔｍ＋１）＝ΔＳｉｊ（ｔｍ＋１）＋
１
３δｉｊΔσｋｋ（ｔｍ＋１）

（１２）
其中：

ΔＳｉｊ（ｔｍ＋１）＝Ｓｉｊ（ｔｍ＋１）－Ｓｉｊ（ｔｍ） （１３）
Δσｋｋ（ｔｍ＋１）＝σｋｋ（ｔｍ＋１）－σｋｋ（ｔｍ） （１４）

２．２　数值积分策略

在每个时间步结束时，黏弹性应变 ｅｉｊ（ｔ）和

ε^ｋｋ（ｔ）通常通过对应变率的数值积分的方法
求得［９－１０］：

εｎ＋１ｖｅ ＝ε
ｎ
ｖｅ＋［（１－β）

ｄεｖｅ
ｄｔ ｎ＋β

ｄεｖｅ
ｄｔ ｎ＋１］Δｔｎ＋１

（１５）
其中，εｖｅ代表黏弹性应变，Δｔｎ＋１＝ｔｎ＋１－ｔｎ，β表示
时间步参数。β＝０代表完全显示积分，β＝１代
表完全隐式积分，此外当 β＞０时，都代表隐式
积分。

表２　松弛模量主曲线Ｐｒｏｎｙ级数系数
Ｔａｂ．２　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｔｈｅＰｒｏｎｙｓｅｒｉｅｓｆｏｒｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｏｄｕｌｕｓｍａｓｔｅｒｃｕｒｖｅ

ＮＥ

０ １ ２ ３ ４ ５

τＥｎ／ｓ ６．６７６×１０－３ ０．１７８ ４．７４６ １２６．５７８ ３３７５．２７３
Ｅｎ／ＭＰａ ７４．４６７ ４９．２２ １６．５１ ４．６９ １．９７ １．０９

·９２·
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　　因为在计算中考虑了黏弹性泊松比，在一个
时间步结束，求解黏弹性应力张量增量 ΔＳｉｊ（ｔ）和
Δσｋｋ（ｔ）依旧需要用到数值积分。

类似地，一个时间步结束时，黏弹性应力的计

算通常通过对应力变化率的数值积分的方法

求得：

σｎ＋１ｖｅ ＝σ
ｎ
ｖｅ＋［（１－β）

ｄσｖｅ
ｄｔ ｎ＋β

ｄσｖｅ
ｄｔ ｎ＋１］Δｔｎ＋１

（１６）
其中，σｖｅ代表黏弹性应力。

对于完全显式积分算法是非常容易编程实现

的并且每一个时间步花费的计算内存较少。尽管

会出现一些数值不稳定的现象，但是大多数的黏

弹性问题［１１－１５］都采用了这一算法。隐式算法每

一步的计算需要消耗更多的时间，但是其计算数

值比较稳定［１６－１７］。尽管隐式算法很少面临数值

不稳定的情况，但是对于非线性黏弹性问题，它会

比显式算法消耗更多的计算时间［９－１０］。此外，还

有其他的一些算法，介于完全显式与隐式算法之

间，比如半显式算法［１８］、半隐式算法［１９］、显 －隐
式算法［２０］以及预校正显 －隐式算法［２１］也被用来

处理非线性黏弹性问题。然而，这类算法针对三

维非线性黏弹性问题而言编程比较复杂并且会产

生不收敛的现象。基于以上分析，本文将采用完

全显示算法进行数值积分。

２．３　一致切线刚度矩阵

在有限元软件 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ二次开发程序中，
基于应力更新的一致切线刚度矩阵是求解问题的

关键。此外，一致切线刚度矩阵的优劣还会决定

迭代的速率。小变形条件下，在ｔｍ＋１时刻，一致切
线刚度矩阵有以下形式：

Ｃｉｊｋｌ（ｔｍ＋１）＝
Δσｉｊ（ｔｍ＋１）
Δεｋｌ（ｔｍ＋１）

（１７）

由于材料各向同性的属性，有以下关系式

成立：

　Ｃ２２２２（ｔｍ＋１）＝Ｃ３３３３（ｔｍ＋１）＝Ｃ１１１１（ｔｍ＋１） （１８）
　Ｃ２２３３（ｔｍ＋１）＝Ｃ１１３３（ｔｍ＋１）＝Ｃ１１２２（ｔｍ＋１） （１９）
　Ｃ２３２３（ｔｍ＋１）＝Ｃ１３１３（ｔｍ＋１）＝Ｃ１２１２（ｔｍ＋１） （２０）

３　考虑黏弹性泊松比的药柱结构力学响
应分析

　　为了研究黏弹性泊松比对药柱结构力学响应
的影响，本节利用上文推导的增量形式的本构关

系以及一致切线刚度矩阵，编写了相应的用户子

程序；基于ＭＳＣ．Ｍａｒｃ软件二次开发技术，分析了
两种常见工况下发动机结构的应力应变响应。为

了简化模型，利用发动机结构的对称性，采用了发

动机结构的１／１６模型进行分析。在发动机头部，
对称面上施加了相应的位移约束。整个发动机结

构有限元模型如图 ２所示，其中总的节点数为
４４５７９，正六面体单元数为３８４４４。发动机药柱
的泊松比及松弛模量的参数采用第１节中的数据
处理结果，壳体和绝热层以及药柱的其他力学参

数如表３所示。为了对比黏弹性泊松比与弹性泊
松比计算结果的差异，由规范 ＱＪ３２２８－２００５测
得的泊松比ν＝０．４９８，将作为弹性泊松比计算的
输入参数。

图２　发动机整体有限元模型
Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｓｈｏｆｔｈｅｓｏｌｉｄｒｏｃｋｅｔｍｏｔｏｒ

表３　发动机材料相关力学参数

Ｔａｂ．３　Ｂａｓｉｃｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｏｌｉｄｒｏｃｋｅｔｍｏｔｏｒ

材料参数 壳体 绝热层 药柱

Ｅ／ＭＰａ ６５２３２ ６．５ —

ν ０．１１６ ０．４９ —

α／Ｋ－１ １×１０－６ １．３×１０－４ １．０１×１０－４

ρ／（ｋｇ／ｍ３） １５００ １１００ １８０７

３．１　固化降温工况

固化降温是推进剂药浆在一定的时间和温度

条件下完成固化交联的过程。固化过程中的固化

时间和固化温度是主要的控制参数，高的固化温

度容易造成较大的热应力，对后续装药的结构带

来不良影响。所以，在固化降温阶段对发动机结

构进行分析对指导固化过程有着重要的意义。

·０３·



　第５期 崔辉如，等：固体推进剂黏弹性本构模型及其有限元应用研究

考虑零应力温度５８℃，在１ｄ内降低至室温
２０℃，温度变化曲线参考经验方程为：
　Ｔ（ｔ）＝ＴＩ－（ＴＩ－Ｔｒ）（１－ｅ

－６．８×１０－５ｔ） （２１）
其中，ＴＩ为零应力温度，即 ５８℃；Ｔｒ为室温，即
２０℃。

图３所示为固化降温过程中，药柱表面Ｐ１和
Ｐ２点处米塞斯应变和米塞斯应力随时间的变化
曲线。由图可以发现，定泊松比条件下的米塞斯

应变和米塞斯应力计算一直大于黏弹性泊松比条

件下的计算结果，并且随着时间的推移，结果差异

越大。黏弹性泊松比条件下计算结果比定泊松比

条件下计算结果小的原因主要是黏弹性泊松比计

算条件下，泊松比远远小于０４９８，这一点可以从
第１１节的黏弹性泊松比主曲线中看出。

（ａ）米塞斯应变时间变化曲线
（ａ）ＶｏｎＭｉｓｓｅｓｓｔｒａｉｎｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

（ｂ）米塞斯应力时间变化曲线
（ｂ）ＶｏｎＭｉｓｓｅｓｓｔｒｅｓｓｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

图３　固化降温阶段计算结果对比
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｓｏｌｉｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

３．２　点火增压工况

点火增压过程是发动机结构分析中最为危险

的工况之一。点火增压过程中，燃烧室内压力变

化过程比较复杂，一般而言，可将压力变化曲线简

化为：

Ｐ（ｔ）＝Ｐ０（１－ｅ
－ｋｔ） （２２）

其中，Ｐ０为内压的峰值，ｋ为调节系数。为分析方
便，内压峰值Ｐ０取６ＭＰａ，压力调节系数取２０，分
析时间为０３ｓ。此外，在点火增压之前，发动机
已经经历固化降温阶段（在１ｄ内由５８℃降温至
２０℃）以及升温阶段（在 ２ｈ内由 ２０℃升温至
４０℃），即高温４０℃点火。

图４所示为点火增压过程中，药柱表面Ｐ２点
处米塞斯应变和米塞斯应力随时间的变化曲线。

由图可以发现，黏弹性泊松比条件下的米塞斯应

变和米塞斯应力随时间变化的曲线在很短时间内

超过了定泊松比条件下的计算结果，随着时间的

推移，结果之间的差异越大；在０３ｓ时，黏弹性
泊松比条件下的米塞斯应变是定泊松比条件下的

３４１倍，米塞斯应力是定泊松比条件下的 ４８６
倍。造成这一现象的原因同样是在点火过程中药

柱的黏弹性泊松比远远小于０４９８。

（ａ）米塞斯应变时间变化曲线
（ａ）ＶｏｎＭｉｓｓｅｓｓｔｒａｉｎｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

（ｂ）米塞斯应力时间变化曲线
（ｂ）ＶｏｎＭｉｓｓｅｓｓｔｒｅｓｓｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

图４　点火增压阶段计算结果对比
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｉｇｎｉｔｉｏｎ

ｐｒｅｓｓｕｒｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

·１３·
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４　结论

基于时温等效原理对不同温度条件下测得的

推进剂的泊松比时间相关曲线进行平移，利用

ＷＬＦ方程对平移后的泊松比主曲线进行数据拟
合，得到了推进剂泊松比在２０℃条件下的泊松比
主曲线方程。通过将考虑黏弹性泊松比的推进剂

非线性黏弹性本构模型离散化，得到了增量形式

的非线性黏弹性本构模型以及该模型的一致切线

刚度矩阵。基于 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ二次开发技术，编写
了该模型的用户子程序，通过两个算例分析了黏

弹性泊松比对药柱结构力学响应分析的影响。计

算结果表明：

１）对于温度载荷而言，定泊松比条件下的米
塞斯应变和米塞斯应力计算一直大于黏弹性泊松

比条件下的计算结果，原因是在温度载荷下，泊松

比越大，药柱结构的应力应变响应越明显。

２）对于压力载荷而言，定泊松比条件下的米
塞斯应变和米塞斯应力计算远小于黏弹性泊松比

条件下的计算结果，原因是在压力载荷下，泊松比

越小，药柱结构的应力应变响应越明显。这一点

在关于定泊松比对结构分析影响的文献［２－３］
中可以找到明显的计算实例。
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