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交互式 Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化决策

胡佳鑫，杨乐平
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摘　要：针对现有高维多目标可视化技术不能有效显示决策偏好信息这一难题，提出一种基于径向轴图
的交互式Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化决策方法。进行标准化适应度函数处理，消除量纲差距；根据交互更新的轴向量
矩阵建立最小二乘问题模型，通过 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆矩阵方法求解投影点，从而获得 Ｐａｒｅｔｏ前沿分布图。
该方法能够有效显示目标各维度信息，直观呈现决策偏好，动态表现目标性能趋势。通过实验与传统可视化

技术对比分析，验证了该方法的有效性和实用性。
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　　在高维多目标优化问题中，目标向量构成了
多目标优化问题的非劣最优目标域，称为 Ｐａｒｅｔｏ
前沿。一般地，各子目标之间存在复杂的冲突性，

决策者需要深度发掘Ｐａｒｅｔｏ前沿特性并结合实际
需求作出最终选择。高维多目标可视化技术将

Ｐａｒｅｔｏ前沿投影至低维观测空间，提供用户直观
有效的决策辅助，广泛应用于数据挖掘、决策分

析、任务规划以及多学科优化设计等领域，成为高

维多目标优化问题的研究热点之一［１］。

为辅助决策者正确分析多维目标信息，多目

标可视化技术应满足直观、有效以及简单等特点。

目前，高维多目标可视化问题的研究成果主要分

两类：

一类是完好无损地表现目标各维度信息，保

证信息的不缺失。平行坐标系［２］与热图［３］是目

前广泛应用的多目标可视化方法，其特点是将所

有目标信息通过单一的视图呈现，虽然效果直观，

但高维度空间势必会引起视觉混乱。散点图［４－５］

通过将目标的各维度信息两两组合成图表进行对

比分析，图表的数量随维度增长呈指数级增加，对

于决策者在实际应用中十分不便。ｎ维图表［６］是

基于决策偏好的 Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化方法，该方法
提出一种目标全局信息的共享机制，采用多图表

分别绘制权重分配下各维度信息与全局信息的对

比结果，能够有效地反映目标信息与决策偏好。

但是，该方法的权重分配对于同时多个目标偏好

的分层效果不佳。

另一类是对原始数据进行压缩降维，然后投

影至低维观测空间进行可视化分析，如主成分图

（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＢｉｐｌｏｔｓ，ＰＣＢ）［７］、星图［８］、

基于分形的降维方法以及旋转其可视化方法［９］

等。ＰＣＢ是目前国外对于高维数据可视化非常
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有效的方法，该方法通过对原始数据矩阵进行奇

异值分解，提取高维数据聚类特征后降维映射至

低维观测空间完成可视化，具有较高的数据压缩

质量。但是，该方法得到静态的轴向量与投影点，

不能满足实际应用场景中决策者根据偏好调整参

数的交互需求。

文献［１１］提出了一种增强高维数据可视化
效果的自适应径向轴图方法，根据交互更新的轴

向量矩阵建立降维映射模型，对模型求解获得低

维投影点，可视化效果直观有效。鉴于此思想，本

文利用径向轴图的交互优势，提出一种基于径向

轴图的交互式 Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化决策方法。首
先，介绍了径向轴图的基本原理，径向轴图较好地

降低了数据降维映射带来的信息损失。然后，阐

述了如何基于径向轴图实现Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化决
策，根据用户交互即时更新视图，辅助决策者正确

把握目标性能趋势。最后，通过仿真实验以及与

传统可视化技术的对比，证明了本文方法能够将

决策偏好信息与 Ｐａｒｅｔｏ前沿分布有效地结合显
示，辅助决策者正确把握目标性能趋势，筛选出满

足实际需求的可行方案。

１　Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化问题

设 Ｘｆ为多目标优化问题的可行解集，
Ｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ））为目标向量，所
有Ｐａｒｅｔｏ非支配解的集合构成该多目标优化问题
的Ｐａｒｅｔｏ非支配解集Ｐ，如式（１）所示［１］。

Ｐ ＝｛ｘ∈Ｘｆｘ′∈Ｘｆ：ｘ′ｘ｝ （１）
其中，ｘ′ｘ表示ｘ′Ｐａｒｅｔｏ支配ｘ，简称支配。

Ｐ的目标向量构成了多目标优化问题的非
劣最优目标域，即 Ｐａｒｅｔｏ最优前沿，如式（２）
所示。

ＰＦ＝｛ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）ｘ∈Ｐ｝（２）
Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化问题主要解决将 ｍ维

Ｐａｒｅｔｏ最优前沿 ＰＦ降维投影至观测空间。本文
仅考虑Ｐａｒｅｔｏ前沿在二维平面上的投影问题。

２　径向轴图原理

径向轴图方法通过将高维数据空间向低维观

测空间投影变换来提供可视化决策功能。为方便

讨论，本文考虑ｎ维数据样本投影至 ｍ维观测空
间，ｎ≥３≥ｍ，ｍ＝２。数据样本点表示为 ｘｄ∈ＲＲｎ，
Ｎ个ｘｄ组成 Ｎ×ｎ数据样本矩阵 Ｘｄ。每一个数
据样本对应一个投影点 ｐ∈ＲＲｍ，Ｎ×ｍ投影点矩
阵 Ｐ。Ｘｄ由 ｐ与 ｎ个 ｍ维轴向量 ｖｉ∈ＲＲ

ｍ，ｉ＝
１，…，ｎ表示，ｎ个Ｖｉ组成ｎ×ｍ径向轴矩阵Ｖ。

对于降维投影方式的高维数据可视化问题，

重点在于解决如何减小数据降维映射带来的信息

损失。高维数据可视化的降维映射问题可描

述为：

ｍｉｎ
Ｐ∈ＲＲＮ×ｍ，Ｖ∈ＲＲｎ×ｍ

ＰＶＴ－Ｘｄ ２
Ｆ （３）

其中，Ｆ表示 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，本文考虑通过欧几
里得距离评估数据降维的损失。Ｆ－范数是由所
有奇异值组成的向量２－范数，数值等于全部元
素平方和的平方根。由于Ｎ×ｎ数据矩阵各行数
据样本ｘｄ是相互独立的，因此问题可转化为：

ｍｉｎ
ｐ∈ＲＲｍ

ｐＶＴ－ｘｄ ２ （４）

对于上式，径向轴图方法首先考虑提供决策

者旋转、缩放径向轴功能，即轴向量的方向和模是

任意的。该问题就转换成如何根据特定的轴向量

矩阵Ｖ求解投影点ｐ，使得ｐＶＴ到ｘｄ的欧式距离
比到子空间ｓｐａｎ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝中其他向量的欧
式距离都短，即高维最小二乘问题。

一般情况下，ｎ×ｍ轴向量矩阵 Ｖ是列满秩
的，采用ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆矩阵方法求解该问
题，其解的形式如式（５）所示。

ｐ＝Ｖｘｄ＝（ＶＴＶ）－１ＶＴ （５）
由上式可知，Ｖ可视为 Ｖ的线性变换，投影

点的求解过程可以在线性时间内完成，满足了交

互式决策的实时性要求。

３　交互式Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化决策方法实现

基于径向轴图的交互式ｎ维Ｐａｒｅｔｏ前沿可视
化实现需要考虑响应用户交互以及视图刷新问

题。现阶段主流编程平台均能满足要求，例如

Ｃ＋＋、Ｊａｖａ、Ｃ＃等。由于篇幅有限，本文不赘述详
细实现代码，主要给出交互式 ｎ维 Ｐａｒｅｔｏ前沿可
视化方法的具体实现步骤，方法流程如图１所示。
１）针对Ｐａｒｅｔｏ非支配解集 Ｐ中可行解各目

标之间可能存在较大的数值差距，首先需要对各

目标向量ｆｉ（ｘ）（ｉ∈｛１，…，ｒ｝）进行归一化处理，
得到ｋｉ（ｘ），如式（６）所示。

ｋｉ（ｘ）＝
ｆｉ（ｘ）－ｆ

ｍｉｎ
ｉ

ｆｍａｘｉ －ｆ
ｍｉｎ
ｉ

（６）

式中，ｆｍａｘｉ ＝ｍａｘ
ｘ∈Ｘｆ
ｆｉ（ｘ），ｆ

ｍｉｎ
ｉ ＝ｍｉｎ

ｘ∈Ｘｆ
ｆｉ（ｘ），ｉ＝

１，…，ｒ。
２）初始化轴向量矩阵 Ｖ，均匀分布各轴向量

初始朝向，初始长度统一设为单位长度，如式（７）
所示。

ｖｉ＝ ｃｏｓ
２π（ｉ－１）[ ]ｎ ，ｓｉｎ２π（ｉ－１）[ ]{ }ｎ （７）

·９２１·
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图１　方法流程图
Ｆｉｇ．１　Ｍｅｔｈｏｄｆｌｏｗｄｉａｇｒａｍ

３）设由ｋｉ（ｘ）＝（ｋ１（ｘ），ｋ２（ｘ），…，ｋｎ（ｘ）），

ｉ＝１，２，…，Ｎ组成了数据矩阵Ｘｋ。获得数据矩阵
Ｘｋ与轴向量矩阵 Ｖ后，根据径向轴图原理，采用
广义逆矩阵方法求解投影点 ｐ，即二维平面投影
点坐标。

４）基于通用软件编程平台，根据投影点坐标
绘制ｎ维Ｐａｒｅｔｏ前沿信息。
５）根据决策者对可视化视图中各轴向量的

交互操作，即对特定轴向量进行旋转、缩放，从而

获得新的轴向量矩阵Ｖ。返回步骤３重新计算投
影点矩阵。

基于径向轴图的交互式ｎ维Ｐａｒｅｔｏ前沿可视
化效果如图２所示。

图２　基于径向轴图的交互式Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化效果
Ｆｉｇ．２　Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｐａｒｅｔｏｆｒｏｎｔ

ｂａｓｅｄｏｎｒａｄｉａｌａｘｅｓｐｌｏｔｓ

图２表示规模为５０的 Ｐａｒｅｔｏ前沿分布。其
中，Ｐ点在各轴上的分量表示 ｋｉ（ｘ）子目标估计
值。该目标域降维后的总离差等于１１７，估计值
较为准确，满足决策分析可行性要求。通过旋转、

拉伸或者缩短任一轴向量，视图动态更新投影点

分布，直观反映决策偏好。同时，该方法支持决策

者点击查看关注目标的各维度信息，准确把握各

目标性能趋势，辅助决策者筛选出符合实际需求

的最终方案。

４　仿真实验与结果分析

为验证基于径向轴图的交互式高维Ｐａｒｅｔｏ前
沿可视化方法能够满足实际问题中的多目标决策

需求。本文采用ＤＴＬＺ１函数进行实验，并与目前
主流应用的平行坐标系、散点图以及基于偏好的

ｎ维图表可视化技术进行对比分析，进一步验证
本文方法的有效性以及优越性。ＤＴＬＺ１函数为
国际通用的无约束多目标优化标准测试函数。最

小化目标函数如下：

ｆ１（ｘ）＝０．５ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４（１＋ｇ（ｘＭ））

ｆ２（ｘ）＝０．５ｘ１ｘ２ｘ３（１－ｘ４）（１＋ｇ（ｘＭ））

ｆ３（ｘ）＝０．５ｘ１ｘ２（１－ｘ３）（１＋ｇ（ｘＭ））

ｆ４（ｘ）＝０．５ｘ１（１－ｘ２）（１＋ｇ（ｘＭ））

ｆ５（ｘ）＝０．５（１－ｘ１）（１＋ｇ（ｘＭ））

ｇ（ｘＭ）＝

１００ ｘＭ ＋∑
ｘｉ∈ｘＭ

（ｘｉ－０．５）
２－ｃｏｓ［２０π（ｘｉ－０．５{ }

















）］

式中，ｎ＝９，ｘｉ∈［０，１］。假设通过优化算法得到
了Ｐａｒｅｔｏ非支配解集，种群为 ３００。现采用主流
的可视化方法对 Ｐａｒｅｔｏ前沿进行绘制。其中，平
行坐标系显示结果如图３所示，散点图显示结果
如图４所示，考虑权值为ω１＝０１，ω２＝０１，ω３＝
０８，ω４＝０８，ω５＝０１的１ｗｎｏｒｍ基准ｎ维图表
显示结果如图５所示。

图３　ＤＴＬＺ１Ｐａｒｅｔｏ前沿平行坐标系可视化展示
Ｆｉｇ．３　ＤＴＬＺ１Ｐａｒｅｔｏｆｒｏｎｔｐａｒａｌｌｅｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

ｐｌｏｔｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ
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图４　ＤＴＬＺ１Ｐａｒｅｔｏ前沿散点图可视化展示
Ｆｉｇ．４　ＤＴＬＺ１Ｐａｒｅｔｏｆｒｏｎｔｓｃａｔｔｅｒｄｉａｇｒａｍｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ

图５　ＤＴＬＺ１Ｐａｒｅｔｏ前沿１ｗｎｏｒｍ图表可视化展示
Ｆｉｇ．５　ＤＴＬＺ１Ｐａｒｅｔｏｆｒｏｎｔ１ｗｎｏｒｍｄｉａｇｒａｍｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ

　　由图３可以看出，最优解集的目标向量通过
各轴之间的连线表示，决策者能够指定轴进行排

序并通过颜色区分，例如 ｆ１的取值范围为 ０～
０５，其中浅色部分表示取值在０～００５范围内分
布密集。但是，浅色连线在其他子目标适应度函

数上未呈现明显聚类特征。由于各连线交叉重

叠，实际应用中决策者很难甄别出各方案的优劣。

图４将目标向量的各维度信息两两组合，绘
制出２０个二维图表。决策者需要分析目标向量
在所有散点图表中的性能趋势。由于图表数量过

多，势必会引起视觉混乱，无法有效辅助决策者进

行分析决策。

图５通过目标函数的共享机制集成了基于权
重的决策偏好信息，在某一权重明显大于其他权

重时分层效果较为明显。本实验考虑分配权重

ω１＝０１，ω２＝０１，ω３＝０８，ω４＝０８，ω５＝０１，
以测试两类决策偏好共同作用的效果。由图５可
以看出，ｆ３、ｆ４的取值虽然整体随纵轴递增而增
大，但未形成明显的分层效果，无法继续筛选出合

适方案。
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图６为基于径向轴图的交互式ｎ维Ｐａｒｅｔｏ前
沿可视化效果，各径向轴表示实验算例的各子目

标函数，在图６中由对应投影点表示，投影点在各
轴上的分量表示其子目标估计值。将 ｆ２、ｆ５轴调
整为相互正交，并拉伸轴向量长度，表示当前决策

偏好于ｆ２、ｆ５。其他轴旋转至其反方向，得到投影
点分布情况如图６（ａ）所示，获得的最左下角点代
表某方案ｆ１＝０３１２１，ｆ２＝０００４３，ｆ３＝０１８２２，
ｆ４＝０１８６３，ｆ５＝０００１７。通过数据校验，该方案
确实为最优解集中满足 ｆ２、ｆ５最小的。将轴 ｆ３、ｆ４
拉伸并旋转至相近角度，其他轴缩小长度并旋转

至相对正交的角度，得到 Ｐａｒｅｔｏ前沿投影点集如
图６（ｂ）所示，表示偏好于ｆ３、ｆ４的最小化取值方

（ａ）决策偏好于ｆ２与ｆ５轴的投影点分布

（ａ）Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｅｃｉｓｉｏｎｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｉｎｆ２ａｎｄｆ５ａｘｉｓｅｓ

（ｂ）拉伸ｆ３、ｆ４轴后的投影点分布

（ｂ）Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｆｔｅｒｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇｏｆ
ｆ３ａｎｄｆ４ａｘｉｓｅｓ

（ｃ）图缩放后的投影点分布
（ｃ）Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｆｔｅｒｓｃａｌｉｎｇｏｆｆｉｇｕｒｅ（ｂ）

图６　基于径向轴图的交互式ｎ维
Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化效果展示

Ｆｉｇ．６　Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
Ｐａｒｅｔｏｆｒｏｎｔｂａｓｅｄｏｎｒａｄｉａｌａｘｅｓｐｌｏｔｓ

案。由于投影点集分布情况比较密集，通过对整

体视图的缩放和平移操作，得到投影点集分布情

况如图６（ｃ）所示。沿ｆ３、ｆ４轴方向寻找最低的一
点，表示某方案 ｆ１＝０２５１６，ｆ２＝０２０６８，ｆ３＝
０００６７，ｆ４＝０００１５，ｆ５＝０１３９９。通过数据校
验，该方案确实为最优解集中满足 ｆ３、ｆ４最小的。
实验证明，基于径向轴图的交互式 ｎ维 Ｐａｒｅｔｏ前
沿可视化决策方法效果直观有效。

５　结论

本文提出了一种基于径向轴图的交互式ｎ维
Ｐａｒｅｔｏ前沿可视化决策方法，解决了集成决策偏
好的高维多目标可视化问题。通过实验与平行坐

标系、散点图以及基于权重的 ｎ维图表等主流多
目标可视化方法进行对比分析，证明了该方法能

够以形象直观的方式呈现 Ｐａｒｅｔｏ前沿各维度信
息。基于径向轴图的交互式ｎ维Ｐａｒｅｔｏ前沿可视
化决策方法不仅有效集成了决策偏好信息，并且

能够根据用户交互即时更新视图，辅助决策者正

确把握目标性能趋势。并且，该方法易于实现，在

数据挖掘、决策分析、任务规划以及多学科优化设

计等领域都具有重要的应用价值。
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