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航天器近距离相对悬停被动安全特性分析


李　彬，张洪波，郑　伟
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摘　要：通过求解零初始速度下的无控相对运动距离最小值，分析了圆参考轨道下航天器近距离相对悬
停的被动安全特性。航天器相对悬停的被动安全特性可描述为处于受控悬停状态的航天器在控制力消失后

的相对运动轨迹与目标禁飞区之间的空交集状态，该问题可转换为求解零初始速度下的相对运动距离最小

值。由于初始位置的不同，相对距离最小值点可能位于整数倍周期极小值或非整数倍周期极小值点，通过分

析两种类型极小值点的存在条件以及极小值点为最小值点的分界条件得到临界被动安全悬停区域的计算方

法。针对典型的相对悬停场景，仿真分析了平面圆和三维球形禁飞区约束下临界安全悬停区域，评估了模型

误差和Ｊ２摄动对悬停被动安全特性的影响。该分析方法可为具有被动安全特性的近距离悬停任务设计提供
指导。
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　　随着航天技术的发展，航天任务多样性日益
增加，其中航天器相对悬停是实现航天任务多样

性的重要手段。航天器通过主动控制使得自身相

对于目标的相对速度和加速度为零，从而使得相

对位置保持不变，该种相对运动特性在接近观察、

交会对接和在轨服务［１］等应用上具有重要价值。

目前，国内外关于航天器相对悬停的研究主

要集中在悬停特性分析和悬停控制［２］两个方面。

由于相对悬停需要施加主动控制力，目前关于航

天器相对悬停特性的研究主要集中在悬停控制力

分析和悬停燃耗分析两个方面。闫野［３］和朱亚

文［４］先后研究了圆参考轨道和椭圆参考轨道下

任意方位悬停的控制力特性和燃料消耗特性，

Ｄａｎｇ等［５］将上述研究进一步拓展到了考虑 Ｊ２摄
动的情况。悬停控制可分为基于脉冲推力的近似

悬停控制（雨滴悬停［６－７］和有限区域悬停控

制［８］）和基于连续推力的精确悬停控制［９－１２］，鉴

于本文研究内容属于悬停特性分析范畴，对悬停

控制研究不再赘述。

近年来，航天器相对运动轨迹安全性研究主

要集中在近距离交会对接领域，其主要思路为通

过分析目标禁飞区与相对运动轨迹的相交性来判
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断交会对接轨迹是否安全。在球形或长方形禁飞

区约束下，朱仁璋等研究了交会平移段追踪器被

动安全模式和主动安全模式设计方法［１３］；在锥形

禁飞区约束下，李海阳等分析了交会对接平移靠

拢段的被动安全逼近速度［１４］；在长方形禁飞区约

束下，陈长青等研究了任意初始状态下近距离交

会对接过程轨迹安全判断方法［１５］；卢山等设计了

发动机失效下的空间交会主动防撞机动控制策

略［１６］。近距离悬停被动安全特性和交会对接中

的被动安全特性类似，即在受控悬停阶段当燃料

耗尽或者推力器失效时，在一定时间范围内追踪

器的自然漂移轨迹位于禁飞区之外。轨迹的被动

安全是碰撞避免的重要保证之一，因此在悬停任

务设计阶段即可考虑被动安全约束，有助于提高

航天器悬停任务的安全性。

本文以航天器相对悬停被动安全性为研究对

象，给出了圆形和球形禁飞区约束下的相对悬停

临界被动安全区域计算方法。该研究内容具有一

定的工程意义，可以为设计具有被动安全特性的

航天器悬停任务提供指导。

１　零初始速度相对运动特性分析

１．１　航天器相对运动模型

将相对悬停场景下的两航天器分别视为追踪

器和目标器，其中追踪器具有主动控制能力，目标

器处于无控状态。为描述追踪器相对于目标器的

运动，定义目标器轨道坐标系 Ｏ－ｘｙｚ，如图１所
示，其坐标原点Ｏ位于目标器质心，ｘ轴与目标器
的地心矢径重合，ｙ轴在轨道平面内垂直于 ｘ轴，
指向运动方向为正，ｚ轴由右手法则确定。假设
目标器运行于圆轨道，追踪器相对于目标器做近

距离相对运动，则其相对运动可由 ＣＷ方程描
述［１７］。假设τ＝０时刻，追踪器处于受控相对悬
停状态，此时相对于目标器的位置和速度分别为

ρ０＝［ｘ０，ｙ０，ｚ０］
Ｔ，ｖ０＝［０，０，０］

Ｔ；之后若悬停控制

力消失，则追踪器将呈现初始速度为零的自然相

对运动状态，可得零初始速度相对运动位置和速

度参数方程

ｘ＝ｘ０（４－３ｃｏｓθ）

ｙ＝６ｘ０（ｓｉｎθ－θ）＋ｙ０
ｚ＝ｚ０ｃｏｓ

{
θ

（１）

ｘ＝３ｎｘ０ｓｉｎθ
ｙ＝６ｎｘ０（ｃｏｓθ－１）

ｚ＝－ｎｚ０ｓｉｎ
{

θ

（２）

其中，θ＝ｎτ表示目标器当前时刻与初始时刻的

相位角差，ｎ表示目标器的平均轨道角速度。
航天器相对悬停被动安全区域可定义为处于

受控悬停状态的航天器在控制力消失后的相对运

动轨迹与目标禁飞区无交集的悬停位置点集

（图１所示的网格区域）。因此，航天器相对悬停
的被动安全性问题可转化为零初始速度下的相对

运动轨迹与目标禁飞区之间的交集问题，进一步

转换为求解零初始速度下的相对运动轨迹距离最

小值问题。本文通过分析零初始速度相对运动轨

迹传播过程，导出相对距离的最小值条件，进一步

求解相对距离最小值恰好位于禁飞区边界的悬停

点集，这一系列悬停点集构成了具有被动安全性

和不具有被动安全性的悬停区域分界面。

图１　轨道坐标系和被动安全区域示意
Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｏｒｂｉｔａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍａｎｄ

ｐａｓｓｉｖｅｓａｆｅｔｙａｒｅａ

１．２　相对距离极小值初步分析

相对悬停被动安全特性体现为零初始速度下

的相对运动轨迹与禁飞区之间的距离关系，因此

分析轨迹传播过程中相对距离极小值点与禁飞区

之间的关系是剖析悬停被动安全特性极为重要的

一步，本小节将给出相对运动轨迹距离极小值点

的计算方法。由式（１）可知，三维相对距离可表
示为ρ２＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２，左右两端对时间τ求导并令
ρ＝０可得ｘｘ＋ｙｙ＋ｚｚ＝０，可见当追踪器相对位置
矢量和相对速度矢量垂直时，相对运动距离具有

极小值。将式（１）和式（２）代入 ｘｘ＋ｙｙ＋ｚｚ＝０，
整理可得

（２７－ｚ２０／ｘ
２
０）ｓｉｎθｃｏｓθ－２４ｓｉｎθ＋

（６ｙ０／ｘ０－３６θ）（ｃｏｓθ－１）＝０ （３）
从式（３）可以看出，相对运动距离达到极小

值点时的相位角仅和ｙ０、ｚ０与ｘ０的比值有关。令
ｋ＝ｙ０／ｘ０，ｄ＝ｚ０／ｘ０，当给定ｋ和 ｄ值，即可采用牛
顿迭代法求解极小值点对应的相位角，记为 θｅ。

·２·
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由于任一过原点的直线上的点具有相同的 ｋ值，
若固定ｄ值，则它们对应的 θｅ相同。同理，ｄ值
也具有同样的特性。由于上述方程存在两个参

数，其取值范围对方程解的影响均未知。为了降

低问题分析难度，下面先令 ｄ＝０，仅分析 ｋ对极
小值点的影响。此时有ｚ０＝０，即对应于二维场景
下ｘｙ平面内悬停的被动安全特性。

２　二维悬停被动安全区域分析

２．１　轨道面内相对距离极小值计算

当ｄ＝０时，式（３）可简化为
ｆ１（θ）＝９ｓｉｎθｃｏｓθ－８ｓｉｎθ＋　

（２ｋ－１２θ）（ｃｏｓθ－１）＝０ （４）
当θ＝２Ｎπ（Ｎ＝０，１，２，…）时ｆ１（θ）＝０，所以

θ＝２Ｎπ是相对距离的极值点；此外由该点处的
一阶导ｄｆ１（θ）／ｄθθ＝２Ｎπ＝１＞０，进一步可知 θ＝
２Ｎπ为相对距离的极小值点。接下来探讨非整
数倍周期时刻（θ≠２Ｎπ）的相对距离的极小值点。
式（４）两边同时除以１－ｃｏｓθ，整理可得

ｆ２（θ）＝ｃｏｔ（θ／２）－９ｓｉｎθ＋１２θ－２ｋ＝０ （５）
显然，非整数倍周期时刻的极小值点与 ｋ有

关。为了便于分析极小值点的分布与 ｋ值的关
系，首先分析第一个轨道周期范围内（即 θ∈
（０，２π））的极小值点分布情况，对于大于一个轨
道周期的极小值点，可在该方法的基础上扩展

得到。

在求解方程（５）之前，需要首先分析相对距
离极小值点的存在性。求取 ｆ２（θ）关于 θ的一阶
导，并令ｄｆ２（θ）／ｄθ＝０，整理可得

９ｃｏｓ２θ－２１ｃｏｓθ＋１１＝０ （６）

解得ｃｏｓθ＝（ 槡７－５）／６，在 θ∈（０，２π）区间内存

在两个解，即θ１０＝ａｒｃｃｏｓ［（ 槡７－５）／６］，θ２０＝２π－
θ１０。θ１０和θ２０分别对应函数 ｆ２（θ）的极小值点和
极大值点。故在区间（０，２π）存在相对距离极小
值点的条件为ｆ２（θ１０）＜０且ｆ２（θ２０）＞０。将θ１０和
θ２０代入式（５），可分别得到 ｋ１０＝２６６０５和 ｋ２０＝
３５０３８６。

图２给出了不同ｋ值时函数 ｆ２（θ）随 θ的变
化曲线。当满足 ｋ∈（ｋ１０，ｋ２０）时，方程 ｆ２（θ）＝０
在（θ１０，θ２０）区间存在实数解，且该解对应相对距
离的极小值点。从图２中曲线的变化趋势还可以
看出，当ｋ∈（ｋ１０，ｋ２０）时，在 θ＝０和 θ＝２π附近
分别存在一个相对距离的极值点，但是这两个极

值点均为相对距离极大值点，所以在后续分析过

程中不予考虑。

图２　函数ｆ２（θ）随θ的变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｆ２（θ）ｗｉｔｈθ

前述分析结果仅展示了第一个轨道周期内

（即θ∈（０，２π））的相对距离极小值点分布情况，
当分析的时间范围大于一个轨道周期时，其结果

可在第一个轨道周期的基础上进行拓展得到。当

考虑多个轨道周期时，方程（６）的解分布于区间
（２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π）（Ｎ＝０，１，２，…），根据周期性
可得

θｉＮ＝２Ｎπ＋θｉ０（ｉ＝１，２；Ｎ＝０，１，２，…） （７）
将上述θ１Ｎ和θ２Ｎ分别代入式（５）可以求得对应的
ｋ值，即

ｋｉＮ＝１２Ｎπ＋ｋｉ０（ｉ＝１，２；Ｎ＝０，１，２，…）（８）
从式（７）和式（８）可以看出，当考虑多个轨道

周期时，其极值点的分布特性与第一个轨道周期

的分布特性一致，其相互关系可以通过平移得到。

表１给出了前４个轨道周期存在相对距离极小值
点的ｋ的取值范围。随着 ｋ值的增大，极小值点
所在的轨道周期将会随之发生变化，比如若仅考

虑第一个轨道周期（即 θ∈（０，２π））的被动安全
特性，当ｋ∈（ｋ１０，ｋ２０）时存在非整数倍周期相对
距离极小值点，在该区间之外仅存在整数倍周期

相对距离极小值点，以此类推。

表１　不同Ｎ值时的ｋ１Ｎ和 ｋ２Ｎ
Ｔａｂ．１　ｋ１Ｎａｎｄｋ２ＮｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔＮ

Ｎ θｅ所属区间 ｋ１Ｎ ｋ２Ｎ

０ （０，２π） ２．６６１ ３５．０３９

１ （２π，４π） ４０．３６０ ７２．７３８

２ （４π，６π） ７８．０５９ １１０．４３７

３ （６π，８π） １１５．７５８ １４８．１３６

２．２　轨道面内相对距离最小值计算

从前面的分析可以看出，随着ｋ值的变化，零

·３·
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初始速度相对运动距离的最小值可能在整数倍周

期极小值点（θ＝２Ｎπ，Ｎ＝０，１，２，…）和非整数倍
周期极小值点（θ＝θｅ）取得，据此，本小节将分析
相对运动距离最小值点随ｋ值的变化情况。

由于最小值点可能在整数倍周期极小值点和

非整数倍周期极小值点取得，所以首先需要寻找

最小值点在整数倍周期和非整数倍周期极小值点

之间的切换条件。记 ρ２（θ）＝ｘ２（θ）＋ｙ２（θ）＋
ｚ２（θ），由此可根据整数倍周期与非整数倍周期极
小值点距离相等以及极值条件构造方程组

ρ２（θ）＝ρ２（２Ｎπ）
９ｓｉｎθ－ｃｏｔ（θ／２）－１２θ＋２ｋ{ ＝０

（９）

将第二式代入第一式消去ｋ，可得方程
［２ｓｉｎθ－２（θ－２Ｎπ）］［ｃｏｔ（θ／２）－３ｓｉｎθ＋６（θ－
２Ｎπ）］＝（５－３ｃｏｓθ）（ｃｏｓθ－１） （１０）

令θ＝＋２Ｎπ，则式（１０）可改写为
　［２ｓｉｎ－２］［ｃｏｔ（／２）－３ｓｉｎ＋６］
＝（５－３ｃｏｓ）（ｃｏｓ－１） （１１）
式（１１）为非线性方程，可以采用牛顿迭代法

求解，其解为 ０＝±０８９００ｒａｄ，因此可得 θ＝
２Ｎπ±０８９００ｒａｄ，对应 ｋ＝１２Ｎπ±２８９１７。所
以当１２Ｎπ＋２８９１７≤ｋ≤１２（Ｎ＋１）π－２８９１７
时，区间［２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π］内的非整数倍周期极
小值点为最小值点。当１２Ｎπ－２８９１７≤ｋ≤１２Ｎπ＋
２８９１７时，整数倍周期极小值点 θ＝２Ｎπ为最小
值点。

图３　最小值点相位角随ｋ值的变化曲线
Ｆｉｇ．３　Ｃｕｒｖｅｏｆｐｈａｓｅａｎｇｌｅｆｏｒｍｉｎｉｍｕｍｐｏｉｎｔｗｉｔｈｋ

图３给出了最小值点对应的相位角 θｅ随 ｋ
值的变化曲线。表２给出了前４个轨道周期的非
整数倍周期极小值为最小值的ｋ区间。对比非整
数倍周期极小值点的存在条件，可见非整数倍周

期极小值为最小值时的ｋ值范围为极小值点存在
条件的子集。需要说明的是，在二维悬停场景下，

如果初始状态在禁飞区之外，则当ｋ＜０时始终具

有被动安全性。

表２　非整数倍周期极小值存在区间
Ｔａｂ．２　Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｆｏｒｎｏｎｉｎｔｅｇｅｒｐｅｒｉｏｄ

ｍｉｎｉｍｕｍｖａｌｕｅ

θｅ所属区间

非整数倍周期极小值对应的ｋ值区间

极小值为

最小值区间
极小值存在区间

（０，２π） ［２．８９２，３４．８０７］ （２．６６１，３５．０３９）

（２π，４π） ［４０．５９１，７２．５０７］ （４０．３６０，７２．７３８）

（４π，６π） ［７８．２９０，１１０．２０６］ （７８．０５９，１１０．４３７）

（６π，８π） ［１１５．９８９，４７．９０５］ （１１５．７５８，１４８．１３６）

２．３　轨道面内临界区域分析

２３１　非整数倍周期最小值临界区域分析
当给定ｋ值（１２Ｎπ＋２．８９１７≤ｋ≤１２（Ｎ＋１）π－

２８９１７，Ｎ＝０，１，２，…）时，相对距离极小值在 θｅ
时取得，此时可得追踪器相对于目标器的最小距

离为

　ρｍｉｎ＝ρ（θｅ）

＝ ｘ０ （４－３ｃｏｓθｅ）
２＋（６ｓｉｎθｅ－６θｅ＋ｋ）槡

２

（１２）

令 Ｋ１ ＝ （４－３ｃｏｓθｅ）
２＋（６ｓｉｎθｅ－６θｅ＋ｋ）槡

２，假

设目标器禁飞区半径为 ρｓ，则为实现被动安全悬
停，需要满足 ρｓ≤ρｍｉｎ＝Ｋ１ ｘ０ 。当给定 ｋ值
（１２Ｎπ＋２８９１７≤ｋ≤１２（Ｎ＋１）π－２８９１７）时，则

ｘ０ ≥ｘ０ｍｉｎ＝ρｓ／Ｋ１
ｙ０ｍｉｎ＝ｋｘ０ｍｉｎ＝ｋρｓ／Ｋ{

１

（１３）

其中，（ｘ０ｍｉｎ，ｙ０ｍｉｎ）为临界初始状态。
２３２　整数倍周期最小值临界区域分析

当给定 ｋ值（１２Ｎπ－２．８９１７≤ｋ≤１２Ｎπ＋
２８９１７，Ｎ＝０，１，２，…）时，追踪器相对于目标器
的最小距离为

ρｍｉｎ＝ρ（２Ｎπ）＝ ｘ０ １＋（ｋ－１２Ｎπ）槡
２≥ρｓ
（１４）

令Ｋ２＝ １＋（ｋ－１２Ｎπ）槡
２，则为实现悬停的被动

安全性，需要满足

ｘ０ ≥ｘ０ｍｉｎ＝ρｓ／Ｋ２
ｙ０ｍｉｎ＝ｋｘ０ｍｉｎ＝ｋρｓ／Ｋ{

２

（１５）

其中，（ｘ０ｍｉｎ，ｙ０ｍｉｎ）为临界初始状态。
前面分析了 ｘｙ平面内具有被动安全特性的

悬停临界区域计算方法，当航天器悬停位置位于

被动安全区域时，若悬停控制力消失，在指定的一

个或多个轨道周期内，相对运动轨迹到目标器的

距离均满足 ρ＝ ｘ２＋ｙ槡
２≥ρｓ。由于近圆轨道相

·４·
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对运动在轨道面内和面外解耦的性质，在上述面

内被动安全悬停区域确定的 ｘ０和 ｙ０前提下，对

于 ｚ０≠０的初始位置，有 ρ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡
２≥

ｘ２＋ｙ槡
２≥ρｓ，所以三维悬停同样具有被动安全特

性。实际上，二维轨道面内的悬停被动安全性分

析仅考虑了平面圆约束，拓展到三维悬停即是一

个圆柱形禁飞区约束。对于相同的半径，球形禁

飞区仅仅是圆柱形禁飞区的子集，这从几何上说

明了二维悬停被动安全性分析结果同样适用于三

维悬停的原因。三维悬停被动安全性分析可在二

维分析的基础上进行，由此可以明确变量范围，降

低问题求解难度。

３　三维悬停被动安全区域分析

３．１　三维相对距离最小值计算

在三维相对悬停场景中，追踪器在目标器轨

道系中的ｚ轴位置分量不再为０，因此 ｄ≠０。参
照二维相对悬停场景下的求解思路，关于三维相

对距离最小值的求解，需要确定整数倍周期最小

值和非整数倍周期最小值时 ｋ和 ｄ值的取值范
围，进而根据相对距离最小值和禁飞区约束得到

具有被动安全特性的三维悬停区域。与二维悬停

场景不同的是，由于增加了变量ｄ，三维悬停的分
析过程更为复杂，需要依赖更多的数值方法进行

分析，下面给出具体分析过程。

根据式（３），相对距离极值条件可表示为
ｇ１（θ）＝（２７－ｄ

２）ｓｉｎθｃｏｓθ－２４ｓｉｎθ＋
（６ｋ－３６θ）（ｃｏｓθ－１）＝０ （１６）

当θ＝２Ｎπ（Ｎ＝０，１，２，…）时，对于任意的 ｋ
和ｄ值有ｇ１（θ）＝０，可见 θ＝２Ｎπ为相对距离的
极值点；又由于ｄｇ１（θ）／ｄθθ＝２Ｎπ＝３－ｄ

２，所以当

０≤ｄ 槡＜ ３时，θ＝２Ｎπ为相对距离极小值点；当

ｄ 槡＞３时，θ＝２Ｎπ为相对距离极大值点。
下面分析其他极小值点的分布情况。对

式（１６）左右两边同时除以３（１－ｃｏｓθ），整理可得
ｇ２（θ）＝ｃｏｔ（θ／２）［１－（ｄ

２／３）ｃｏｓθ］－
９ｓｉｎθ＋１２θ－２ｋ＝０　 （１７）

对于式（１７），当给定（ｋ，ｄ）值即可迭代求解
得到ｇ２（θ）的零点。为了保证迭代过程顺利，需
要分析ｇ２（θ）零点的存在条件，即确定相对距离
极小值存在时ｋ和ｄ的范围。在分析过程中需要
用到ｇ２（θ）对θ的一阶导，其表达式为
［ｄｇ２（θ）］／（ｄθ）＝（１／２）ｃｏｔ

２（θ／２）（ｄ２ｃｏｓθ／３－１）＋
ｃｏｓθ（ｄ２／２－９）＋ｄ２／３＋２３／２＝０

（１８）

下面根据ｄ的范围进行分段讨论。

１）当０≤ｄ 槡＜３时，ｇ２（θ→０
＋）→＋∞，ｇ２（θ→

２π－）→－∞，所以 ｇ２（θ）在区间（０，２π）至少存
在一个零点。又由于 ｄｇ２（θ）／ｄθθ＝０，２π ＜０，
ｄｇ２（θ）／ｄθθ＝π＝４１／２－ｄ

２／６＞０，此时在（０，２π）
区间ｇ２（θ）存在两个极值点 θ１０和 θ２０＝２π－θ１０
（θ１０＜θ２０），其中θ１０和 θ２０分别为 ｇ２（θ）的极小值
点和极大值点。所以相对距离极小值点的存在条

件为ｇ２（θ１０）＜０，ｇ２（θ２０）＞０，其对应的 ｋ区间为
（ｋ１０，ｋ２０），并且ｋ２０＝１２π－ｋ１０。

一般地，在区间（２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π）（Ｎ＝０，
１，２，…）存在非整数倍周期时刻相对距离极小值
点的条件为ｇ２（θ１Ｎ）＜０，ｇ２（θ２Ｎ）＞０，其中 θ１Ｎ＝
２Ｎπ＋θ１０，θ２Ｎ＝２Ｎπ＋θ２０（或表述为 θ２Ｎ＝２（Ｎ＋
１）π－θ１０），此时对应的ｋ区间为（ｋ１Ｎ，ｋ２Ｎ），其中
ｋ１Ｎ＝１２Ｎπ＋ｋ１０，ｋ２Ｎ＝１２Ｎπ ＋ｋ２０（或表述为ｋ２Ｎ＝
１２（Ｎ＋１）π－ｋ１０）。图４给出了 ｋ１０和 ｋ２０随 ｄ的
变化曲线，随着ｄ的增大，ｋ１０逐渐减小，ｋ２０逐渐增
大，其和始终为１２π。

（ａ）ｋ１０

（ｂ）ｋ２０

图４　ｋ１０和ｋ２０变化曲线（０≤ｄ 槡＜３）

Ｆｉｇ．４　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｋ１０ａｎｄｋ２０ｗｉｔｈ０≤ｄ 槡＜３

２）当ｄ 槡＝３时，ｇ２（θ）可简化为ｇ２（θ）＝１２θ－
８ｓｉｎθ－２ｋ，并且ｄｇ２（θ）／ｄθ＝１２－８ｃｏｓθ＞０恒成
立，所以函数ｇ２（θ）为增函数，此时ｇ２（０）＝－２ｋ，
ｇ２（２π）＝２４π－２ｋ。

① 当０≤ｋ＜１２π时，ｇ２（０）≤０，ｇ２（２π）≥０，
此时函数ｇ２（θ）仅在区间［０，２π］存在一个零点
θｅ０，该零点与ｋ值有关，且为相对距离极小值点；

② 一般地，当１２Ｎπ≤ｋ＜１２（Ｎ＋１）π（Ｎ ＝
０，１，２，…）时，由于 ｇ２（２Ｎπ）＝２４Ｎπ －２ｋ≤０，
ｇ２（２（Ｎ＋１）π）＝２４（Ｎ＋１）π－２ｋ≥０，所以函数

·５·
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ｇ２（θ）仅在区间［２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π］存在一个零点
θｅＮ，该零点与ｋ值有关，且为相对距离极小值点；

③ 记 ｋｅ∈［０，１２π］时的零点为 θｅ０，则 ｋ＝
１２Ｎπ＋ｋｅ的零点为２Ｎπ＋θｅ０。

３）当 ｄ 槡＞３时，此时有 ｇ２（θ→０
＋）→ －∞，

ｇ２（θ→２π
－）→∞，所以函数ｇ２（θ）在区间（０，２π）

至少存在一个零点。

① 当槡３＜ｄ≤ 槡１２３时，此时 ｄｇ２（θ）／ｄθ≥０
在区间（０，２π）恒成立，所以ｇ２（θ）在区间（０，２π）
单调递增，因此存在一个零点 θｅ０，该点为相对距
离极小值点。同理可得，ｇ２（θ）在区间（２Ｎπ，
２（Ｎ＋１）π）（Ｎ＝０，１，２，…）存在一个零点θｅＮ，且
为相对距离极小值点。一般地，若ｋｅ∈［０，１２π］时的
零点为θｅ０，则ｋ＝１２Ｎπ＋ｋｅ的零点为２Ｎπ＋θｅ０。

② 当 ｄ 槡＞ １２３时，ｄｇ２（θ）／ｄθθ＝０，２π ＞０，
ｄｇ２（θ）／ｄθθ＝π＝４１／２－ｄ

２／６＜０，此时在（０，２π）
区间ｇ２（θ）存在两个极值点 θ１０和 θ２０＝２π－θ１０
（θ１０＜π＜θ２０），其中 θ１０和 θ２０分别为 ｇ２（θ）的极
大值点和极小值点，代入 ｇ２（θ）＝０得到对应的
ｋ１０和ｋ２０＝１２π－ｋ１０。当ｋ２０＜ｋ＜ｋ１０时，有ｇ２（θ１０）＞
０，ｇ２（θ２０）＜０时，此时在（０，２π）区间存在两个相
对距离极小值点。一般地，当 １２Ｎπ＋ｋ２０＜ｋ＜
１２Ｎπ＋ｋ１０（Ｎ＝０，１，２，…）时，在区间（２Ｎπ，
２（Ｎ＋１）π）存在两个相对距离极小值点；当
１２Ｎπ≤ ｋ≤１２Ｎπ＋ｋ２０或 １２Ｎπ＋ｋ１０≤ ｋ≤
１２（Ｎ＋１）π时，仅在区间（２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π）存在
一个相对距离极小值点。图５给出了 ｋ１０和 ｋ２０的
变化曲线。随着 ｄ的增大，ｋ１０递增，ｋ２０递减；当
ｄ＝２３３０４０时，ｋ２０过零点。

（ａ）ｋ１０

（ｂ）ｋ２０

图５　ｋ１０和ｋ２０的变化曲线（ｄ 槡＞ １２３）

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｋ１０ａｎｄｋ２０ｗｉｔｈｄ 槡＞ １２３

前述分析得到了不同ｋ和ｄ值下相对距离极
小值点的存在条件，由于在多个轨道周期内存在

多个相对距离极小值点，还需要进一步分析所有

极小值点中的最小值点随ｋ和ｄ的变化。根据前
述极小值点存在特性，可根据 ｄ的取值范围进行
分段讨论。

１）当０≤ｄ 槡＜３时，此时存在整数倍周期极小
值和非整数倍周期极小值两种情形，可参考二维

面内悬停被动安全特性分析方法，寻找整数倍周

期极小值和非整数倍周期极小值相等时刻的ｋ值
分界点。因此，可构建方程组

ρ２（θ′）＝ρ２（２Ｎπ）

ｃｏｔθ′２ １－
ｄ２
３ｃｏｓθ( )′－９ｓｉｎθ′＋１２θ′－２ｋ{ ＝０

（１９）
将第二式代入第一式消去ｋ，可得方程
　（３－３ｃｏｓθ′）（５－３ｃｏｓθ′）－ｄ２（１－ｃｏｓ２θ′）

＝－［６ｓｉｎθ′－６（θ′－２Ｎπ）］［ｃｏｔθ′２ １－
ｄ２
３ｃｏｓθ( )′－

　３ｓｉｎθ′＋６（θ′－２Ｎπ）］ （２０）
令θ′＝′＋２Ｎπ，则式（２０）可改写为

　（３－３ｃｏｓ′）（５－３ｃｏｓ′）－ｄ２（１－ｃｏｓ２′）

＝－［６ｓｉｎ′－６′］［ｃｏｔθ′２ １－
ｄ２
３ｃｏｓ( )′－

　３ｓｉｎ′＋６′］ （２１）
式（２１）为非线性方程，对于给定的 ｄ值，可

以采用牛顿迭代法进行求解。记方程组（１９）的
解为（ｋ０（ｄ），′０（ｄ））和（１２π－ｋ０（ｄ），２π－
′０（ｄ）），其中 ′０（ｄ）∈ ［０，π］，因此可得
θ′１Ｎ（ｄ）＝２Ｎπ＋′０（ｄ），θ′２Ｎ（ｄ）＝２（Ｎ＋１）π－
′０（ｄ），与之对应的 ｋ′１Ｎ（ｄ）＝１２Ｎπ＋ｋ０（ｄ），
ｋ′２Ｎ（ｄ）＝１２（Ｎ＋１）π－ｋ０（ｄ），Ｎ＝０，１，２，…。所
以当１２Ｎπ＋ｋ０（ｄ）≤ｋ（ｄ）≤１２（Ｎ＋１）π－ｋ０（ｄ）
时，区间（２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π）内的非整数倍周期极
小值点为最小值点。

图 ６给出了 ｋ１０和 ｋ０ 的对比曲线，可见
ｋ１０（ｄ）＜ｋ０（ｄ），因此非整数倍周期极小值为最小
值时的ｋ值范围为非整数倍周期极小值存在条件
的子集。当 １２Ｎπ－ｋ０（ｄ）≤ｋ（ｄ）≤１２Ｎπ ＋
ｋ０（ｄ）时，整数倍周期极小值点 θ′＝２Ｎπ为最小
值点。

２）当ｄ≥槡３时，在每个区间［２Ｎπ，２（Ｎ＋１）π］
内均存在非整数倍周期极小值点，此时：

①当槡３≤ｄ≤槡１２３时，若１２Ｎπ≤ｋ≤ （１２Ｎ＋
６）π，在区间［２Ｎπ，（２Ｎ＋１）π］（Ｎ＝０，１，２，…）
内的极小值点为相对距离最小值点；若（１２Ｎ＋６）π≤

·６·
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图６　ｋ１０和ｋ０的对比曲线（０≤ｄ 槡＜３）

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｂｅｔｗｅｅｎｋ１０ａｎｄｋ０ｗｉｔｈ０≤ｄ 槡＜３

ｋ≤１２（Ｎ＋１）π，区间［（２Ｎ＋１）π，２（Ｎ＋１）π］内
的极小值点为相对距离最小值点。

②当ｄ 槡＞ １２３时，若１２Ｎπ≤ｋ≤（１２Ｎ＋６）π，则
在区间［２Ｎπ，（２Ｎ＋１）π］（Ｎ＝０，１，２，…）内的
极小值点为相对距离最小值点；若（１２Ｎ＋６）π≤
ｋ≤１２（Ｎ＋１）π，区间［（２Ｎ＋１）π，２（Ｎ＋１）π］内
的极小值点为相对距离最小值点。

３．２　三维临界安全悬停区域计算

上一小节得到了三维零初始速度下相对运动

距离最小值的分布情况，本小节进一步结合球形

禁飞区约束计算具有被动安全性的三维悬停

区域。

１）非整数倍周期最小值临界区域分析：对于
非整数倍周期极小值为最小值的情形，假设相对

距离最小值在θｅ取得，其相对运动轨迹距离最小
值必须满足

ρｍｉｎ＝ρ（θｅ）

＝ ｘ０ （４－３ｃｏｓθｅ）
２＋［６（ｓｉｎθｅ－θｅ）＋ｋ］

２＋（ｄｃｏｓθｅ）槡
２

 ｘ０ Ｋ３≥ρｓ （２２）
２）整数倍周期最小值临界区域分析：当０≤

ｄ 槡＜３时，存在整数倍周期极小值。若此时的整
数倍周期极小值为最小值，即 θ＝２Ｎπ（Ｎ＝０，１，
２，…），则相对运动轨迹距离最小值必须满足
　ρｍｉｎ＝ρ（２Ｎπ）

＝ ｘ０ １＋（ｋ－１２Ｎπ）２＋ｄ槡
２

 ｘ０ Ｋ４≥ρｓ （２３）
综上，具有悬停被动安全性的三维区域为

ｘ０ ≥ｘ０ｍｉｎ＝ρｓ／Ｋｉ（ｋ，ｄ），ｉ＝３，４

ｙ０ｍｉｎ＝ｋｘ０ｍｉｎ
ｚ０ｍｉｎ＝ｄｘ

{
０ｍｉｎ

（２４）

其中，（ｘ０ｍｉｎ，ｙ０ｍｉｎ，ｚ０ｍｉｎ）为临界初始状态。

４　仿真分析

４．１　二维悬停被动安全区域仿真

设目标航天器的半长轴为 ａ＝７１５８１４０ｋｍ，
偏心率为ｅ＝０，禁飞区半径 ρｓ设置为单位１。对
于二维悬停场景（即ｄ＝０），图７给出了当０≤ｋ≤
２４π时的临界安全区域系数 Ｋ１和 Ｋ２（图中统称
为Ｋ）随ｋ值的变化曲线，该曲线随着ｋ的增大呈
现周期性的变化，其周期为Ｔｋ＝１２π；并且每一个
周期内的曲线呈现为轴对称形式，其对称轴为ｋ＝
（１２Ｎ＋６）π（Ｎ＝１，２，…）。由式（１３）和式（１５）
可知，Ｋ１和Ｋ２的周期性变化使得临界安全区域
分量ｘ０ｍｉｎ呈现周期性的变化，其变化周期与 Ｋ相
同，如图８所示，并且ｘ０ｍｉｎ的变化范围始终小于等
于禁飞区半径。由于临界安全区域分量ｙ０ｍｉｎ具有
线性系数ｋ，所以随着 ｋ的增大，ｙ０ｍｉｎ波浪式地不
断增大，如图９所示。

图７　Ｋ１和Ｋ２随ｋ值的变化曲线

Ｆｉｇ．７　ＣｕｒｖｅｓｏｆＫ１ａｎｄＫ２ｗｉｔｈｋ

图８　ｘ０ｍｉｎ随ｋ值的变化曲线

Ｆｉｇ．８　Ｃｕｒｖｅｏｆｘ０ｍｉｎｗｉｔｈｋ

·７·
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图９　ｙ０ｍｉｎ随ｋ值的变化曲线

Ｆｉｇ．９　Ｃｕｒｖｅｏｆｙ０ｍｉｎｗｉｔｈｋ

４．２　三维悬停被动安全区域仿真

三维悬停场景存在两个变化参数 ｋ和 ｄ，并
且随着ｋ和ｄ的取值范围的不同其相对距离最小
值存在形式和计算方法也将发生变化，所以本小

节的仿真分析将根据ｋ和ｄ的取值范围进行分段
仿真。

图１０　Ｋ随ｄ和ｋ的变化图（０≤ｄ 槡＜３）

Ｆｉｇ．１０　ＤｉａｇｒａｍｏｆＫｗｉｔｈｋａｎｄｄ（０≤ｄ 槡＜３）

当０≤ｄ 槡＜３时，图１０展示了当０≤ｋ≤２４π
时的临界安全区域系数Ｋ３和Ｋ４（图中统称为 Ｋ）
随ｋ和ｄ值的变化图，与二维悬停场景相似，该曲
面随着 ｋ的增大呈现周期性的变化，其周期为
Ｔｋ＝１２π；并且每一个周期内的曲面呈现为镜面
对称形式，其对称面为 ｋ＝（１２Ｎ＋６）π，Ｎ＝０，１，

２，…。对于０≤ｄ 槡＜３时的三维悬停被动安全特
性与二维悬停场景具有相似之处，这是因为它们

均存在整数倍周期最小值和非整数倍周期最小值

两种形式，图１０中带“ｏ”的曲线即为整数倍周期
最小值和非整数倍周期最小值的 ｋ值分界线。

图１１给出了０≤ｄ 槡＜３时的临界安全区域分量随
ｋ和ｄ的变化情况，从图中可以看出，对于给定的

ｄ值确定的ｋ－ｘ０ｍｉｎ和ｋ－ｙ０ｍｉｎ截面，其变化趋势与
二维悬停场景一致。随着 ｄ的增大，使得 ｚ向分
量增大，ｘ０ｍｉｎ的最大值减小。

（ａ）ｘ０ｍｉｎ随ｋ和ｄ的变化图

（ａ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｘ０ｍｉｎｗｉｔｈｋａｎｄｄ

（ｂ）ｙ０ｍｉｎ随ｋ和ｄ的变化图

（ｂ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｙ０ｍｉｎｗｉｔｈｋａｎｄｄ

（ｃ）ｚ０ｍｉｎ随ｋ和ｄ的变化图

（ｃ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｚ０ｍｉｎｗｉｔｈｋａｎｄｄ

图１１　临界安全区域分量随ｋ和ｄ的变化图（０≤ｄ 槡＜３）
Ｆｉｇ．１１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｓａｆｅｔｙａｒｅａｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｗｉｔｈ

ｋａｎｄｄ（０≤ｄ 槡＜３）

当ｄ≥槡３时，此时仅存在非整数倍周期极小
值点，因此相对运动最小值点只可能在非整数倍

周期极小值点取得。特别地，当槡３≤ｄ≤槡１２３时

·８·
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每个相对运动周期仅存在一个极小值点，但是当

ｄ 槡＞ １２３时每个相对运动周期可能存在两个极小
值点。图１２展示了当０≤ｋ≤２４π时的临界安全
区域系数Ｋ３（图中记为Ｋ）随ｋ和ｄ值的变化图，

其中虚线表示 ｄ 槡＝ １２３的截线，带“ｏ”的曲线表

示ｄ 槡＞ １２３时存在两个极小值的 ｋ值区间。该
曲面随着 ｋ的增大仍然呈现周期性的变化，其周
期为 Ｔｋ＝１２π；并且每一个周期内的曲面呈现为
镜面对称形式，其对称面为 ｋ＝（１２Ｎ＋６）π，Ｎ＝
０，１，２，…。

图１２　Ｋ随ｋ和ｄ的变化图（ｄ≥槡３）
Ｆｉｇ．１２　ＤｉａｇｒａｍｏｆＫｗｉｔｈｋａｎｄｄ（ｄ≥槡３）

图１３给出了ｄ≥０时的临界安全区域分量随

ｋ和ｄ的变化情况，图中实线表示 ｄ 槡＝３的截线，

虚线表示ｄ 槡＝ １２３的截线。从图中可以看出，对
于给定的 ｄ值，在 ｋ＞０区域随着 ｋ的增大，截面
ｋ－ｘ０ｍｉｎ和ｋ－ｙ０ｍｉｎ呈现周期性变化。但是ｋ＜０时
的变化不再具有周期性，这是因为当 ｋ＜０时，最
小值点始终位于第一个轨道周期，并且靠近初

始点。

４．３　模型误差和Ｊ２摄动对被动安全性的影响分析

由于航天器相对悬停被动安全区域是基于线

性化的相对运动方程推导的，对于理想条件下具

有被动安全特性的悬停位置，在模型误差和 Ｊ２摄
动的影响下其零初始速度相对运动轨迹仍可能进

入禁飞区，因此需要对模型误差和 Ｊ２摄动影响下
的零初始速度相对运动轨迹安全特性进行分析

评估。

由于轨迹误差与轨迹传播时间（或相对运动

相位角）有关，所以这里首先给出了不同ｋ和ｄ时
相对距离最小值点相位角 θｅ的变化关系图，如
图１４所示。图中的虚线表示 ｋ＝０时的截线，实

线分别表示ｋ＞０时ｄ 槡＝３和ｄ 槡＝ １２３的分界线。
从图中可以看出，当ｋ和ｄ值相对较小时，相对距

（ａ）ｘ０ｍｉｎ随ｋ和ｄ的变化图

（ａ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｘ０ｍｉｎｗｉｔｈｋａｎｄｄ

（ｂ）ｙ０ｍｉｎ随ｋ和ｄ的变化图

（ｂ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｙ０ｍｉｎｗｉｔｈｋａｎｄｄ

（ｃ）ｚ０ｍｉｎ随ｋ和ｄ的变化图

（ｃ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｚ０ｍｉｎｗｉｔｈｋａｎｄｄ

图１３　临界安全区域分量随ｋ和ｄ的变化图（ｄ≥０）
Ｆｉｇ．１３　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｓａｆｅｔｙａｒｅａｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｗｉｔｈ

ｋａｎｄｄ（ｄ≥０）

离最小值点位于初始点附近；而对于较大的 ｋ和
ｄ值，相对距离最小值点相位角 θｅ远离初始
位置。

下面分析模型误差和 Ｊ２摄动影响下相对距
离最小值与禁飞区的关系，这里的仿真条件与前

·９·
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图１４　 θｅ随ｋ和ｄ的变化图

Ｆｉｇ．１４　Ｄｉａｇｒａｍｏｆθｅｗｉｔｈｋａｎｄｄ

述仿真相同，取禁飞区半径为２０ｍ，－１２π≤ｋ≤
２４π，０≤ｄ≤２３。该仿真以悬停临界被动安全区
域上点为初始点进行轨迹传播，并计算相对运动

距离最小值与禁飞区半径之间的差值。图１５给
出了不同ｋ和ｄ下的误差关系，误差为正表明相

（ａ）误差随 ｋ的变化图
（ａ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｅｒｒｏｒｖａｒｙｉｎｇｗｉｔｈｋ

（ｂ）误差随ｄ的变化图
（ｂ）Ｄｉａｇｒａｍｏｆｅｒｒｏｒｖａｒｙｉｎｇｗｉｔｈｄ

图１５　相对距离最小值相对于禁飞区半径误差变化图
Ｆｉｇ．１５　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｌｅａｓｔｖａｌｕｅｏｆ
ｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅａｎｄｒａｄｉｕｓｏｆｎｏｆｌｙｚｏｎｅ

对运动距离最小值点在禁飞区之外，误差为负表

明相对运动轨迹进入了禁飞区。可见当 ｋ＜１８
时，对于上述ｄ值范围，相对运动轨迹违反禁飞区
约束比例小于禁飞区半径的２％，误差最大值在
ｄ＝２３时取得，随着ｄ的进一步增大，从而误差也
将进一步增大。当 ｋ＞１８时，较大的 ｋ值使得最
小值点相位角进一步增大，从而使得轨迹偏差增

大，进而使得临界安全区域的被动安全性变差。

在实际任务设计中，考虑摄动及不确定因素的影

响，可通过设计禁飞区半径余量来保证相对运动

轨迹的安全性。在悬停被动安全区域中，随着航

天器悬停点远离临界被动安全区域，其安全性会

逐渐增加。

５　结论

本文研究了圆参考轨道下航天器近距离相对

悬停的被动安全特性。根据航天器相对悬停的特

点，将相对悬停被动安全特性分析问题转换为零

初始速度下的相对运动距离最小值计算问题，进

而得到临界安全悬停区域。仿真分析结果表明，

相对悬停的被动安全临界区域与悬停方位（ｋ和
ｄ）有关，主要表现为：随着 ｋ和 ｄ值的变化，相对
距离最小值点的相位角发生变化。当ｋ＜０时，相
对距离最小值点相位角始终位于第一个轨道周

期；当ｋ≥０时，随着ｋ的增加，相对距离最小值点
相位角呈现周期性变化。ｄ值变化对整数倍周期

极小值点的存在性产生了影响，仅当０≤ｄ 槡＜３时
存在整数倍周期极小值点。当考虑模型误差和

Ｊ２摄动影响时，被动安全特性会随着最小值点的
相位角的增大而变差，因此在悬停任务设计时，考

虑禁飞区安全余量十分重要。该研究内容可为具

有被动安全特性的悬停任务设计提供参考。
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