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超声速二元机翼随机混沌运动分析
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摘　要：以考虑随机扰动的超声速二元机翼为研究对象，采用 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ方法对超声速二元机翼的随机
混沌特性进行研究。采用三阶活塞理论推导超声速二元机翼的非线性气动力和气动力矩，建立考虑随机扰

动、具有俯仰立方非线性的机翼２自由度运动微分方程，并将其写成４维状态方程的形式；采用中心流形方法
对系统进行降维，将系统状态方程从４维降为２维；再联合利用累积量截断法、非高斯截断法获得系统的二维
联合概率密度函数及系统的概率时差图，采用 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ方法分析系统在不同扰动强度下的随机混沌特性；
采用系统响应、庞加莱截面图及最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数等对系统的随机混沌特性进行验证。本研究对超声速二
元机翼在复杂环境下的稳定性、安全性及响应特性等研究具有重要的促进作用。
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　　气动弹性是飞行器设计中备受关注的重要问
题，主要气动弹性现象有颤振、抖振、动力响应

等［１－２］。其中，动力响应是指弹性系统受到与自

身系统无关的、随时间任意变化的外界干扰力作

用而发生的强迫振动，外界扰动可以是谐和的、周

期的、脉冲的或随机的［３］。在航空动力学领域

中，随机扰动普遍存在，它主要是由飞行器飞行过

程中空气热力、风力和尾涡等随机因素相互作用

形成的大气湍流引起的。从强度观点来看，飞机

结构可能在严重的湍流中由于超载而遭破坏，中

等大小的湍流则是飞机结构疲劳损伤的主要来

源［４］。因此，结合气流扰动的机翼系统动力学特

性研究能更好地反映实际工况。近年来，考虑外

界扰动的机翼气动弹性问题正受到越来越多学者

的关注。
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Ｐｏｉｒｅｌ和Ｐｒｉｃｅ［５－８］研究了二元机翼在湍流随
机扰动作用下的颤振问题，考虑了机翼结构线性

和立方非线性情况，将湍流近似为高斯随机过程，

从概率密度和最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分析了二元机
翼的随机动力学行为，指出了随机激励下的颤振

点较确定性系统颤振点提前，且与激励的强度密

切相关。文献［９］采用能量随机平均法，求解
ＦＰＫ（Ｆｏｋｋｅｒ－ｐｌａｎｃｋ－ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ）方程，获得随
机激励下的一元机翼分岔点，并分析了系统的随

机Ｈｏｐｆ分岔特性。文献［１０］利用摄动法获得了
二元机翼在非高斯色噪声作用下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数，分析了二元机翼在随机激励下的稳定性。文

献［１１］采用随机平均法得到二元机翼在宽带噪
声激励下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，探讨了随机噪声谱密
度对机翼稳定性的影响。文献［１２］采用随机减
量法和矩阵束法识别紊流激励中的模态参数，提

出了一种紊流激励下的颤振边界预测方法。可以

看出，对随机激励下的机翼动力学特性研究主要

集中在随机颤振预测、随机分岔特性研究中。

而对飞行器混沌运动问题的研究，目前主要

针对考虑飞行器结构非线性的自治系统。如文

献［１３］采用伽辽金法对考虑几何非线性的长直
机翼运动方程进行离散，通过数值方法分析了机

翼的颤振及混沌运动特性。文献［１４］研究分析
飞行器操纵面的操纵刚度对混沌运动特性影响较

小，而阻尼对系统的混沌特性影响较大。文

献［１５］采用数值模拟方法和预测程序，研究了不
可压缩流中具有结构二次、三次非线性项的二元

机翼系统分岔和混沌特性。可以看出，目前的研

究多是从机翼非线性结构参数出发，研究系统的

颤振、抖振问题，旨在提高系统的临界飞行速度、

优化系统的结构参数、改善控制方法等。但从外

在随机激励角度探讨二元机翼系统的复杂动力学

特性较少，且采用解析方法对超声速二元机翼的

随机混沌特性进行研究更为少见。为此，本文将

从定性和定量角度出发，根据 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ对随机
混沌的定义（即随机混沌过程必须满足两个条

件：①概率密度函数具有多个最大值；②概率时差
图具有康托集合结构），提出一种半解析方法探

讨随机激励下二元机翼的混沌运动特性。即通过

联合使用累积量截断法、非高斯截断法获得系统

的二维联合概率密度函数及系统的概率时差图，

采用Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ方法分析系统在不同扰动强度下
的随机混沌特性，并通过数值方法对分析结果进

行验证。本文研究不仅可以分析随机激励下扰动

强度、飞行器结构参数对系统混沌域的影响，还可

以推广到其他随机非线性的大型复杂系统的动力

学研究中，推动高维非线性系统动力学行为基础

研究的发展。因此本文研究具有重要的理论和实

际意义。

１　二元机翼随机非线性动力学方程

图１为单位展长二元机翼的力学模型。两个
自由度分别为：机翼沉浮自由度 ｈ和机翼俯仰自
由度α，假设ｈ向下为正，机翼俯仰角α顺时针为
正。图１中：ｂ为半弦长，χαｂ为质心到弹性轴的
距离，珔ａｂ为机翼半弦点到弹性轴的距离。

图１　二元机翼模型
Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｉｒｆｏｉｌ

采用第二类拉氏方程获得受随机扰动的二元

机翼动力学方程为：

ｍｈ¨＋ｍχαｂ̈α＋ｋｈｈ＋ｃｈｈ
·＝－Ｌ（α，ｈ，ｔ）＋σｈξｈ（ｔ）

ｍχαｂｈ
¨＋ｍγ２αα̈＋ｋα１α＋ｋα２α

３＋ｃαα
·

＝Ｍ（α，ｈ，ｔ）＋σαξα（ｔ
{

）

（１）
其中：ｍ为机翼质量，ｋｈ、ｃｈ为弹性轴上 ｈ方向的
刚度、阻尼系数，ｋα１、ｋα２是弹性轴上 α方向的刚
度、阻尼系数，γα＝γｂ是机翼对刚心的回转半径，
Ｌ（α，ｈ，ｔ）、Ｍ（α，ｈ，ｔ）是气动力和气动力矩的大
小，ξｈ（ｔ）和ξα（ｔ）是随机扰动，σｈ和 σα分别为对
应的扰动强度。显然，γ及图１中的 χα、珔ａ皆为无
量纲量。

文献［１６－１７］研究表明，在飞行马赫数为
２～５时，活塞理论比较适合机翼气动力计算。为
此本文采用三阶活塞理论给出了机翼非线性气动

力和气动力矩：

Ｌ（α，ｈ，ｔ）＝４ｃ∞ρｂηＡ＋
ρ（γ０＋１）η

３

３ｃ∞
ｂＡ（α·２ｂ２＋Ａ２）

（２）

Ｍ（α，ｈ，ｔ）＝－４ｃ∞ρηｂ
２ ｂ
３α
·－珔( )ａＡ －ρ（γ０＋１）η

３

３ｃ∞
·

·４２·
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α·３
５ｂ＋（３α

·Ａ２－３珔ａｂα· ２Ａ）ｂ
３

３－珔ａｂＡ
３[ ]ｂ
（３）

其中：Ａ＝ｈ· －珔ａｂα· ＋Ｖα；ｃ∞是未经扰动的音速；Ｖ
是气流速度，Ｖ＝Ｍａ·ｃ∞（Ｍａ为马赫数）；γ０为
比热比；ρ为空气密度；η为修正系数。

令Ｘ＝［α，α·，ｈ，ｈ
·
］Ｔ，于是方程（１）可化为四

维状态方程，即

Ｘ·＝Ａ０Ｘ＋ｆ（α，α
·
，ｈ，ｈ·，ｔ） （４）

其中，Ａ０＝

０ １ ０ ０
ｍ２１ ｍ２２ ｍ２３ ｍ２４
０ ０ ０ １
ｍ４１ ｍ４２ ｍ４３ ｍ











４４

，ｆ（α，α·，ｈ，ｈ
·
，

ｔ）是非线性项。
Ａ０矩阵中各元素表达式如下：

ｍ２１＝
１

ｍｂ２（χ２α－γ
２）
（－４ｃ∞ρηｂ

２珋ａＶ＋ｋα１－４χαｃ∞ρηｂ
２Ｖ）

ｍ２２＝
１

ｍｂ２（χ２α－γ
２）
·

－４３ｃ∞ρηｂ
３＋４ｃ∞ρηｂ

３珔ａ２＋４χαｃ∞ρηｂ
３珔ａ＋ｃ( )α

ｍ２３＝
－χαｋｈ

ｍｂ（χ２α－γ
２）

ｍ２４＝
１

ｍｂ２（χ２α－γ
２）
（－４ｃ∞ρηｂ

２珔ａ－

４χαｃ∞ρηｂ
２－χαｂｃｈ）

ｍ４１＝
１

ｍｂ（χ２α－γ
２）
（４ｃ∞ρηｂ

２Ｖγ２＋

４χαｃ∞ρηｂ
２珔ａＶ－χαｋα１）

ｍ４２＝
１

ｍｂ（χ２α－γ
２）
·

－４３χαｃ∞ρηｂ
３－４χαｃ∞ρηｂ

３珋ａ　２－４ｃ∞ρηｂ
３珋ａγ２－χαｃ( )α

ｍ４３＝
ｋｈγ

２

ｍ（χ２α－γ
２）

ｍ４４＝
１

ｍｂ（χ２α－γ
２）
（４χαｃ∞ρηｂ

２珔ａ＋４ｃ∞ρηｂ
２γ２＋γ２ｂｃｈ）

ｆ（α，α·，ｈ，ｈ
·
，ｔ）＝

０
（χαＳ２－ｂγ

２Ｓ１）／［ｍｂ（χ
２
α－γ

２）］

０
（－Ｓ２＋χαｂＳ１）／［ｍｂ

２（χ２α－γ
２













）］

其中

Ｓ１＝－Ｆｈ＋σｈξｈ（ｔ）
Ｓ２＝－ｋα２α

３－Ｆα＋σαξα（ｔ）

Ｆｈ＝
ρ（γ０＋１）η

３

３ｃ∞
ｂＡ（α·２ｂ２＋Ａ２）

Ｆα＝
ρ（γ０＋１）η

３

３ｃ∞
ｂ
５α
·３＋（３α·Ａ２－３珋ａｂα· ２Ａ）ｂ

３

３－珋ａｂ
２Ａ[ ]３

２　采用中心流形方法对系统进行降维

由于方程（４）为４维非线性动力学方程，直
接对其动力学特性进行研究比较困难，为此首先

采用中心流形方法对系统进行降维。由于中心流

形定理仅适用于自治系统，因此首先要对随机激

励进行变换，本文采用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法将功率谱密
度函数变换成多项余弦函数叠加的形式，并通过

扩大向量将非自治系统转换为自治系统。

通过 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据得到：Ｍａ＜３９８５
时，系统稳定，响应收敛到平衡点；３９８５＜Ｍａ＜
４０８６时，系统的解收敛到稳定极限环，并且极限
环的幅值随着速度增大而增大；Ｍａ＞４０８６时，系
统发散，因此，Ｍａ ＝３９８５为系统Ｈｏｐｆ分岔点。

取μ＝Ｍａ－Ｍａ（Ｍａ ＝３９８５）为分岔参数，
给定系统参数，引入非奇异变换 ｘ＝ｐｙ，其中ｙ＝
（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）

Ｔ，ｐ为相对应于系统中零平衡点的
Ｊａｃｏｂｉ矩阵的第１项实部、第２项实部和虚部以及
第４项实部构成的方阵，代入方程后系统化成

ｙ＝Ｂ１ｙ＋μＢ２ｙ＋ｆ（ｙ） （５）
根据中心流形定理，得到中心流形函数

ｙ３＝ｈ１（ｙ１，ｙ２，μ）＝０．５９２２７７ｙ１μ－

　　０．０３９５９４ｙ２μ＋ｏ（３）

ｙ４＝ｈ１（ｙ１，ｙ２，μ）＝０．０８３８１７ｙ１μ＋

　　０．０３４６２９ｙ２μ＋ｏ（３










）

（６）

ｏ（３）表示三阶以上的高阶小量，忽略此量，可得到
约化方程（７），其中Δ１、Δ２是经过变换的随机激励。
ｙ１＝－６３．７２２１７１ｙ２＋６．２３６１２３ｙ１μ－８．２１４４２３ｙ２μ＋

　　０．５５９２２７ｙ３１－１．２７８３４１ｙ
３
２－２．２０９９２５ｙ

２
１ｙ２＋

　　２．９１１０７２ｙ１ｙ
２
２－０．３７６６７３ｙ１μ

２＋１．１４００２８ｙ２μ
２＋Δ１

ｙ２＝６３．７２２１７１ｙ１－１１．６８０５８４ｙ１μ＋１５．３８６０５０ｙ２μ＋

　　７．３７１３５２ｙ３１－１６．８４７１４５ｙ
３
２－２９．１２９２４１ｙ

２
１ｙ２＋

　　３８．３６９８７４ｙ１ｙ
２
２＋０．７０５５２８ｙ１μ

２－２．１３５３３２ｙ２μ
２＋Δ















２

（７）

３　二维联合概率密度函数求解

根据 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ对随机混沌特性的定义：二
维联合概率密度分布具有多峰且概率时差图具有

典型的康托集合结构时，系统具有随机混沌特性。

为此首先对系统的二维联合概率密度函数进行分

析。由于方程（７）为非线性方程，故本文联合利
用累积量截断法、非高斯截断法对系统的二维联

合概率密度函数进行求解。方程（７）的伊藤随机

·５２·
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微分方程形式如下：

ｄｙ１＝－６３．７２２１７１ｙ２ｄｔ＋６．２３６１２３ｙ１ｄｔμ－

　　８．２１４４２３ｙ２ｄｔμ＋０．５５９２２７ｙ
３
１ｄｔ－１．２７８３４１ｙ

３
２ｄｔ－

　　２．２０９９２５ｙ２１ｙ２ｄｔ＋２．９１１０７２ｙ１ｙ
２
２ｄｔ－

　　０．３７６６７３ｙ１ｄｔμ
２＋１．１４００２８ｙ２ｄｔμ

２＋Ｄ１
ｄｙ２＝６３．７２２１７１ｙ１ｄｔ－１１．６８０５８４ｙ１ｄｔμ＋

　　１５．３８６０５０ｙ２ｄｔμ＋７．３７１３５２ｙ
３
１ｄｔ－１６．８４７１４５ｙ

３
２ｄｔ－

　　２９．１２９２４１ｙ２１ｙ２ｄｔ＋３８．３６９８７４ｙ１ｙ
２
２ｄｔ＋

　　０．７０５５２８ｙ１ｄｔμ
２－２．１３５３３２ｙ２ｄｔμ

２＋Ｄ



















２

（８）
式中，Ｄ１、Ｄ１为随机激励强度。

由式（８）得到相应的 ＦＰＫ方程，求得矩方程
表达式为：


ｔ
Ｅ（ｈ）＝Ｅｆ１（ｙ１，ｙ２，μ）


ｙ１
Ｅ（ｈ[ ]） ＋

Ｅｆ２（ｙ１，ｙ２，μ）

ｙ２
Ｅ（ｈ[ ]） ＋

Ｅσ２ 
２

ｙ２１
Ｅ（ｈ）＋

２

ｙ２２
Ｅ（ｈ( )[ ]） （９）

将ｈ用ｙｍ１ｙ
ｎ
２（ｍ，ｎ为常数）代替，可以求得各

阶矩方程。由于高次非线性项的存在，使得矩方

程的右边出现了高阶矩，矩方程不封闭。为此本

文首先采用累积量截断法将高阶矩写成低阶矩的

函数，然后代入矩方程进行求解。通过非高斯截

断法获得各阶矩后，通过 Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ展式求得二
维非高斯联合概率密度函数。Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ展式如
式（１０）所示：

ｐ（ｙ１，ｙ２）＝ｐ（ｙ１，ｙ２）∑
∞

ｋ＝０
Ｈｋ
ｙ１
σ( )
１

Ｈｋ
ｙ２
σ( )
２

＋

∑
ｊ＋ｌ＝３

１
ｊ！ｌ！

ｋｊｌ
σｊ１σ

ｌ
２
∑
∞

ｋ＝０

ρｋ
ｋ！Ｈｋ＋ｊ

ｙ１
σ( )
１

Ｈｋ＋ｌ
ｙ２
σ( )
２

＋

∑
ｊ＋ｌ＝４

１
ｊ！ｌ！

ｋｊｌ
σｊ１σ

ｌ
２
∑
∞

ｋ＝０

ρｋ
ｋ！Ｈｋ＋ｊ

ｙ１
σ( )
１

Ｈｋ＋ｌ
ｙ２
σ( )
２

＋

∑
ｊ＋ｌ＝３
ｒ＋ｓ＝４

１
ｊ！ｌ！ｒ！ｓ！

ｋｊｌ
σｊ１σ

ｌ
２

ｋｒｓ
σｒ１σ

ｓ
２
∑
∞

ｋ＝０

ρｋ
ｋ！Ｈｋ＋ｊ＋ｒ

ｙ１
σ( )
１

Ｈｋ＋ｌ＋ｓ
ｙ２
σ( )
２

（１０）

式中：ｐ（ｙ１，ｙ２）＝
１

２πσ１σ２
ｅｘｐ －１２

ｙ１
σ( )
１

２

＋
ｙ２
σ( )
２

[ ]{ }
２

为

二维高斯概率密度；ρ＝ｋ１１／σ１σ２为相关系数；ｋｉｊ
为各阶累积量函数；σｙ１，σｙ２为标准差。埃尔米特
多项式Ｈｋ（ｚ）循环关系如式（１１）所示：

Ｈ０（ｚ）＝１

Ｈ１（ｚ）＝ｚ

Ｈｎ＋１（ｚ）＝ｚＨｎ（ｚ）－ｎＨｎ－１（ｚ），ｎ＝２，３
{

，…

（１１）

４　二元机翼随机混沌特性分析

现通过二维联合概率密度函数曲线、概率时

差图对二元机翼的随机动力学特性进行研究。由

于机翼俯仰自由度的振动幅值比沉浮自由度的振

动幅值大，故本文主要研究俯仰角 －俯仰角速度
的概率密度曲线。现将系统发生颤振时的来流马

赫数Ｍａ＝３９８５作为分界线，以此将系统划分为
颤振前区、颤振后区，并研究来流马赫数分别为

Ｍａ＝３、Ｍａ＝５时系统颤振前区和颤振后区的动
力学特性。

根据第３节求解二维概率密度函数的方法，
获得系统颤振前区和颤振后区在随机扰动作用下

的概率密度函数。随机扰动强度根据文献［１７］
添加，即弱随机扰动取值００１，一般随机扰动取
值０１，强随机扰动取值０５。图２是在颤振前区
Ｍａ＝３时，在随机扰动强度分别为００１、０１和

（ａ）Ｄ＝０．０１

（ｂ）Ｄ＝０．１

（ｃ）Ｄ＝０．５

图２　不同随机扰动强度下的二维概率密度图（Ｍａ＝３）
Ｆｉｇ．２　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｄｉａｇｒａｍ
ｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ（Ｍａ＝３）

·６２·
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０５时系统的二维概率密度分布图；图３是在颤
振后区 Ｍａ＝５时不同随机扰动强度下的二维概
率密度分布图。

（ａ）Ｄ＝０．０１

（ｂ）Ｄ＝０．１

（ｃ）Ｄ＝０．５

图３　不同随机扰动强度下的二维概率密度图（Ｍａ＝５）
Ｆｉｇ．３　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｄｉａｇｒａｍ
ｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ（Ｍａ＝５）

从图２、图３可以看出：二维概率密度在颤振
前区时，形状在弱随机扰动下为分离双峰，一般随

机扰动下为相邻双峰，强随机扰动下变为单峰；在

颤振后区时，形状在弱随机扰动下为多峰，一般随

机扰动下变为双峰，强随机扰动下变为单峰。并

且在颤振前区和颤振后区的二维联合概率密度形

状在弱随机扰动下不同，而在强随机扰动下形状

相似，由此可知系统拓扑结构发生了质变，系统发

生了Ｐ分岔。
根据概率密度的多峰状态，为了判断系统在

弱随机扰动、一般随机扰动下是否进入了混沌运

动状态，现绘制概率时差图对系统的动力学特性

进行进一步分析，因为二元机翼在一定来流马赫

数下，受一定强度的随机激励影响发生分岔、进入

混沌运动状态时间非常短，因此绘制概率时差图

的时延也较小，本文选取００１ｓ。图４为颤振前
区，在弱随机扰动、一般随机扰动下的概率时差

图；图５为颤振后区，在弱随机扰动、一般随机扰
动下的概率时差图。

从图４、图５可以发现，在颤振前区和颤振后
区，系统受弱随机扰动强度和一般随机扰动强度

下，概率时差图均出现了典型的康托集合效应，即

在某一位置附近出现频率明显高于其他位置。结

合其二维概率密度呈现多峰形状，因此系统发生

了Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ定义下的随机混沌。

（ａ）Ｄ＝０．０１

（ｂ）Ｄ＝０．１

图４　不同扰动强度下颤振前区的概率时差图（Ｍａ＝３）
Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｉｍｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈ
ｖａｒｉｏｕｓｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ（Ｍａ＝３）

（ａ）Ｄ＝０．０１

·７２·
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（ｂ）Ｄ＝０．１

图５　不同扰动强度下颤振后区的概率时差图（Ｍａ＝５）
Ｆｉｇ．５　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｉｍｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈ
ｖａｒｉｏｕｓｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ（Ｍａ＝５）

　　由于强随机扰动下二维联合概率密度函数为
单峰，根据 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ定义，此时系统不会发生
Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ定义下的随机混沌。

综上可得，不管在颤振前区还是颤振后区，受

外部随机激励的影响系统动态特性都会发生突

变、发生分岔，甚至进入混沌运动状态。但也会在

一定随机扰动强度下从混沌运动状态突变回周期

运动。因此，在进行二元机翼气动弹性特性研究

时，要考虑不同飞行环境状态的影响，避免系统发

生复杂动力学行为。

５　数值计算验证

为了验证分析结果的有效性，现采用数值

方法对分析结果进行验证。首先采用 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ模拟法对随机激励进行模拟，然后利用与
前文一致的参数取值，在 ＭＡＴＬＡＢ平台上对状
态方程（４）进行数值求解。不同工况下系统的时
域响应曲线、庞加莱截面图如图６、图７所示，系
统的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随来流马赫数Ｍａ的变化
曲线，如图８所示。

（ａ）俯仰角时程曲线（Ｄ＝００１）
（ａ）Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｐｉｔｃｈａｎｇｌｅ（Ｄ＝０．０１）

　　　　　　 （ｂ）庞加莱截面（Ｄ＝０．０１）
（ｂ）Ｐｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎ（Ｄ＝０．０１）

（ｃ）俯仰角时程曲线（Ｄ＝０１）
（ｃ）Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｐｉｔｃｈａｎｇｌｅ（Ｄ＝０．１）

　　　　　　 （ｄ）庞加莱截面（Ｄ＝０．１）
（ｄ）Ｐｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎ（Ｄ＝０．１）

图６　不同扰动强度下颤振前区的系统响应曲线及庞加莱截面（Ｍａ＝３）
Ｆｉｇ．６　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎ（Ｍａ＝３）
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（ａ）俯仰角时程曲线（Ｄ＝００１）
（ａ）Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｐｉｔｃｈａｎｇｌｅ（Ｄ＝０．０１）

　　　　　　 （ｂ）庞加莱截面（Ｄ＝０．０１）
（ｂ）Ｐｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎ（Ｄ＝０．０１）

（ｃ）俯仰角时程曲线（Ｄ＝０１）
（ｃ）Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆｐｉｔｃｈａｎｇｌｅ（Ｄ＝０．１）

　　　　　　 （ｄ）庞加莱截面（Ｄ＝０．１）
（ｄ）Ｐｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎ（Ｄ＝０．１）

图７　不同扰动强度下颤振后区的系统响应曲线及庞加莱截面（Ｍａ＝５）
Ｆｉｇ．７　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎ（Ｍａ＝５）

（ａ）Ｄ＝０．０１

（ｂ）Ｄ＝０．１
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（ｃ）Ｄ＝０．５

图８　最大ｌｙａｐｕｎｏｖ指数变化曲线图
Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｌａｒｇｅｓｔｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｃｈａｎｇｅｓｗｉｔｈＭａ

　　从图６～８可以看出，在弱随机扰动、一般随
机扰动强度作用下，无论是颤振前区还是颤振后

区，系统的俯仰角随时间均呈无规律变化，同时庞

加莱截面由分形结构的大量散点组成，且系统在

Ｍａ＝３、Ｍａ＝５时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为正值，
说明系统进入了混沌运动状态；而在随机扰动强

度为 ０５时，系统在 Ｍａ＝３、Ｍａ＝５时最大
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为负值，说明系统未进入混沌运
动状态，验证了前文中 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ定义下的随机
混沌分析结果，说明了本文近似解析定性分析方

法的准确性和有效性。

６　结论

本文通过累积量截断法、非高斯截断法及

Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ展式等获得系统的联合概率密度函数，
在Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ定义下研究了二元机翼的随机混沌
特性，并通过数值方法对计算结果进行验证。主

要研究结果如下：

１）采用第二类拉氏方程建立二元机翼随机
非线性动力学方程，并通过三阶活塞理论推导二

元机翼的非线性气动力和气动力矩。通过中心流

形定理对系统进行降维，将２自由度下４维非线
性系统的动力学方程成功降为２维，使系统的随
机非线性动力学特性研究得到简化。

２）采用累积量截断法和非高斯截断法获得
系统二维联合概率密度函数，利用 Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ定
义判断系统的随机混沌特性。研究发现，当随机

扰动强度为０．０１和０．１时，系统在颤振前区和颤
振后区均进入了混沌运动状态；在随机扰动强度

为０．５时，系统没有进入混沌运动状态。这说明
外部随机扰动对系统具有很大影响。因此，在二

元机翼气动弹性特性控制时，必须充分考虑外部

随机激励强度的影响，以增加系统的稳定性和安

全性。

３）通过时域响应曲线、庞加莱截面图和最大
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数等数值方法对计算结果进行验证，
两种具有较好的一致性，说明本文研究具有较高

的研究精度。
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