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带电粒子束传输中发散范围的计算

张 树 发

提 要 本文讨论 了带电拉子束在真 空环境中的定常传输
。

对末的径向发

散提出 了一个计葬方法
。

根据数位计算结果
,

提 出一个计算束半径的近似公式
。

理 论

由于同类带电粒子间的电斥力
,

传播中的束是发散的
。

下面仅就真空环境中带电粒

子束的发散
,

提出一种计算方法
。

设有一能量为 T 。 ,

流强为 I
,

初始束半径为
a 的带电粒子束在真空 中

’

传 播
。

在不

考虑地磁爆的影响时
,

它是沿直线传播的
。

我们取圆柱形束的对称轴为
二
轴

,

正方向就

是束的传输方向
。

设刚出口 的束中各带电粒子具有相同的能量
,

且无横向速度分量
,

则

轴向初速度由相对论质能关系
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求出为
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式中 m 。 为带电粒子的静止质量
。

相对论力学方程 (采用高斯单位制 ) 为
.

辈
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是带电粒子的动量 ; q 是其电荷 ; e , , e , , e 二 是柱坐标系的三个基矢 ;

而 : 一 ( 1 一

四
。 2 ) 一镇洛全兹因子

; 厂2一 砂 + ( : 功
2 十扩

.

因为
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将 ( 4)
、

式和 (5 ) 式代入 ( 3) 式
,
得柱坐标系下的运动方程为
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式中 。二 q /。

。 (荷质比 ) ` 这三个方程的意米是明显的
,

( 6) 式左边 第二项是向心加速

度项 ; ( 7)
。

是动量矩方程
。 、

根据我们的情况
,

可采用如下的近似
:

E
,
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B
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所以运动方程简化为
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考虑稳定传输
,

真空币的麦克斯韦方程成为
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对于束外绿
,

有
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式中 R 是束半径
,

B
。
与 I 应符合右手螺旋的方向关系

。
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,

( 9) 及奥高公式
,

将 ( 14 ) 式对长度为 dl 的圆柱块积分
,
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所以若把相对论运动方程应 用于束外绿处 的粒子
,

则成为

影
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由 ( 2 0 ) 可见
,

静电力总是大于洛全兹力
,

所以带电粒子束始终是发散 的
。

由 ( 2 1 )及初始条件 引
, 二。 = o 得

0 = O ( 2 3 )

对 ( 2 2 )积分
,

得
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所以 (2 4 )式成为
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,
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,
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式中 L = 犷。 t 为传输距离
。

_

七式表明
,

开头束半径随传输距离指数增长
。

( 3 3 )式的误差小于 雪
。 + 粤 B氛

4
如果 ( 3 3) 式中的积分上限取为占

。 = o
.

o 1( B 《 1时 )

或 雪。 = O
.

o l/ B (当 B > 1 时 )
,

那宋 ( 3 3) 式的误差小于 2%
。

若粒子束传输 L l
距离后有 B雪》 1 成立

,

则用 t l
和 R ,

记这个距离处的 传 输时间和

束半径
,

就得
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这时束半径与传输距离成线性关系
。

(3 4 )式的误差小于 ( B el) 一
,

若取 B氛 一 ” ln

导
一 1。 ,

则 ( 3 4 )式的误差小于 1%
。

总上所述
,

可将 ( 3 1) 式表达为
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L 。 一卫逻立
.
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是束半径线性增长传输段 (第 3 段 ) 开始时的传输距离 ;

占: = 1 0 / B ;

R l = ae 红 是传输距离为 L , 时的束半径
。

( 3 5)
,

( 3 6) 式中的积分可用切比雪夫多项式展开法近似求积 〔 1〕:
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( 3 8 )

。

之查者撼夸止 ( 3 9 )

a卜 1 一 口无+ 1

2 k
壳= l , 2 , … …

,

N + l

( 4 0 )
。 万十 z 二 a 刀 + 2 = O ;

b。 = 2 ( b ; 一 b: + b 3 一 b 4 + … … 十 ( 一 1 )峪+N
1

夕

而 几 二后
Z V

i 二 \ k i 二
c o s ee扮

一

)
’

“ 0 5 一下丙一
( 4 1 )

·

才了
.

N

砂例

这里 , 是被积、
。
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(
郎乘以告

关于不定积分近似表达式 I以功 = 华 十
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习 b 、 T * ( , ) 值 的 计算
, 可 利用递 推 关系
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式
:

C; = 2叮 C。
十 z一 C *+2 +b 。 ,

k 二 N + 1
,

N
,

… …
,

z ,
0 ;

C刀
+ 2 = C丹

十 3 = 0
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依次算出数 C N + , ,

C 、 , … …
,

C 。 ,

然后便可得积分植为

I N (。 ,一

专
( c 。 一 C Z,

计 算

本计算中取五种束能量 ( I M e V
,

10 M e V
,

o
.

I G e V
, I G e V

, 1 0G e V )
、

三种粒子束

流强 (对初始束半径为 10 厘米的情况取 10 K A
,

10 o K A
, I M A ; 对初始束半径为 1 厘米

的情况取 I K A
,

10 K A
,

1 00 K A ) 分别对 电子束和质子束进行 了计算
。

为便于计算
,

各种数据的数植应调整在计算机所能表达的范围内
,

为 此 定 义 一套
“

新高斯制单位
” :

以 1 0一“ 秒作为时间单位
,

以米作为长度单位
,

以 10 一 `“ 克作为质量

单位
。

当宜
:
> 1 6

·

1 18 = nI 1 0 ? ,

郎第二传输段 中束半径扩展到初始半径的 i 千万倍时
,

进一

步的计算已无实际意义
,

因此就取 占, = 16
·

1 1 8 ,

并且不进行第三传输段的计算
。

本计算是在 44 1B I 型电子数字计算机上完成的
。

结 果 和 讨 论

由计算结果看出
,

在同样的传输距离和流强下
,

质子束发散 的范围比相同初能量的

电子束大得多
。

以 I G e
V

、
1千安

、

初半径为 0
.

01 米的束为例 (见表 2 )
, 1 公里处 电

子束几乎没有发散
,

而质子束的外半径却增大到 1 1
.

0米
,

是电子束情况的九百多倍 ; 到

了一千公里处
,

电子束的外半径为 1 3
.

4米
,

而质子束的外半径却大到 1 6
.

9公里
。

这一结

呆与 【2 1的估算数据是一致的
。

一般说来
,

质子束的发散范围与能量低两个数量级的电

子束 (在同样流强下 ) 的发散范围大致相当
。

对同一种粒子束而言
,

束能量越大 (传输速度越大 )
,

传输中 束 的 发 散范围就越

小 ; 而流强越大 (束外层粒子受到的静电斥力越强 )
,

束的发散范围也就越大
。

具体情

况可参看表 l 和表 2 ,

表中的数值是由计算结果通过双对数线性择值得到的
。

由电子束和质子束的外半径 R 随传输距离 L 的变化曲线看出
,

当束半径扩展到初半

径的 5 倍以后
,

束半径与传输距离的关系在双对数坐标中近似为一直线
,

郎

馆R = 尤 烤 L + 地 A

或

R 二 A L 兀 ( 4 4)

式中尤是这一近似直线的斜率
,

它随束能量和 流 强的 不同在 l 和 1
.

1 66 之间变化
。

但
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I = 10 千安的粗子木 外半径 (米 ) 表 1

束类型

a = 0
.

1米
,

\
\ 二* , 二 。 、

\
、 、 、

典离 (公里 )

能量 ( M e V )
一

\ \
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1 0 3
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.
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.

4 x 1 0333 3 7
。
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.

111 O
。

222 2
.
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I o
.
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2 8 2

3 0
.

4

1 1 4 x 1 03

3
.

2 9 x 1 0 3

3 9 0

3 6
.

9 x 1 0 3

4
.

5 2 x 1 0 3 8 6
.

6 x 10 3

沪护

,上d.,二

a = 0
.

01 米
、

I = l 千安的粒子末外半径 (米 ) 表 2

产愁洲 月
_

_ _

10

…丫 1 03

I M e V 2 4 5

1 2
.

1

2
.

6 4 又 1 03

1 4 5 1
.

6 4 又 1 0 3 1 8
.

0 x 1 0 3

O
。

0 1 1 5 0
.

0 6 0 0 1
.

0 2 13
.

43

0八11
à, .一,土电子束

3
.

8 4 x 1 0 3 4 2
.

5 x l 0 3

质子束
1 0 3 1 1

.

0 13 3 1
.

5 3 x 1 0 3 1 6
.

9 x 1 03

双双双双双双双
\\\\\\\

一

\\\\\\\
、、、、 、、

义
`̀̀

义义义义
’’’’

\\\\\\\\\
\\\

\\\
\\\\\\\\\\\\\
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图 1
.

无量纲因子B对能量的关系 (束电流 i 千安 )
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是详细分析起来
,

尤与无量纲因子 B 的关系却比较单调
。

_ Z l q

m o c Z厂。丫。

与束的流强成正比
,

它与束能量的关系画在图 1上
。

在超相对论情况下
,
犷。“ C ,

而
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胡 o e Z
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2

岛 爪 o C Z

T 。

所以

B 、 之二皇卫
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。
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郎在超相对论情况下
,

B 与束能量 T 。的关系在双对数坐标 中是一斜率为
一 1的直线

,

这

正是图 l 中 T 。
在 1 00 M e V 以上的电子束的情况 ( T 。 = 100 M e V 时电子的 厂。、 o

.

99 99 c7
.

T 。 /二 o e “ 、 2 0 0 )
.

在非相对论情况下
,

物 、 1 T 。、
告

m o犷
因而

B 、 了二三亘鱼
~

孔一 1 / 2

. , 一 V

m 0 C -

( 4 6 )

。J在非相对论情况
一

下
, ` 与束能量 犷。

的关系在双对数坐标中是一斜率为
一

告
的 “ 线

。

这正是图 1 中 T 。
在 10 o M e V 以下的质子束的情况 ( T 。 = 1 00 M e V 时质子的 厂。二 0

.

4 27
c ,

下。 = 1
.

1 0 6 )
.

将由 R ~ L 变化图线得到的尤与 B 值对比
,

可得到表 3 所示的近似结论
。

馆 R 、 坛 L 图线的近似料率尤与无量纲 因子 B 的关系 表 3

束类型 B > 1

1> · > 1 。一

…
1。一 > · > 1。一

B < 1 0一 “

电子束

质子束

1
.

0 1

1
.

0 2

1
.

1 2

1
。

1 3

1
.

1 6 6

1
。

1 6 6

由此
,

可以得到计算带电粒子束传输中束半径的经验公式
。 / L 、K

Zt = r . -二 - 口

\ l /
( 4 7 )

式 中 l 和
犷 可用数值计算得到的某一对传输距离和束半径值

。

例如当取
犷 一 5

.

0 5 7 a 时
,

则 由计算机输出数据表得到的 l 值如表 4 所示 (纵初半径
a
为单位 )

。
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r二 5
.

57 0a 时的传输距 离 l (以 a 为单位 ) 表 4

、 、 \

流强 ( KA )

束类型 1 02 1 03

能量 ( M e

仍
、

\
\

111 000

111 0222

111 0333

111 0444

11111

111 000

111 0222

111 0333

0
.

4 6 3 1E 2 0
.

5 17 OE 2

0
.

9 3 3 2E 3 0
.

29 3 7 E 3 0
.

O3I3 E 3

0
.

27 6 8 E 5 0
.

8 7 4 l E 4 0
.

27 5 1E 4 0
.

9 7 4 1E 3

0
.

8 6 9 5 E 6 0
.

27 4 9 E 6 0
.

8 6 8 1E 5 0
.

27 3 2E 5

电子束

0
.

27 4 6 E 8 0
.

8 6 8 4 E 7 0
.

27 4 5 E 7 0
.

8 6 7 0E 6

4
.

26 7 1
.

3 4 5 0
.

4 27 5

0
.

24 09 E 2 7
.

6 1 02
.

3 9 4 0
.

8 4 18

0
.

14 3 0E 3 0
.

4 4 3 5 E 2 0
.

13 9 8 E 2 4
.

4 4 1

0
.

O I4 5 E 4 0
.

3 3 05 E 3 0
.

14 04 E 3 0
.

3 28 7 E 2

质子束

0
.

17 3 0E 5 } 0
.

5 3 8 5 E 4 0
.

17 2 0E 4 } 0
.

5 3 7 7 E 3

带

在这些流移和能量的情况下
,

B > 1 ,

除 了开始不大的一段传输距离 L l 之外
。

束

半径 R 与 L 的关系是线性的
,

可按 ( 3 4)
`
式来计算

。

并且一般可以略去 L : 。

因而

R 、
下。厂。

L + a e l o / 刀 ( 3 4 )
I,

值得注意的是
。

B > l 的情况束发散得非常厉害
。

所以这种粒子束并 没 有 什 么实际的

意义
。

用 ( 4 7) 式计算粒子束在传输中的束半径时
,

首先按能量由图 1查得 B 值
,

再乘以用

千安作单位的 电流强度
,

用这样得到的 B 值由表 3 查得斜率尤
,

再结合表 4 中的 厂
和 l

就可进行计算了
。

计算结果表明
:

在 R 扩展到初半径的 5 倍到 1万倍的范围内
,

按经验

公式 ( 47 )计算的值在小 L 时偏小而在大 L 时一般偏大
。

这是由于在第二传输段中 l g R 随

烤 L 增长的斜率是缓慢减小的
。

当用近似值线代替这一变化规律时
,

势必出现这种偏离

情况 ; 同时也由于这 一原因
,

在
_ _

上述数值范围之外
,

(4 7) 式 算 得 的数馗的误差 明显增

大
。

另外
,

当 B 值接近表 3 中某列 B 的上限或下限时
,

误差也要 大 一 些 (如 1人公V 和

10 o M e V 的质子束
。

具体情况可比较表 5 和表 i
、

表 2 o)

更精确的计算应利用 ( 35 )式和 ( 37 ) 式
,

其中切比雪夫多项式的展式系数 b* 由数值

计算得到
。

带电粒子束基本
_

匕不发散开的传输距离的计算也是有实际意义的
。

由 (3 5) 式
,

当

_ 、 _ 。 。 ,
/互丁



带 电 粒 子 束 传 箱 中 发 散 范 围 的 计 算 5 3

时 ,
有

尺 ( t。 ) = 。 e 君0 、 。

( 4 8 )

L 。
夕。犷 o a

,

/百万
犷 万布弓。

, 刀

、 0
。

1 4 1
下。犷 o a

c
丫万

( B < 1 ) ( 4 9 )

例如对
a 二 0

.

01 米
,

I = 1千安
,

T 。二 I G e V 的束
,

算得 电子束的 L 。二 3 57 米
,

质子束的

L 。 二 0
.

43 0米 ; 而若 T 。 = 10 G e V
,

则相应的数值分别为 1 1
.

3 公里和 7 米
。

按 ( 47 ) 式计葬的末半径 (米 ) 表 6

束类型 1 0 1 0 2 10 3

3 4 4 3
.

5 2 E 3 3 6 E 3电子束

I = I OK A

a = 0
.

1米 阵竺些二
.

…
- 燮些一

…— …

—一

一竺竺卜兰
二王竺兰

.

}二翌竺王}

—一 “ 7
·

o
、

}
” 9 5

{
5

·

7 9 E 3 】” 4
·

8 E 3

lllll

111 0 333

11111

111 0 222

111 0 333

11111

lll 000

...

10 333

11111

子束

2 7 4 3
.

6 2 E 3

I = I K A
1 1

。

8 1 7 3 2
.

5 3 E 3 3 7
.

I E 3

、 0
.

0 1 1 5 0
。

0 5 9 6 0
。

8 7 0 1 2
。

8

电子束

a = 0
.

01 米
6

.

3 0 E 3 9 2
.

3 E 3

1 0
.

3 2 1 5 1 2
.

2 2 E 3 3 2
.

5 E 3

质子束

总上所述
,

可将带电粒子束在真空环境中的传输情况作如下的描述
:

开始
,

由于强

大的静电力的排斥
,

边绿粒子的径向速度迅速增加
。

加速度由 ( 3 3) 式得到为

户
B c Z

,
_

.

B c 2
.

。

、 李
犷 0 “ 、 犷 0 “ ,

布
了` 2

速度为

R
B c Z

, 若
a

旦
t e 名

于俞了
` “

( 5 0 )

( 5 1 )

束半径按 ( 3 3)
`

式增长
,

当束半径增大到 R l(0 ) 二 。
矿

” (约 1
.

0 1 a) 时
,

这 种 增长 规律

(第一传输段 ) 就已基本结束
。

这时加速度达到

共
, . 、

B c Z

八 L玩 , 侣 - , 万二 ,一
丫 6 u
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速度达到户“ 。 ’ 一
念杯衷嘎

。

接着
,

加` 度逐渐蒯
、 ,

速度的增长变慢
,

经 过 一个不

长的过渡阶段后
,

加速度近似地按如下规律减小 (由 ( 4 7) 式得到 )

乙 _
』

尤 ( K 一 l) r 厂若 1 1 丫峨
J t 。内̀ 矽

—
I

目

二 ,
~

口

Z八 、 乙 /
( 5 2 )

速度近似地按如下规律缓慢增长

户、 尤
r 犷。

lI’
L 兀一 1 ( 5 3 )

最后
,

在近似等式 ( 3 4) 的误差范围内
,

粒子速度达到光速
,

加速度为零
,

径 向 速 度 为

(由 ( 3 4 )式得 )

R = c /下。 ( 5 4 )

这就进入 了 R 与 L 成线性关系的第三传输段
。

本计算作了相 当理想化的假设
,

因而只近似适用于远离地球的外层空间中带电粒子

束的传输
。
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