
二 维 及 多 维 多 项 式 变 换

罗 建 书 戴 细 英

提 : 要 本文提出 了用 二维多项式变换计算数字循环卷积的方法
,

指出 了

用二维
卜

多项式变换计算三 维循环卷积所需的运算量
。

详细地讨论 了实现二维多

项式变换的条件
,

并推广 到多维的情形
。

_ 它1 渗
魂

、 J 场 仁口

计算自相关函数及互相关函数
,

i货计及实现有限脉冲响应
,

计算大整数及多项式乘

积
,

解微分方程及计算功率谱等均用到数字卷积的计算
。

尤其是一推卷积多推处理非常

有效
,

故很有必要研究多推卷积的有效算法
。

道接计算 q x q x q 型 的三推卷积
,

需 护 个乘法及 护 (护 一 1) 个加法
。

虽用快速付立

叶变换 ( F F T ) 或数论变换 ( N T T ) 法 1[ 〕 ,

可使 运算量大为减少
。

但 F F T 需预先处理

三角函数
,

有舍入误差
,

且仍对应较多的乘法
。

N T T 本 身不需乘法
,

也无舍入误差
,

但变换长度受字长 b 的限制
, _

且模运算也影响 了运算效率
。

为避免上述问题
,

H
.

J
.

N us s

ba
u m e r

和 P
.

Q ua (n la ll e 近来提出了数字卷积的新算

法 3[ 〕。

这种变换法本身不需乘法
,

也无需移位
,

只需作多项式系数间的转移
,

所用运算

为普通运算
,

不受 N T T 的其它限制
。

蒋增荣老师研究了
“

一推多项式变换及其在卷积计算中的应用
”

闭
,

承蒙蒋老师指

导
,

木文在 〔幻 的基础
_

上讨论了
“

二推及多推多项式变换
” ,

研究了实现这种变换的条

件
。

二
、

二维多项式变换的引进

三推数阵 h = [h
` , i

, 。
] N

, 、 N Z 、 N 3

不I! 二= [x
` ,

j
, 、
]万

1 、 N : 、 N 。

的循环卷积 , = h
. x 定

义为

几) I , fn ,

N Z 一 1

总
心 一 1

属 “ “ 一 ` , 。 , ` m 一 j , 二。 , ` n 一 “ , 二 3 x ` ,
,
,

( O ( l ( N
: 一 1

,

0《 j 《 N Z 一 1
,

0《 k 《 N
3 一 1 ) ( 1 )

定义 飞 数阵 h
, 二 , y 的母多项式矩阵是
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一
, ~ - ~ ~ 一

、 ,2、 ,少、 ,声

2
CJ月件

了̀、口了、了、̀

万 i 一 1

H , , 、 ( z ) = 习 人、 , , , 。二 `

i 二 0

万 j
, 、 ( 刃 ) =

N l 一 1

艺
` 二 t〕

二` , j , 、 二 `
( 0 ( j 《 N Z 一 1

,

0 ( k毛 N
3 一 1 )

刀一 , j , 。之
厂艺
二N .

y ,
, 、 (习二

定义 幼 设多项式矩阵如 ( 2) 、 ( )J/ 定义
,

则称

N Z 一 1 N 3 一 l

·

夕一 ` ( “ ) ’ 属 恿 H
《

一
、 : , <

卜二 , 。 (“ ) X
。 , ·

( “ ) m o “ ( “ N ` 一 ` )

为 [H z , 。 (“ ) 1
; 2 ` 、 。

与 [ X z , 。 ( “ ) 1
刀2 、 、 。 的二推多项式循环卷积

·

定理 1 设 Y
。 , ”

(二 )
,

H j , * ( 二 )
,

万 j , 、
(二 ) 如 ( 2 ) ~ ( 4 )

,

则

( 5 )

刀 2 一 1

y 。 , ”

(二 ) “ 万
j 二 0

叭

N 3 一 1

名
k 二 0

一 1

H
< , , :一 j > 、 2 , 、

卜儿
.

、 。 (二 ) X z
, * ( 二 ) 。 1 0 〔 { ( 二 “

卜 z ) ( 6 )

证明 y
二 , ,

( z ) = 名 夕, , 。 , ” : `

I 二 0

凡 一 1

二 习 {苞
`

f
N l ~ 1

习

N Z一 1

习 h
之
卜 ` > * , , < 。 一 , 》 * 2 , 、 , 一* > , 。 x 、 , r , 。

]
z `
}

上式右端方括号内是矩阵 h 的 第
<。 一 >k 二。

层与 二 的第 k 层的二推循环卷积的第 (l
,

。 )

个元素
,

从而花括号内的多项式是这二推循环卷积的母多项式
。

由一推 多 项 式 变换理

论 [ 2〕知

T
、 , ; (习 “

万 2 一 1

习
j = 0

H
《 。 一 j > 二 2 , 《

卜。 > * 。 ( z ) X j , 、 ( z ) m o d ( z N
卜 1 )

甲习ō因此 y
。 , ,

( z )

N Z 声 1

` 习 H
之 , 一 j >

丈、 。 , 、
卜 、 > 、 。 ( 二 ) X j

, 。 ( z ) m 。 d ( 二 N z 一 1 )

( 0 ( 。 《 N : 一 1
,

0 ( n ( N 3 一 ] )

定理 1证完
。

由定理 I 知
,

可把三推循环卷积 ( 1 ) 化为母多项式矩阵的二二推循环卷积的计算
。

下面讨论用孙子定理计算 ( 6)
:

设 N , = N Z= N 3 = g , 叮为奇素数
。

扩 一 1= ( 2 一 1 ) (砂
一
巴+ 护

一 “十 … + z + 1) 二 ( : 一 1) 胚 (力
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因 好 (二 ) 不可约
, ,收 ( z 一 1

,

阿 ( z) ) = 1
.

记
’

厂」, 。 , ,

( : ) “ Y
。 , ,

( z ) n , 《。 〔!对 (二 )
,

1/
: , 阴 , 。

( 二 ) 二丫
, , : , ,了

( : ) m o d ( 二 一 z )

则由孙子定理有

二才
。 , ”

( z ) 二 y
」 , 。 , ,

(二 ) 兮
、
( 之 ) ( 二 一 1 ) + Y : , 。 ` , , :

( 二 ) 夕: ( z )阿 ( 2 ) m o (1 ( 之
q 一 l )

其 `
一

肠 夕, (
`

: ) ( : 一 z )二 2 m o 〔l盯 ( 二 )
,

9 2 ( 二 )材 ( z ) 二 z m o d ( 二 一 1 )
,

可取

于 是

凡 (二 ) ( 二 一 1 )一 工 ( q 一州
:

)), s : (: ) -

! (

y 二
, ”

( : ) 二工 ( 。 - 膝 (
: ) ) y l , 。 : , ,

(二 ) + 生阿 (二 ) y Z , 仍 , ,

( : )m o d ( :
。 一 z )

兮
( 7 )

由于
q 一 1

}
犷 2 , 。 , ,

( z ) = 习
j = 0

刁 H
;: , < ,。 _ , 》 。 , 、 , _ 。 > 。

X Z , j , :

其 中 H
Z , / , 儿

一

蕙
“ ` ,了, ` ,

X
Z , , , 寿一

斌
X ` , 了, 。 ( ,

,

“ 一 。
,

,
,

…
,

。 一 1 )
.

因此 y Z , 二 , ,

是一个二雄

循环卷积
,

可 用一推多项式变换计算 2[ 」
.

而
q一 l q一 1

y
一

1 , 。 , ,

( z ) “ 习 习 H
l , 、 ,n 一 j > 。 , 、 , 一 h > 。

( z )尤
1 , , , 、 ( z ) m o d材 ( z )

= O k =

其中 HJ
, , ,几 ( 二 ) “ H j , 、 ( z ) m o d M ( z )

,

X : ,
j

, 。 (二 ) 二 X j
, 、 (二 ) m o dM ( z )

,

( j
,

k = o , z
,

…

口一 1 )

为计算 y l , , , ,

(日
,

我们引进二推多项式变换
。

定义 3 设 M (习二 护一 ’ + 尸一 “ + … 十 1
,

q 为奇素数
,

〔H , , 。 (习 ]
。 x 。
为一多项式矩阵

,

则称

q 一 1

万
: , ,

(二 ) 二 习
切 二 0

( 8 )

为以 M ( )z 为模的二推多项式变换

q ~ l

名 H
。 , ,

(二 ) z 阴 ’ + ” `」n o d材 (二 )

(其 中 : ,

`二 o
,

1
,

…
,

q 一 1 )
.

其逆变换定义作

“丫功 , ,

( · ) 一

晶翼暮
。

· , 才

(· ) · - 。

一
d 、 ( · ) ( ?

, 7 2一 。 , 1 , … , 。 一 1 ) ( 9 )

因 z q
二 1 二 o d几f ( z )

,

故计算 ( 8 )
、

( 9 ) 不需乘法
。

在第三节
「}

, ,

我们将证明 ( 8 ) 和 ( 9 )

为一对互逆变换且具有 C C P
.

二推多项式变换具有 c C P 是 指
:

定义 喂 设 〔H , , 。 ( 二 ) 1
。 x 、

和 [刃
z , 、 ( z ) J

。 x 。
为 次 数 不 超 过 叮的 叮阶多项式矩阵

,

对 (习 二 (矛 一 1) / ( 二 一 l)

q ` l q一 1

:
。 , ,

“ z ) 二 ,

氰 名 H
、 、 一 , > 。 , 、 , 一丸) 。

( z )万 j
, 。 (二 ) m o (王M ( 二 ) (。

, n = 0
,

1
,

…
,

q 一 1 )

万
s , ,

( z )
: J

牙
s , ,

(二 ) 和 r
; , ,

( 二 ) 如 ( 8 )所定义
,

若有

犷
: , ,

(二 ) “ 万
: , ,

( z )
洲

牙
: , ,

(二 )m o dM (二 ) ( s ,

r二 o
,

1
,

…
,

叮一 z )

则称二稚多项式变换 ( 8) 和 ( 9) 具有 C C P
.

利用 ( 3 )
、

( 9 ) 及其 C C P 可计算 y 、 , 二 , ,

( 二 )
.

步骤是
:

〕: 计算 1人
, 了, 。 ( z ) 和 X

l ,

!
, * ( “ ) 的 多项式变换 万

, ,

川 ( z ) 和 了
1 , ; , ,

( : ) ,
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q一 1

刀 , , : , ,

( z ) ` 习
少 二 0

_
_

口一 1

X , , : , ,

( z ) “ 习

防 科 技 大 学

名 H
, ,

s
, 。 ( z ) : “ 干 ` “ m 。 d M ( 二 )

k = 0

g一 1

习 万
, ,

j , 、 ( z ) 二
“
j + ` “ m o d材 ( 二 ) ( :

,

左` O

,

…
,

q 、 1 )

2
.

作 万 , , , , ,

(二 ) 与 了
; , : ,

( 二 ) 的乘积 (模 M (二 ) )
,

了
1 , : , ,

(二 ) “ 万
: , : , ,

(二 )了
; , ; , ,

( 二 ) m o d材 (二 ) ( s
, r = o , I

,

… , 叮一 z ) ( 1 0 )

3
.

求犷
, , , , ,

( z ) 的逆变换
,

, 、
i 认

1

认
1二二 , 、 _ ,.

, , _

一
、

,
厂 , ,阴 , ·

(“ ) “ 乒恿 溉I
’ , ,

一 ( z ) z 一 (份
’ ` ” ` ’ m o d材 (“ ) ( ” , , n 一 o , `

,

一 q 一 , ) (“ ,

以上计算过程的示意图为

多多项式变换换

在实际应用咚
“ ,

因 [h
` ,

s
, *
1
。 x q只 。

可预先给定
,

故计算 Y l , 。 , ,

( z ) 只需一个正变换和

一个逆变换及 俨个以 M ( z) 为模的多项式乘积
。

由上可知
,

计算 q x q x q 型的三推循环卷积
,

因多项式变换本身不需乘法
,

( 7) 式

的计算也不需乘法`将生转移到 {人
、 ,了, * 〕中去郎可、

,

故只有 。 (、 十 : ) 个以 M ( 二 ) 为模的

、 q
一

/

多项式乘积 (其中计算 Y l ,二 , ,

(习 需 护 个
,

.

Y Z , 。 , ,

需 q 个 ) 需要乘法
。

由 W in og ar d 定

理 4[] 知
,

计算一个 多项式乘积 (模 盯 ( )z )至少需要 2q
一 3 次乘法

。

因此
,

计算 q x q 火 q

型的三推循环卷积共需 q( q2
“ 一 q 一 3) 个乘法

,

比道接用 ( 1) 计算所需 q “ 次乘法少得多
。

下面我们讨论二推多项式变换的实现条件
。

三
、

二维多项式变换

我们先来证明第二节中指出的
,

当 q 为奇素数时
,

( 8) 和 (9 )为一对互逆变换且具有

C C P
.

.

定理 2 在定义 3 所述的条件下
,

( 8) 和 ( 9) 为一对互逆变换且具有 C C P
.

证明 因材 ( )z 不可约
,

故 ( z
,

材 ( z) ) = 1 ,

从而广
`
存在

。

将 (9 ) 代入 (8 ) 中有

二
: , ,

( · )一

属氢像蒸戴
· , (· - , )

一 }
“ 了, * `· ,。 · d M`· ,

欲证 ( 8) 和 ( 9) 为一对互逆变换
,

必须且只需证明

: 一

奋氢氢一 {
1

,

j “ 0 m o d q 且 左“ 0 m o d 叮

O
,

否 则

m o d M ( 2 ) ( 1 2 )

当 j 二 o m o d g 且 左二 o m o d g ,

( 1 2 ) 显然成立
。

否则
,

不 妨 设 j =
a Q + t (

a 为整

数
, 1《 t《 q 一 l )

,

由于
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( : ` 一 z ) 名
二用 `

二 二 ` q 一 z ` 0 o o d乃丁( z )

而 (二
` 一 1 )笋 O m o d M ( : )

,

又M ( 二 )不可约
,

故 ( ( :
` 一 l )

,

换

M ( 之 ) ) = l 从而必有
口一 1

乙
二阴 ` “ 0 -nT o d 叮 (二 )

阴 = 门

于是

、 一

争蕙属二枷
’ -

一 {暮一卜
o m o d M `“ ,少困ù1一梦

同理 可证 儿笋 0 m do Q的情况
。

可见 ( 8)
、

( 9) 为一对互逆变换
。

下证 (8 )和 ( 9) 具

有 C C P
.

q一 l q一 1

了
s , ,

(二 ) “ 习
,此 = 0

q 一 1

“ 名

名 y
。 , ,

( 二 ) 二
” ’ ` + ” `

q 一 1 9 一 l

名 习 H
< 二一 , ) 。 , 、

卜* 》 , ,

(z ) 二
阴 ` 小” `

j = o k二 0 川 = O 儿 二 O }
X ,

, * `· , m o d 材`· ,

。 一 j =
: 。 , 。 一 k二 。

.

因 H
< 。 十 。、 , < 。 、 。 》 。

( 二 ) “ H
、 “ 》 。 , :

沙
。
( z) m o d M (二 )

g 一 l q 一 1 口一 左一 1

月
。
艺 厅

< , n 一 , ) 、 , < , 一* 》 。
( 二 )二 “ · 十 · ,

二

q一 j 一 1

艺 习
沙二一 儿

H
, : ) 。 , < 。 , 。

(之 ) z (
“ + j )

` 十 ( t, + “ ) ` m o dM ( : )

记则

故 犷
; , , 《

、

二 ) 二万
: , ,

( z ) r
s , ,

( z ) rn o d M (二 ) ( s
,

t = O
,

l
,

一
,

7 一 1 )
.

证完
。

下面将定义 3 推广到下列三种情况
。

(一 ; ) q 是复合数
。

此时
,

了 一 1在有理数域中可 分 解为若于个互异割圆多项式

之积
,

, 一 1一 ile M J` (习
,

M 己、
( : ) 的主系数为 1

,

、 ` ( `二 l
,

2 ,
.

… , )为 。 的因子 (包括
f声 1

z不口 q )
.

月了J ` (
.

2 )的次数为 d ` 的 E u l e r
函数职 ( d 、 ) I” 〕 ,

记Y 、 , 、 , 。

( z ) 二 Y , , 。

(之 ) m o d M d ` ( 二 )

l(’ = 1
,

2
,

…
,

那 ln,
。 = 0

,

1
,

…
,

q 一 1 )
,

由孙子定理而得

y , , ,

(二 ) 二 分: ` , 二 , 。

(二 ) 、 : (
二 ) 、 ` ( 二 ) m 。 d ( 二

。 一 1 )
( 1 3 )

其 中 阿
` ( : ) = ( 之

q 一 l ) / M d
`
(二 )

,

对 : (
z )阿 ` ( 二 ) 二 i m o . I M J ` ( z )

环` , 。 , ,

( z ) “ 万
“ = 0

q 一 1

月
。
H

` , <。

一
。 , <

一
、
( 二 ) X

` , 。 , 。

( : ) m o dM 。 ( 2 )

j了` , 。 , ,

( 二 ) 二 H
二 , ,

(二 ) m o dM d * ( z )
,

尤 ; , 二 , ”

( z ) “ X 。 , 。

( 之 ) m o d材 J 、 ( 之 )

(扩一 1
,

2
,

…
,

P ; 优
, ” = O

,

1
,

…
,

q 一 1)

用二推多项式变换计算 Y ` , , : , ,

( )z
,

f 二 1 , 2
,

…
,

p (因 M d ` (习 不 可约
,

故二推多项

式变换存在
。

但在此处假定除
: 一 1和

z 十 1外
,

均能以 M d ` (习 为模 定 义一个 q x q 型

的二推多项式变换 )
,

全部算出 y
` , 。 , 。

(习后
,

由 ( 13 ) 式便得 y 二 , 。

( 2)
.

(二 ) q = N 夕
。

这里 p 为奇素数
,

( N
l , p ) 二 1

.

定理 3 设 g二 N
l刀 , 尹为奇素数

,

( N ; , 尹 ) = z
,

「H j , 。 (二 ) ]
, 、 。

(或 [H s , ; ( z )〕
。 、 。

)为

多项式矩阵
; ,

则
刀一 t q 一 1

万
: , ,

( 二 ) “ 习 习 H i
, 。
(二 )二

, ` ( 。 二 )
` “ m o d胚 ( 二 )

了 二 () 左= O

P 一 1 口一 1

习 习 万
: , ,

( 二 ) z 一 j ` (。 z ) 一
掩`
m o dM (二 )

( 1 4 )

H ` ,儿 ( · ’ 若

责 s 二 o t = 0
( 1 5 )
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( j
, 、 “ O

,

1
,

万
: , ,

(之 ) .

P 一 1攀

q一 l

k
,
t = O

,

l
,

… , q 一 1 )

( 16 )

ù ,

月乙到

“ ` : 庵(· ’ ,

争

乙 子I j
, 、
( : ) (。 ; ) “

十 ` “ m o d阿 ( : )
k 尝 O

q一 1 叼一 l

月 习 万
: , ,

(二 ) (。 : ) 一 (`
’ 十 “ ` ) m o d阿 ( : )

` = O 子 二 0
( 1 7 )

( j
,

k
, s ,

t “ 0
,

1
,

为一对具有 C C P 的互逆变换
。

其中

q 一 1 )

二 e 一 j Z刀刀 -

证明 因 材 (习 不可约
,

故 ( z
,

对 (的 ) = 1
,

,

材 ( z ) 二 ( z q 一 1 ) / (
二 一 1 )

,

从而了
`
存在

。

将 ( 1 5 ) 代入 ( 1 4 )中
,

ù口

欲使

瓦
, , `· ,一

戴氢{责
尸一 l q一 1

戳恿
z “

’ 一 “
, (。 “ )“

`一”
,

}刀一 ( z ) m o d对 (“ )

成立的充分必要条件是
,ù̀
门`.可,硬... .、

s 二一上
P q

p 一 1 叮州 l

刁
z `阴 ( 。 二 ) “

”

“
k 二 0

第一式显然成立
,

对于第二式
,

一 1 )
,

由 ( :
` 一 1

,

M ( z ) ) = 1 及

,

m 二 o m o d刀 I l n 二 o m o d q

rn o d M ( 二 ) ( 1 8 )
,

否则
。 笋 O m od p ,

则 。 二 a p 十 t (a 为整数
, 1《 t《 p

(二
` 一 l ) 月

z j“ , ( :
` 一 1 )刁

z , `注 二 ` p 一 1 , o nr o dM (二 )
j 二 o j 之 0

而知 乞
`二二 , , 。 m o d材 (二 )

,

于是

了 =

若

左二 0
, 1

,

O

”笋 o m o d Q
,

则 n 二 a q + r

S = o m o d对 ( 之 )
.

(
a 为榷数

,

t 二 z
,

2
, ,

二 ,

q 一 l )
,

因 ( N l ,

p ) 二 z
,

故对

… , q 一 l 可作素因子变换
:

左* , ( k l ,

k Z )
,

k : , k m o d N : ( k、 二 0
, 1

,

…
,

N , 一 1 )

k : “ k m o d尹 ( k: 二 0 , z , … , 尹 一 1 )

由孙子定理有 k , k l a l刀 + k
Z。 :

N , m o d口
·

其中
a l刀 ` 1 m o d N ; , a : N , “ 1 m o d 尸

,

于是

“

公
`

, 、 , ~ 。
只 1 , 、 : ; N飞刃

` , ;
_

信 ` , ; , , , , 、

气。 之 ,
“ ~

三 石 气。 之 )
” ’

蕊 口 。
’

`

注 山 万
’

飞 m O Q Zvl 气 z )

由于 t ` o m o d N ,
和 t “ Om o d尹

左 1 = 0 左 2 乙 o ;

不可能同时 成 立 (否 则
,

q 一 1

因 ( N l ,

户 ) == l 而 有 t ` o m o d

N l p )
,

又 。 是 N l 阶 单 位根
,

敌 名 ( 。 二 ) 儿
”

, o m o d M (: )
,

无 = O

从而 S 二 o m o d对 ( z )
.

可见

( 1 8 )式成立
。

仿定理 2 可证 ( 1 4 ) 和 ( 1 5 ) 具有 C C P
.

同理可证 ( 1 6 )和 ( 1 7) 为一对具有 C C P 的互逆变换
,

只是相应于 ( 1 8) 式的是下式
:

s 一

争减蕙
( 。 · )

。 , 十
” *一

{:
,

胡 , o m o d q 且 ” “ o m o d q

m o d M (之 ) ( 1 9 )

否则

定理 3证完
。

推论 设 厄 ( )z = (尸 一 1 ) / (
2 一 1 )

,

〔H j’le (的 ] 为 p x Zp 型 (或 Z p “ Z p 型 )多项式

矩阵
, p 为奇素数

,

则
P一 工

刃
, , , `“ ’ ` 属 习 H

, , ; ( 。 ) 二
s , ( 一 二 )` “ m o d M ( : )

专=
9
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、

_ 1 信
1

, 了 , , * 、 z , 一万 禹

Z P一 1

习 万
: , ,

( 二 ) z 一 , ` ( 一 二 )一 左
`
m o d M (二 )

t匕 0

( s ,

j = O
,

1
,

…
,

p 一 1 : t
,

凡二 0
,

1
,

…
,

Z P 一 1)

H z
, * ( z )二

“ `
( 一 z )

` “ m o .
IM ( z ) ( s

,

t = o
,

z
,

…
,

2尹 一 z )

2 尸 ~ 1

名 万
: , ,

( z ) z 一 j ` ( 一 二 ) 一 “ m o d M ( 二 )
亡 = 0

一凰一s0Pó瓜
1

一州或 万
: , ,

(二 ) 三

H
j , * (习 二

为一对具有

(三 )

定义 5

( j
,

几= 0
,

1
,

…
,

2 1卜 1 )

C C P 的互逆变换
。

模 M ( z) 为可约多项式的情况
。

设 M (z ) 为有理数域上一多项式
,

IH
, , * (习 1。

、 是 多项式矩阵
,

称
五I 一 1 万一 1

万
二 , ,

( z ) “ 名 乙 H j
, ; ( 二 ) ( a z c

)
` ,

(刀z d )
` “
m o dM ( z )

j = o k = 0

( 2 0 )

( s = O
,

1
,

…
,

M
一 1 ; t “ 0

,

1
,

…
,

万
一 1 )

为 〔H , , 。 ( )z 〕的 (模 M (习 ) 二推多项式变换
。

其逆为

盯一 I N 一 1

万
j , 。

( z) “
1

M N
乙 ( 2 1 )

( j = 0
,

1
,

…

习万
: , ,

(二 ) ( a z ·

)一
s ` (刀

二 d )一
`无m o dM ( z )

才 = 0

,

阿 一 1 ; k 二 O
,

1
,

…
,

万 一 1 )

其中 a
、

定理

口为复常数
, c 、

d 为 自然数
。

弓 当且仅当

( a 二
c

) 八了二 l o o d M ( 二 )
,

(刀
z d ) N 二 1 , n o d对 ( 二 ) ( 2 2 )

S 二
1

盯 f铲

, s 二 o ln o d M 且 t二 o m o d N

名 乞
`“ “ C

”
’

`“ · “ ,“ 一

{: m o d M (二 )
否则

( 2 3 )

时
,

( 20 )
、

( 21 ) 为一对互逆变换且具有 C C P
.

证明 将 ( 2 1 ) 代入 ( 2 0 ) 中
,

欲使

形一 1

夸
`

J卫
we

,

,

尚 之M N

五f一 1 万一 1

刀
; , ,

(二 ) ` 名 戳篙 ( a z `

)
’ ` “ 一 ” ” (刀

z “ )“
`一 ” ,

}万
。 , ·

( z ) m o dM ( “ )

成立的充分必要条件是

1

M N

j才一 I N 一 1
一

{
1

, : “ Om o d对 且 t 二 o m o d N
乙 名 ( a z C

) ’
`

(刀
二 d ) “

`

了 = O 夜= O

又当 ( 2 0 )
、

( 2 1 ) 为一对互逆变换时
,

得 ( a 二
C

)对
` : l m o dM ( 二 ) : 取

若 ( 22 ) 成立
,

仿定理 2

定理证完
。

定理 。 设 、 ( 二 )一 了,

:

约多项式
,

当且仅当

s = 0
,

t = 1 ,

否则 m o d 材 ( 2 ) ( 2 4 )

在 ( 24 ) 中取
: = 1

,

t 二 O
,

并两边乘 a 了 一 1而

并两边乘 刀了
一 l 而得 (刀丫 ) N二 l m o d M (z )

.

可证 ( 2 0 )
、

( 2 1 ) 具有 C C P
.

( 二 ) 一 。
)

·

( : )
,

婆冬
I
扣 。 `

( 二 ) (、一 , , 2
,

… , : ) 为互异的不可
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.

一
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一
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-一 ~一一
~
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— 补 一
目

一一
一

网

一

_
_

_
_

i
。

(a二 C

) M二l mo d M(z )
,

(刀
Z d ) N “ z m o dM ( 二 ) ;

2
。

( a z c

) M “ i m o d p ; ( z )
,

(刀
二 d ) N “ r m o d p ` ( 二 ) ( `二 一

, 2 , …
, s )

且M
、

N 分别是使
_

上述式子成立的最小正整数时
,

( 2 0 ) 和 ( 2 1 ) 为 一对互逆变换且具有

C C P
.

当 M ( 二 ) 为不可约多项式时
, 1

“

包含 2
0 .

证明 设 ( 2 0)
、

( 2 1 ) 为一对互逆变换
,

则 ( 2 2) 成立
,

且有

( a 二
`

)
”

笋l m o d M ( z )
,

(刀
: d )

v

并 l m o dM ( z ) ( 。 二 1 , 2 , … ,

M
一 1 ; v 二 z , 2

,

…

N 一 z )
.

若不然
,

设有某
u ( z簇 u 《 M 一 1 ) 使 ( a z “

)
u

, l m o d M (二 )
,

则在 ( 2 3 ) 中取 t = o

而得 1 ` Om od M (习
,

矛盾 ! 同样讨论 (刀了 )
.

于是 1
“

成立
。

从 ( 2 2 )
、

( 2 3 ) 有 ( a 之
`

)月二 l m o d夕 ` ( 二 )
,

(刀
二 d ) N ` l m o d夕` ( : )

.

l

盯N

( i
:

叮二 , 万 , 【 1

刘 刁 ( a z C

)
’ u

(月
二 d

)
人“

` 咬
( 0

:

1
,

2 , … , ￡ )

, “ . o m o d M且
v 二 o m o d刀

m o d P ` ( 之 )
否则

同样可证得

… ,

N
一 1 )

.

又由 1
“

( a z C

)
“

并 l m o d尹 ` (之 )
,

(刀
二“ )

”

并 l m o d 刀
*

(二 ) ( u = 1
,

2
,

…
,

M
一 1 ; 。 = 1

,

2 ,

此郎证明了必要性
。

知 ( 2 2 ) 成立
,

当 材 . o rn o dM 且 。 二 o tn o d N 时
,

由 1
”

则有

1

M N
习 ( a z ·

)
了 “

(刀
二 d ) 左

“

二 i m o dM ( z )
掩= 0

· , : ) 不可约
,

故 ( p ` ( 二 )
,

( a z c

)
“ 一 1 ) = 1

.

因此 (材 ( z )
,

ó乙,’rt

其次
,

因 尸` ( z ) ( i 二 z
,

2 ,
·

万
一 l

( a : “

)
“ 一 z ) “ 1

,

由于 ( a : “

)
“
N 一 i ` [( a z C

)
“ 一 z ] 习 ( a z `

) 了
“

“ o m o dM ( z )
,

故
j = 0

刀一 1

名 ( a 二
c

) i
“

。 o m o dM ( 二 ) ( 。 二 1
, 2 ,

一
,

M
一 1 )

j = 0

N~ 1

同理可得出 月庐刀了户
”

, Om do M (“ ) v( = ’ , “ ,

一 N
一 ’ )

·

则 ( “ “ ) 的第二式成立
·

据

定理 4 充分性得证
。

定理 。 设 M ( : ) 一 ,
:
’ ( : ) … ,

:
·

( z )
,

, ` ( z ) (、一 1
, 2 , … , s ) 为互异的不可约多项

式
,

当且仅当 ( a : ·

) , `盖 l m o d ,
:
` ( : )

,

(刀
: ` )“ , i m o d , :

` (二 ) (`一 1 , 2
,

…
, : )

,

且对
,

N

是分别使这些等式成立的正整数时
,

( 20 )
、

( 2 1) 为一对具有 C C P 的互逆变换
。,

证明 设 ( 2 0 )
、

( 2 1 ) 为具有 C C P 的互 逆 变换
,

则 有 ( a 二
c

) M , l m o d M (二 )
,

从而

( a 二
·

) M , l o o d ,

)
` ( z )

,

且有 ( a 二
·

)
。

` l m o d ,

{
` ( : ) (̀ 二 工,

2
, … , : ; i ( u 《 “ 一 , )

.

否

贝lJ
,

由 ( a : ·

)
·

二 1 m o d ,

:
`

(
二
) ( 1《 u ( “ 一 1 ) 贝lJ有 ( a : ·

)一 , m o d ; ` (二 )
,

与定理 6 矛

盾 1

同理可得 (庵
“ ) N二 , 。 o d ,

)
`
(二 )且 (、 二“ )一 , m o d ,

:
`
( z ) (`一 ,

,

2
,

… , s ; , ` v 《 N

一 1 )
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反之
,

因 ,

:
` (二 ) (`一 1

,

2
,

…
, s )两两互质

,

故 ( a z ·

) M “ l m o d“ (二 )
,

(刀
z ` ) N “ l m o d

阿 ( z ) 且 ( a 二
C

)
“

产 z m o dM (二 )
,

(刀z d )
v

并 i m o d M ( z ) ( u = 1
,

2
,

…
,

M
一 1 ; 。 二 1

,

2
,

…
,

N 一 1 )
,

否则将与条件矛盾
。

又 有
’

( a : c

)对二 1 rn o d p ` ( z )
,

( 。 z c

)
“

笋 1 o o d夕
`
( 二 ) ( `= l , 2

,

…
, : ; u = 1 , …

,

M 一 l )
,

否则由 (
` , z “

)
“ 。` l m o d尸、

。

( ` ) ( 1《 f 。《 s , 1《 u 。 ( M 一 1 ) 而得 ( a z `

) 刀
“

卜 1二 [ ( a 二 )
“

卜 1 ]

笔
, ( a z ) , ·。三 。 m o d ,

` 、
( 之 ) ( 2 5 )

M一 1

从而 〔( a “ “

)
“ ` , 一 `」,

戳 ( a “ `

)
` “ 。二 o m o d p ` 。

( z )
,

刀一 1

此时必有 名 ( a z C

) j
“ o笋 o m o d刀、 。

( z )
,

若 不 然
,

则 有 M 二 o m o dM (习
,

置
( 。 二 ) 了一 ,一 1

,

于是 ( ,

:;
。 (· )

,

这 不 可 能 ! 又 因 p ` 。
( z) 不 可 约

,

则 ( p
`。 ( z)

,

刀 ( a : c

)
’ u o ) = 1

.

J = 0

由 ( 2 5 ) 则 得 ( a : C

)
u o “ l m o d

,

:;
。 (二 )

,

矛 , ; ! 同理可证 (刀
z “ ) N二 l m o d , ` ( z )

,

上1
.

( 、 二“ )
·

笋 l m o d , ` ( z ) (`一 1
,

2 , …

: ; 1《 v 《 N 一 1 )
.

充分性得证
。

定理证完
。

定理 5 的条件 2
“

与下述条件等价
:

2
。 `

存在多项式 a
。

( z )
,

刀
。

( z ) ( u = 1
,

2
, …

,

M
一 z ; 。 = z

,

2 , … ,

N 一 z )

使得 a
。

( :
·

) 〔( a z “

)
“ 一 I J二 z m o d M ( 二 )

,

刀
。

( z ) 〔(刀z d )
v 一 1 ]二 i m o d M (二 )

.

事实上
,

由定理 5 的 2
“ ,

对于 M ( z) 的任一不 可 约 多 项式 因 子 p (习
,

( a 扩 )
“

笋

i m o d夕 ( 二 )
,

(刀
二 d )

”

笋 z m o d p ( z )
,

从而 ( ( a z ·

)
“ 一 z ,

M ( : ) ) = z ,

( (刀
二 J )

t, 一 1 ,

时 (二 ) ) =

1 ,

于 是 [ (
a z C

)
’ ` 一 l 犷

,
及 [(刀

z d )
“ 一 1犷

1
存 在

,

i己 a
。

( 二 ) = [ ( a
二 c

)
“ 一 1 1

一 ` ,

刀
。

(。 )

= [ (刀
z d )

“ 一 1 ]
一 , ,

( u = 1 , 2
,

…
,

M
一 z ; v = 1 , 2

,

…
,

N
一 1 )

.

2
“ ’

成立
。

反之
,

因 乞
` ( 。 二

·

) ,
: J

二 。 。

(二 ) [( 。
: ·

)一 1 ]匀
` ( 。 z ·

) , ·

` a
。

( : ) 〔( a 二
C

)几,
“
一 l ]三 o m o d M (二 )

同理有 奢鱿(刀了 ) `
U

` “ m od M (“ )(
“ == ` , “ ,

一 材
一 ` , 口 一 ’ , “ ,

一 N
一 ’ )

·

又由定理 “ 的

1
“

及定理 4 得知定理 5 的 2
’

成立
。

若从矩阵角度考虑
,

( 2 0 )
、

( 21 )的矩阵形式是

[甘
; , ,

( z ) ]、 ` 、 二 T 。 ( 二 ) 〔H j , * ( z ) ]
、 ` 、 T N ( z ) m o dM ( z )

L万
, , 、 (之 )〕、 , 二 “ 犷 , , ( z ) 〔万

: , ,

}
。 、 , 犷, (二 ) m o d对 (二 )

其中

了
’ ; , ( z ) 二

a Z 口

( a 了 ) 2

1

( a 刁
“

) “

( a 二
C

) 4

1

( a : “

)人̀ 一 ,

( a 二
“

) “。 ,一 , ) m o d材 ( 之 )

( a 二
·

)五̀一` ( a 之
·

) 2以卜 ’ ) … ( a 之
·

) `
,`一 , ) 2

,上1ùi二
嘴.一户.............、
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刀z d (刀二 d ) z

(月
z “ ) z (刀z “ ) 峨

报

(刀
二 d ) N一工

(刀了 ) “ ( N一 ’ )
m o d材 ( z )

大一ù,..ù

1 (刀
z d ) N一` (刀

z d ) 2` N一` , … (刀
: d )` N一 ` , 3

厂试 )z “
( a z c

)一 ’

( a Z “ )一 2

1

( a z C

)一 2

( a z “ )一 4

1

( a z c

)一必
` )

( a z “

)一 2伽一 1 ) m o dM (之 )

ō .上了111

( a : ·

) 一浏一 ” ( a 二
·

)一 2例一 ` ,… ( a 二
·

)一伽一 , ,

几

汽 ( z ) `
(刀洲 )一 ,

(刀了 ) 一 “

(刀创 ) 一“

(凡勺
一 4

(刀
二 d )一 ( N一 l ,

(爪
d )一 2`N 一卫,

i (刀
: d ) 一` N一 , ) (刀

z J ) 一 2` N一 , ) … (刀
z d ) 一 `N一 ` , 2

m o d M ( z )

, .上111.土,
.
二

r习ō l
声.111习l
、.

要证 ( 2 0)
、

( 21 )为互逆变换
,

必须且只需证明 T 、 犷、 “ I ,
、 m do M (z )及

几殊 “ 寿
、 , m o d M ( z )

定理 7 设 、 (二 )一 ,

:
`
( z )… ,

:
·

( z )
,

当且仅当

1
。

( a 二
c

) M , 王m o dM ( z )
,

(刀二 d ) N ` l m o d M ( z ) ;

2
。

( p ` ( 之 )
,

( a 二
。

) “ 一 ( a 二
C

) 爪 ) 二 1

( P

时
,

( 2 0 )
、

证明

( z )
,

(刀
二 d ) j 一 (刀二 d ) ` ) = i

( 0《 。 < k《 M
一 1

,

i 二 1
,

2 , …
, s )

( O《 l < j ( N 一 z
,

i “ z , 2 , …
, s )

( 21 )为一对具有 C C P 的互逆变换
。

因 {丁“ ( z ) }一
。 ` 。

见
、 一 ,

[ ( a
z ’

) ` 一 ( a “ “

) ’ Jm
o d盯 ( “ )

,

由 2
。

有 ( “ (“ )
,

( a 二
`

) 几一 ( a 二
“

) 协 ) “ z ( O《 。 < k《 M
一 i )

,

故 [ ( a 二
c

) “ 一 ( a z C

)
”

」一 `
存在

,

于是 }T , ( z ) 1
一 1 ,

从而 T材 ( )z 存在
。

同理
,

T元’ (习 存在
。

反之
,

设 ( 2 0 )
、

( 2 1 ) 为一对互逆变换
,

合fJ【2汤 (二 )了一 ,
存在

,

从而 ( M (二 )
,

(口二
`

) “ 一

( a z c

广 ) = 1 ( O ( m < k《 材 一 z )
,

于 是 印
` ( z )

,

( a z c

广
一 ( a 二

`

) ” ) = l ( o 《 。 < k《 材 -

1 ; i二 1 ,

2
, … , s )

同理可得 ( p * ( : )
,

(刀宕
d ) j 一 (刀

二 d ) ` ) == i ( o 《 l < j 《 N 一 1
,

`= i
,

2 , … , s )

以上证明了 T淤 (习
、

T护 ( )z 存在的充分必要条件是 1
。 、

2
。

成立
。

下证

了
’

、 ( : )氏 ( : ) == I 。 、 。 m o d M (二 )
.

设 T , ( 2 )厂、 ( z ) = [
c ` i (二 )〕二 K 、 ,

只需证

一 ( · ) 鉴

矗置
(… ,左 (̀

一 {
I f三 j , n o dM

; n o d对 ( z )

由 z
“ ,

当 `二 j m o d材时
,

有
e 、了( : ) “ l o o d M

.

i笋 j m o d盯

当 i笋 j m o d对时
,

不难证得

刀了一 1

尸
, 一 1 “ n

护矛̀ = 0

汇
x ` 一 ( a : C

)
` ” ,

]
rn o d肠 ( z ) ( i二 1 , 2 , … ,

八j 一 1 )
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比较系数而得 月 ( a二 c

户
`
二 o m od阿 (二) (t1 =

,

2 , …
,

M
一 l )

.

用 = 0

仿此可证 T袱 z) 殊 (的 ` I N ` N m o d对 ( 2)
.

证完
。

定理 8 若以 了 为根
,

多项式 M (的 为模 可构成 N x N 的多项式 方 阵 的二推多项

式变换
,

则以 M ( z) 为模
,

( a了 ) 为根可构成 N l N x N , N 的多项式方阵的二推多项式

变换
,

其中 =a
= e 一 ` 2凡凡

,

( N , ,

N ) = 1 以 盯 (的 为模
,

了
、

a 了 为根可构 成 N x N : N

型 的多项式变换
。

证明 由定理 3 而得
。

证完
。

四
、

多维多项式变换

定义 6 设尤一推多项式矩阵 {H
。 , , , . ” , ` ( z ) J M x * 、 ..x : ,

M (习 为一多项式
,

则称

犷 , , , , ,
二 , , ( z ) 二

为 [H
. , , , … , , ( z ) ]

M一 1 柑一 1
卜

1

习 习 … 习 H
< 。一 ` > 、 , <

卜 , 》 * ,

一
, < ,一、 》 : ( z )尤

` , , ,一 , 、 (二 )
·

m o d材 (二 )
仇 . o n = 0 1 = 0

与 〔X 二 , , , 二 , ` ( )z 」的 K 一推循环卷积
。

称

刀
, , : , . “ , ,

(习 二 习
N 一 1

习 …
月含 0

云 H
, , , , … , , ( z ) ( a z a

)
“ r

(刀
2 6 )

” S

… (下二
c

) “ m o d M (二 ) ( 2 6 )

为 〔H , , , ,
. , , , (z ) J 的 K 一推多项式变换

,

其中 a
,

刀
,

…
,

, 为复常数
, 一

a( 了声二 l m od M

( 二 )
,

(刀z , , ) N 二 z m 。 d胚 ( 二 )
,

…
,

( , 二
C

)
“
二 一m 。 d阿 (二 )

.

其逆变换定义作

· ’ .
心

护一
`
( z ) ( a z 。 ) 一” `

(刀
“ “ )一

” `

… ( : “ ’

)一 “ m o “ M (` )洞习间ó月ōH
, , , , … , , (

.

2 )二
1

M N … L

( 2 7 )

( r , , n = 0
,

1
,

… ,

M
一 1 : : , n 二 0

,

z
,

…
,

N 一 1 , … …
,

矛
,

l = 0 , l
,

… ,

L 一 1 )

类似于二推多项式变换
,

我们可得到 ( 2 6 ) 和 ( 2 7) 为具有 C C P 的 互逆变换的充分

必要条件如下
:

定理 9 当且仅当

(: a 二
。

)匆 、 l m o d胚 (二 )
,

(刀二 b ) N . l o o d肠 (二 )
,

…
,

( y z “

)
乙
二 l m o d M (二 )

,

。 i
O 一

万 1 , 下下二一
~
~ 二尸

Z姓 JV … L
万

柑一 I L一 l

篙
’ ` ’

,

戳 ( a “ 。

) ’
r

(刀
2 6 )

” ’

… ( , z `

)“

r 二 o m o d M
, s 二 o m o d N

,

…
,

t 二 o m o d L

m o dM (二 )
,

否则

,生0`悦口t
一一一

时
,

( 26 )
,

.

( 27 ) 为一 对互逆变换
,

且具有 C C P
.

定理 10 设 叮 (z ) = p : ( z) ’ ` … p
:

( z) ` : ,

夕` (劝 ( i = 1 , 2
,

… , : ) 是 互 异 的不可约多

项式
,

则
:

当且仅当

1
。

( a : a

)拟二 i m o dM ( 二 )
,

(刀
z b ) N ` l m o d M ( z )

,

…
,

(下二
C

)
兀
* l m o d M (二 )

,

且M
,

N
,

L 分别是使这些等式成立的最小正整数
。

2
。

( a z `

)刀二 2 rn o d p ` ( 二 )
,

(刀
z b ) N 二 一m o d p ` ( z )

, 二 ,

(下z c

)
L
二 l m o d p ` (二 ) (犷二 1

,

2
,

…
, : )

,

且M
,

万
,

…
,

L 分别是使这些等式成立的最小正整数时
,

(2 6) 和 ( 2 7 )为一对

具有 C C P 的互逆变换
。
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定理 11 设 阿 (的 二 p : ( z) ` , … p
:

(习 ` : ,

p ` (习 ( i = 1 , 2
,

…
, : ) 为互异的不可约多

项式
,

则当且仅当

( a z a

) M , 2 m o d尹、 ( z ) “
,

(刀二 b ) N 二 l m o d夕` ( 二 ) “
,

… ,

(下二
“

) “ ` z m o d夕
`
( z ) “

,

( ` = 1
,

2 , …
, : ) 时

,

( 2 6 )
、

( 2 7 ) 为 一对互逆变换且具有 C C P
.

定理 拐 设 肚 ( z) 为多项式
,

则当且仅当

l
。

( a 二
o

)卫 ` l m o d阿 ( z )
,

(刀
z b ) N 二 l m o d M ( : )

, …
,

( , z c

)
乙 “ x m o d对 ( z )

,

且 M
,

N
, …

,

L 分别是使这些等式成立的最小正整数 ;

2
“

存在 多项式 a
r

( 二 ) ( r = 1
,

2
,

…
,

材 一 1 )
,

刀
:

( 二 ) ( s = 1
,

2
,

… ,

N 一 1 )
,

…
,

y ,

( 二 )

( t二 1
,

2 , …
,

L 一 1 )
,

使 得
a

,

( 二 ) 〔( a z 。

)
r 一 i ] ` l m o d M (二 )

,

刀
.

( 二 ) [(刀
二 b )

言 一 l ] ` z m o d胚 ( z )
,

… ,

下 ,

(二 ) 〔(下二
c

)
` 一 1〕“ l m o d M ( 二 ) ( r = 1

,

2
,

… ,

M 一 1 ; s = 1
,

2
,

…
,

N 一 1 : … ; ,

一 l
,

2 , …
,

L 一 z ) 时
,

( 2 6 ) 和 ( 2 7 ) 为一对具有 C C P 的互逆变换
。

若从矩阵角度考虑
,

则 ( 2 6) 的变换矩阵为

1
`

1

, .ù弓土

了
’
“ ( 之 ) “

a 之
a

( a 扩 ) “

( a z o

) 2

( a z “

) 4

1

( a z a

)月一 1

( a 之
“

) 2伽一 1 )

( a z o

)“ 一 ,

T 抓习 `

(丫二
c

)

( , 之
c

) 2

( a 之 o

)“哪一 1 )

1

( y z C

)“

(下 z C

) 4

( a 之 o

)伽一 1) 2

1

(丫 Z C

)
“ 一 1

(下二
C

)“伪 一 i )

111上刁1J
.

1

1 (丫之
C

)卜
, ( , 二

。

)“。 一 , ) … (夕二
·

) (
卜

` ) 2

{
扭。 d

一

{
m o d / (一

Z`

!
`!
.......、口̀..且...........

〔万
r , : ,… , ,

( z ) ]
M x … x : , T 、 ( z )… T : ( z ) 〔H

, , , , … , , ( z ) ]
M x 二 、 : m o dM ( z ) ( 2 5 )

上式右端表示 T证习 对 〔H 二 , , , 二 , , (习 〕。 xN
” .

城 : 的第 1 个坐标进行变换
, …

,

T : (习 对

最后一个坐标进行变换
。

同样
,

( 2 7) 式可改写为

汇H
二 , 二 , … , , ( : )〕, 、

二 ,

x : ` 犷、 ( 二 ) …犷: ( z ) 〔刃
r , . , … , ,

(二 ) ] ,
… x : m o d M (二 )

.

( 2 9 )

其中 F M (劝
, …

,

厂 : (习 类似于二推变换的矩阵形式
。

定理 13 设 肠 ( z ) = p , ( z ) ` 卜 二 p
:

( 二 ) ` s ,

则当且仅当

i
“

( a z o

)卫 ` z m o d M ( z )
,

(刀
二 b ) N ` l m o dM ( z )

,

一
,

( 下: C

)
“ “ l m o d 材 ( 二 ) :

2
“

( p , ( 2 )
,

( a 二
a

) 为 一 ( a 二
a

) m ) “ 1 ( o
`

《 m < 壳砚阿
一 1 )

( p ` ( 二 )
,

(刀
: b )丙 一 (刀

二 6 )
“
)二 1 ( o 《 m < k

、

镇N 一 l ) ( f= 1
,

2
,

…
, s )

( p ` ( 二 )
,

(丫二
c

)“ 一 (下二
“

) 用 )二 1 ( O( 。 < k ( L 一 1 )

时
,

( 2 6 ) 和 ( 2 7 ) 为 一对具有 C C P 的互逆变换
。

定理 9 ~ 13 的证明可仿二推情形
。

从略
。
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五
、

结 束 语

我们已详细讨论 了兰推及多推多项式变换的实现条件以及 用二推多项式变换计算三

推循环卷积的方法
。

如何将多项式变换算法在 计算机 上实现
,

有待进一步研究
。
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