
关于K as i er

时窗函数的谱特性分析

肖 林 吴 孟 达

提 要 本文讨论的是Ki as 二 时窗函数
,

其 目的是
:

( l) 对 K ia s er 时窗

函数及它的一些基本性质作 一 简 单 的 介绍 ; ( 2) 从计算得出的 K ia s
er 时窗频

谱出发
,

对 K ia s er 窗 的谱特性进行初步的探讨 与分析
。

本文给出 了 K a i s e r 窗公

式及一 些参数公式 的扮导
,

列 出 了 K ia s e 二 窗取不 同参数 a 时的能量 比 值
、

主

辫 宽度及旁瓣峰值
,

并大咯描绘 了频谱 曲线
。

在信 号分析中必须对测量得到的数据进行分析
,

郎分析信号中的各种频率成分
。

由

于 计算机容量及速度的限制
,

只能用有限个采样植作领谱分析来逼近具实信号的谱
,

其

中很重要的方法是采用加时窗函数的方法
。

用数据加窗的办法来进行信号分析或时间序

列分析时
,

根据不 同的准则
,

可产生各种不 同的时窗
。

例如
:

K a i s e r
窗

,

矩形窗
,

H an
n 饭 g

窗
,

H a n 、 m ilt g窗
,

P ar
z e n
窗

,

Ia) in al l 窗及最 大能量比时窗等等
。

要对这些种 类繁多

的时窗函数的优劣进行评定
,

就要分析时窗函数的频 i普
,

看频谱的主瓣与旁瓣的关系如

何
。

一
、

K a宜se r
窗公式推导及基本性质

J
.

F
.

K ia S e1’ 在 1 9 6 6年提出 了
一

个可调的近似最大能量比速续时窗函数
, 1 9 8 0年又

给出了这一 时窗的修正公式
,

它是以第一类零阶贝塞尔函数的形式给出的
,

定义为
:
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其中
:

本文

a 、 : 是实的正参数 ; /
、̀

是变形的第
一

类零阶 B c s s e l 函数 ; 。
。

= a /
: 。

下面我们
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米证明 K ia , e r 时窗的频谱公式
。

由于本文篇幅有限
,

对于 论证过程中的逐项积分
、

逐

项微分的条件便不在此罗列了
。
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由于 K ia s er 时窗的参数 a 是可调的
,

所以它应用起来较为方便
,

目前 已广泛地应

用于 F IR 数字滤波的设计中了
。

当我们要用 K ia s
er 时窗函数求信号频谱估计时

,

自然

希望能事先知道 a 的馗对 K ia s
er 窗的主瓣宽度 J f 及主瓣峰值与旁瓣峰值之 比夕的影

响如何
,

议便使我们能根据需要来选择适当的 a 值
,

参见 〔6〕有如下定理
:

定理 1
.

1 设 K a i , e r 时窗信号及频 谱如丫1
.

1 )
,

( 1
.

2 )式所示
,

则相应的 K a i s e r
ll’J

’

窗的主瓣宽度为
:
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J f

证 由主瓣宽度的定义知
,

郎为所求
。

令环几( 。 ) = O ,

由于

Z r s h侧

二一L 侧无厄不
~

矛
汀 T

只须令班
。

( 。 ) “ O
,

( 1
.
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求得其最靠近原点的两个零点之差

a “ 一 (田动 已

J 。 〔司丫石厄灭而
.

江

于是 !。 司> a ,

从而有
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,
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,

士 1
,

士 2
,

一 )

依题意取 k 二 1 ,

则有
:

(曰 r ) 2 = 二 “ 斗
一 a 乙

将 。 二 2二 f 代人上式郎可得 ( 1
.

3) 式
。

(证 毕 )

定理 1
.

2 在定理 1
.

1 的
沙

含义下
,

K ia s e r 时窗对应的旁瓣峰植处的频率为
:

二 一工
~

侧万红而
绝

2汀 r
( 1

.
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其中 0
,

是超越方程 口二 t g口的最小正根
。

证 为了找出旁瓣峰值所对应的频率
,

只须找出子厂
口

(。 )通过第一个零点后的第一个

极值的位 置 。
,

郎可
,

因班
。

( 。 )是速续的
,

且极值存在
,

故由求极值的方法
,

令研二( 。 ) 一 。
,

由于叭 > 令 故有
:

了
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丫 ( 。 r ) “ 一 a “ = s i n

材 ( 。 r ) 2 一 a “
( 1

.

5 )

令 0
,

= 材 (劝压) 2 : 护
,

由于 。
,

是方程 ( 1
.

5) 的最小正根
,

故 0
。

是方程 0 一 t g o 的最小正

根
,

并
_

且

。
。

二生侧。子十 。 2

又。
;

= 2二 j )
,

代入上式郎可得 ( 1
.

4 )式
。

〔证 毕 )

推论 在定理 1
.

2 的条件下
,

有
:

刀一卜奥
于

}
l 口 C o s 口 r

l
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对于 a 的选择
,

K a i se r
在【6了中又给出了一个近似公式

:

R < 1 3
.

2 6

7 6 6 0 9 ( R 一 1 3
.

2 6 ) ”
·

4 + 0
.

0 9 8 3 4 ( R 一 1 3
.

2 6 )
, 1 3

.

2 6 < R < 6 0

1 2 43 8 ( R + 6
.

3 )
, 6 0 < 尸 < 工2 0

( 1
.

6 )

八Un
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0了..,亡、刀.、
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其中 “ ` 2“ `g

{裁豁
~

}
.

近似式 ( .1 5) 是由最小二乘法得 到的
,

因此
,

我们对数学模型

a 一

{
刀

, ( R 一 1 3
.

2 6 )。
·

4 + 刀
2 ( R 一 1 3

.

2 6 )
, 1 3

.

2 6 < R < 6 0

刀
3 ( R + 6

.

3 )
,

6 0 < 尸< 1 2 0

求 刀; , ` “ 1 , 2 , 3 的最小二乘估计
,

得到
:

刀
, = 0

.

7 6 4 9 5
,

刀: “ 0
.

0 9 8 4 2 ,

刀
3 二 0

.

1 2 46 0
.

对事先给定的 R
,

由公式 ( 1
.

6) 得出的
a
所给出的 K ia s

er 离散时窗
,

其 R 植与事先

给定的 R值的误差要小于 0
.

36 % ; 显然
,

类似于 ( 1
.

6) 的近似关系式不是唯一的
,

例如
,

通过分割区间为若干段
,

再分别对每一段用最小二乘法求与 ( 1
.

6) 同样形式的近似式
,

必然可以得到更为精确的结果
。

但一般说来
,

式 ( 1
.

6) 已经足够满足要求了
。

二
、

利用 F F T 计算 K ia se :
时窗的方法及

参数 久
、

刀
、 : 的计算公式

在处理数字信号谱分析问题时
,

需要采用离散的 K ia s er 时窗

(五
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其中刁为抽样间隔
,

N p 二 :
/ J

.
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在计算有限离散信号的有限离散频谱时
,

要采用快速傅立叶变换
。

关于用 F F T 计算有限离散频谱的具体 方 法 和 步骤
,

请参阅文献 L3」
、

14〕
,

那里

育详细泊勺论述
,

并且很容易就能将它们应用到计算 K a i s e :
离散时窗频 谱的情形

。

但要

注意用 F F T 计算有限离散频谱时
,

要求信
一

号长度万 二 2儿 ( k 为 正 整 数 )
,

因此 一般取

N
_ : _ , , , , , _ _ 、

一
、 ,

刀
; ,二井 二 Z k一 ` ,
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.

1 )式为
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,
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誉

,
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为讨论方便起见

,

记

几二 阴
一

少
”

(” 一 0, 士 1, 士 2
,

:. )

T ”
= O ( 、 < O或 n

> N 一 1)

设
x 。

的频 谱为 X ( f)
,

有限离散频谱为万袱人
:

)
,

由 (
。

)式有
:

(
.

)

万 ( )j = 刀 习

N
一

向 1

x o e 一 ` “ ,
f

, ,刀 二 J 习
x , e 一 ` “ ` f

” 刁

井尤 (人
。

) = 刀万 x,z e
一 ` 2“

竿 = x 八 (几 )

从而得知
,

此 时由 F F T 计算得出的万袱 f沪恰为万 ( )/ 在厂
。 :

处的植
。

下面给出参数 几
、

刀
、

下的近似计算公式
。

定理 2
.

1

采样间隔 )
,

没实的信
一

号序列
x 。

( k 二 O , 1
,

…
,

N )为已知
,

且研 ( f) 为相应的频谱 (刁为

则 能量比 元的近 似计算公式为
:

几一

贵{剧叹今子)}
“ 十

川翻 }
“

扮划叹劲 {
2

}
其中 p 为根据需要选定的一个正整数

,

可以为 2
,

4 , 8
,

16 等等
。

此定理的
一

证明 见文献 〔3 ]
.

在 计算机上算题时
,

根据定理 2
.

1 所提供的公式即可得出 元的值
。

关于主瓣与旁瓣

峰值之比尽的计算
,

则 只须从打印结 果中找到主瓣峰值与旁瓣峰值并使之相除郎得
。

关

于主瓣宽度 ? 的求法是
:

先找到频谱植最靠近原点的第一个零点位置 (当然
,

在离散情

况下零点不一定达到
,

取最接近零点的植即可 )
,

设 该点到原点的距离为 h
,

因为频谱

值是以一毕为间隔而取的
盈I v

`

夕 P

故主” 宽度为 ? 一

(
一
灭
箭

,

诗万)
.

三
、

K ia se
:
时窗谱特性分析

利用 F F T 标准子程序
,

我们在 4赶 B一 I 型计算机上分别 计算了 a 二 1
,

2
,

4
, 6 , 8 ,

10
,

12
,

14 时的 K ia s er 离散时窗的有限离散频谱
,

通过计算得 到 了一批 K ia se r 时窗频

潜的数据 (清参见附表 )
,

根据这些数据进行分析得知
,

对于 K “ i s
er 时窗

,

当变动参



1它O 国 防 科 技 大 学 学 报

数 a 时
,

主瓣宽度会发生变化 ; 就已得的数据而言
,

当参数 a 为 4 时
,

K a 宜s er 时窗算是
一

二个很好的时窗了
。

在区间 2 《 a 簇 1 4 中
,

随着
a 的值的减小

,

能量比值 只越来越增大
,

商雨主瓣宽度越来越小
,

但是旁瓣峰值也越来越增大了
。

然而当 。 == l 时
,

能 量比却又

减小了
,

原因是旁瓣太高
。

故 a 二 1 时 K ia s er 窗不能算是好时窗
。

a 二 2 时 K ia s e r
窗的能量比 凡二 0

.

9 7 0 4 8 0 6 ,

仅小于最大能量比时窗的 几植
,

但是它

所对应的刀及 丫都大于最大能量比窗所对应的 夕及 ? 的值
。

由表中看到
,

综合效果最佳的是最犬能量比窗序列
,

但是计算 1 0 2 4 点最 大 能量比

窗序 列 需 两 小时以上
,

而计算一个 1 0 2 4 点 K a i s e r
窗序列只需约两分钟 (所需时问均

指 44 1 B一 l 型机而言 )
,

因此
,

K ia s e r时窗不仅具有可调性 (郎可选择不同参数 a 以

适应各种不同需要 )
,

而 且具有占用机时少的优点
,

所以 K a 站。 :
窗具有较大的适应性

)

这就是 K ia s
er 窗的最大的优越之处

。

结 束 语

本文对 K a i s e r 时窗的谱特性进行 了初步的分析 讨论
,

关于速续情形
,

主要可参考

文献 〔6 )
。

在本文中
,

我们所做的工作是对 〔6 1中给 出的部分公式给 予了证明
,

通过用

F F T 标准子程序上机计算得出了时窗序列的频谱及参 数指 标 只
,

刀
, ? 的值

,

为今后

实践 中寻找所需的时窗函数提供了一些有用的资料
。

附表 几种时 窗函数对应的参数 几
、

刀
、

, 值
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.

9 4 6 7 9 2 0
.

0 4 7 1 1
1

N J

.

9 3 7 5

N J

Q自一

一

Z厅吸、

最小偏差高分瓣窗 0
.

8 4 6 6 5 4 3

一一

了̀.、
.

了̀.、

f l a m m i o g 窗 0
.
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0 0 0 6
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.
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.
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.

0 2 6 6 8 1 4
2

N 才
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续 表

刀

K a is r :
窗 (a 二 1 ) 0
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9 3 0 7 4 1 8 0
.
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.
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.
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.
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2 5
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K a i s 。: r
窗 ( a 二 1 4 ) 0
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刀 J /
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八 一 人
: tI

.

扣

附图 几种时窗困数频谱曲线
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口 . 4
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附图 2 (b ) K 二认e r 时窗函数取不同参数时 的频谱曲经



关 于 K
a i s。 r 时 窗 函 数 的 谱 特 性 分 析 16 3

参 考 文 献

11 1程乾生
,

信号数字处理的数学理论
,

石池工业出版醚
, 1 9 8 0

.

〔2 1 程乾生
,

谱估计中的最佳高分辨时窗函数
,

应用数学学报
,

第二卷第二期
,

1 9 7 9年
。

{3] 王推忠
,

时窗雨数的谱特性
,

电子学报
,

1 9 8 2年第五期
,

p p 7 o~ 7 4
.

〔4〕 王推忠
,

F F T 及其时间序列 的谱分析
,

国防科大
,

k --z 7一 0 01
, 1 9 79

.

汇5〕 K a i , e r , “ N o n r e e u r s i v e d i g i t a l f i l t e r 、 { e s i g n 、 ,。 i n g t h e 10 一 S h w i n d o w

f u n e t i o n , , ,

主n p r o : ,

1 9 7 4 I E I二E I n 士
.

o y m p
.

e i r e u i t s s y s t
.

A p r
.

z 9 7 4
,

P P 2 0~ 2 3
.

〔6〕 K a i s e r , “
O n t h e : , s e o f t h e 10 一 S h w i o d o w s f o r s p e e t r u m a n a l y s i s , , ,

I E E E A s s P一 2 8 ,
1

,

1 9 8 0
,

P P 1 0 5一 1 0 7
.

A n a l y s is O n t h e S p e e t r u m hC
a ar e t e r is t i e s

o f t h e K a is e r

W i n d o w F u n e t i o n

X i a o L i n W u
M

e n g一 d a

A b s t r a e t

T h i , p a p e r d i s e u s s e d t h e K a i s e r w i n d o w f u n e t i o n f o r f o l l o w i n g p u r p o s e s :

( 1 ) b r i e f l y i n t r o d u e e t h e K ; i s e r w i 。 d o w f u n e t i o n a n d s o m e o f i t s f u n d a m e n t a l

p r o p e r t i e s ; ( 2 ) p r o e e e d i n g f r o m t h e s p e e t r u m e h a r a e t e r i s t i e s o f t h e K a i s e r

w i n d o 硒
·

o b t a i n e d b y e a l e u l a t i o n , e a r r y o u t p r e l i rn i n a r y d i s e u s s i o n a n d a n a l y s i s

o n t h e s p e e t r u m e h a r a e t e r i s t i e : o f t h e K a i s e r
·

w i n d o w
.

I n t h i s p a p e r 1 5

9 i v e n t h e d e r i v a t i o n o f K a i s e r w i n d o w f ( ) r m u l a a n d s o m e p a r a m e t e r f o r m u l a s ,

m o r e o v o r ,

t a k i n g t h e ( l i f f e r e n t p a r a m e t e r s o f t }一e K a i s e r w i n d o w a r e o b t a i n e d

t h e r a t i o s o f t h e e n e r g y o f t h e f u n e t i o n ’ 5 s p e e t r a , t h e w i d t h o f t h e m a i n 一 l o f e

拜n d t h 〔 p e a k一 v a l u e s o f t h 。: s i d e 一 l o f e s , a r e t r a ( : e
d t h e s p e e t r u m e u r v e s .


