
D F T 的 新 算 法

黄 新 民

提 要 本文通过对 离散 富里叶变换 ( D i s o r e to F o u r ie r T r a n s f o rm
,

简

记作 D F T )矩阵的分解与 尸F T 算法相 结合
,

提出 了一个计算 D F T 的新算法
。

由对矩阵的分解把求 N 二 2 `

点的 D F T 问题化 为求 16 个 N / 16 阶方阵与相应列

向量相乘的问题 ( N > 1 6)
。

从而 减少 了乘法运并次数
,

且还具有良好的并行运

算性质
。

1
.

引 言

很久
.

以来
,

富里叶变换一直是某些领域如线性系统
、

光学
、

概率论
、

量子物理
、

雷

达
、

天线和信号分析等 的一个基本分析工具
。

所以
,

随着近 代 计算 机 的发展
,

对 D F T

的计算也
』

被 引入到计算机上 来完成
。

但对 D F T 来讲
,

却实在令人失望
,

郎使 是用速度

惊人的高速计算机来计算 D F
`

r 所花费的时问也是太 多了
。

因此
,

无法在计算机上广泛

地进行 D F T 的计算
。

1 96 5年库利— 图基 ( C 。 。 le y一 ot c k y )首先提出了对 D F T 的快速 算法
,

减少了计算

D F T 的运算量
,

提高了运算速度
。

从此开拓了计算 D F T 的一个新 天地
。

本文 将给出

一个算法
,

它将比 F F T 更为减少计算 D F T 的运算量
, _

且具有良好的并 行运 算性质
,

所以
,

采用本算法很容易实现用多台低速计算机网络来计算 D F T
,

从而使对 D F T的计

算速度成倍地提高
。

11
.

N = 2
`

点 D F T 矩阵的分解 ( t ) 4 )

在迸行深入的讨论之前
,

先给出长 为N 点的一推 D F T 的一般定义式
。

定义 对于给定的自然数刃
,

长为 N 的序列 { x
。

}
,

( n 二 o
,

…
,

N 一 1) 的 D F T 为
:

尤 * = 习 丸研叹 (凡二 0
,

2 兀

一
,

N 一 l)
,

砰 二 。 了了 ( 1 )

称 ( 1) 式为长为 N 的一雄 D F T
,

( 1) 式的矩阵表达式为
;
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下面 的讨论将仅对 N = 2` 点的一推 D F T 进行
,

为 了后而讨论 的需要
,
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号
。
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表示两个给定了相同个分块的矩阵的对应子块作直积
。

例 设给定矩阵 R
,

S 的分块为
:

]
: 一

晓如
一11
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J,创,lSS带签
毕曰今1R尸SS等餐1火91RR

则

其中

、 一

「念柔:
、
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吮之耳之{ 让
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表示距阵的武积
。

N 3 :

记 号附儿表示对矩阵 W
、 的行列均作二进制逆序重排所得的矩阵 〔` ’ ·

有了上面这些记号
,

我们就可以进行一般的讨论了
。

先石一 个例子 ;

当 N = 4 时
,

序列 ( x 。 ,

xl
, x Z ,

孙 )的 D F T 矩阵表达式为
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称矩阵
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B百 C, (W
4 = 1 )

( 4 火 4 ) 1

为 4 点 D F T 矩阵的一次分块剩余矩阵
。

一
` , _ _ _ , _

_ 、 二 _
_ 、 , , , 二 , ,

_ 。 ,
_

,
_

_ _ , ,

N
r , 二 , , ` _

、 , , , , 卜 , , ` , 、 、 , _ . ,

_
、 ,

定义 l 对于 N 一 “ `
(t > “ )

,

将 不蛛
` “
矩阵的元素由甘阶的复单位根换成N 阶的复单

位根
,

再对其行
、

列分别作二进制逆序重排
,

所得 的矩阵就称为 N 点 D F T 矩阵的一次

分块剩余矩阵
,

为方便起见
,

下面恒记为
:

「浅 执
一

;

[
一

刀百 C , 」、 、 又 * ) ,

其中 A l ,

lB
,

lC 均为
令
阶的子方阵

,

B 、为 B l 的转。
·

有了这个定义
,

我们有
:

定理 i 对 N “ 2 `
(t 》 2) 点 D F T 矩阵 奋F公作初等变换得 W丸

,

则班儿恒可分解为
:

嗜打
。 ) ,

《
·

; ( 4 )

定理的结论是显然的
,

事实上
,

可以从二进制逆序重排 的构造及数集 { 0
,

…
,

N 一 1八

经二进制逆序重排后数 的序关系和一次分块剩余矩阵的定义直接看出
。

当万 = 2 `
(t 》 J )时

,

对 一次分块剩余矩阵再作一次矩阵分解
,

有

一
` 、 , . , , 、

一

_ ; , .

_ 、 、 ,、 , 二 二 , `卜 . 。 l _ 二 ,

_
_

卜
,

N
r, 二 , ,

_

~
` 、 , , . ,

_ , 。 , 、 , ,

二
,

_
、 , .

…定义2 对 刀一 2 `
(t > 4 )

,

将 子蜘矩阵的元素由羊阶的复单位根换 成N 阶复单位根
,

魂
’
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一 ’

4 “
’

-

一
` ’

一
’ 一 ’ ` ’ 、 `

一

”
`

一
`

一
`

~
’

再对其行
、

列分别作二进制逆序重排
,

所得的矩阵就称为 N 点 D F T 矩阵的 二次分块剩

个矩阵
。

为方便起见
,

下面恒记为
:

左 几 从 及 )
B百 C

:
F : ` :

l
D 百 尸百 万
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}
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( 5 )

其中 A o B : 、

C : 、

D : 、

E : 、

尸
: 、

G : 、

:jI
: 、 n 。

,
_

。
、 ,

N
。 二 , ,

_

, 。
_

~ 。 二
~

。

厂 2 、

叼 2 叼刀二下 匆 r阴士力 I件
,

口仓
、

刀乏
、

1 O

E 百
、

F 百
,

G 百
、

尸百为对应方阵的转置
。

与定理 1 类似
,

有下面的结沦
。

定理 2 对 N = 2 `
(t ) 4) 点 D F F 矩阵的 一次分块剩余矩阵恒可分解为

:
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。

一般地
,

依上述过程对 D F T 矩阵的分解
,

在本算法中只讨论到二次分解为止
。
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一一

B l (刀N ,
· ’ `
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,

l!
J,

I
J,工

-

,
. 11

-

,J

一一

(从 ( “ 璧
, “ 一 “

却
一 , )

”
)
’

+( 凡 (焦
、 , ’

“ , “
会

* 一 1 )
”

卜

( 1 3 )

尸

l
百weó户ltweee..L

{
(尸 2 (“ “·

’

B百(刀二

f
( D 百(

艺 / ’

’ “
去

、 一 , )
’
)
·

’
之夕皇

* 一 , ) ’
、

+ ( G Z ( “畏
、 ’ ` ’ ` ,

勺
一 1 ) r’) ,

、、...

l
.

es
se
..I

, .. 1月es
..à ,l.es .

es
曰, 11.

., .ù ,l

一一

户

I
L口se
esesesesL

带苦
、 ,/、 .了于了l、 ,产ù、 .了

,走IL

ǔ一刀刀

厂 1
一

1
“
六

N一 )
’

)
’

l
,

{
月
一

( F “ “
击

· ’
之叠

一
、( E 百(

`
鲁

* ’

e
l (夕拿

“ ’

·
二

、 一 : )
1

)
·

}
`

{
、 (。 :

1 6 `
1

’

( 1 4 )

“ ” 枷
一 1 )

义

护l

l
Lr....L

( 11
: (之昼匆

, ”
` ’ “
精

二一 ,

)
’
)

,

( z ; 1

1 6

(之 , 3

1 6

, “
` , “
甚

* 一 l

)
”
)

,
P气了

、

十

, l月es甘卫J
,山

-.J
户户......IJ

( 1 5 )
p 百̀

·
;

* ,

一
、 一

1 ,
?

,
·

{:…
一 (口

2

(· 、
* ,

一
,

1

,
·

…
、了̀....

1
几、

一一一一

由 ( 1 1 )~ ( 1 5 )式知
,

计算 ( 2) 式所定义的一长为 N = 2`
( t > 4 ) 点的一推 D F T 问题

,

一
, 、 _ , 、 _

_ ,
、 ,

~
_ _ *

N
。 二 二 ,

d _

~ 一
_ _ 人 ~ :

一 *
_

,

一
: 二:

一 ~ 一
,

~ 一 _ ~
_ _ *

一 ~ 。 , ~ ,

变成为主要计算 16 个共阶的方阵与 16 个对应列向量的相乘问题
。

而这 16 个方阵是由对
一

’
一 、 一 `

一一 ” “ 一
’

1 6 “ ” 一 ’ ` ’

一
’

-

一 ”
-

一
’

一 ” ”
’ 一 ’

一 ” 一
’

一
一 ’ ` ’

“
’

一 - 一 -

D F T 矩阵作二次分解所生成的 N 点 D F T 矩阵的二次分块剩余矩阵的子阵
,

在 ( 5) 式中

给出了它的一般定义式
。

这里的记号完全同 ( 5) 式中所定义的
。

这 16 个列向量可 由 A i ~ 刁4

的定义式求出
,

由 5 1~ 5 4
、

月 1~ A 4知
,

求出 {
: 。 , … ,

Nz
一 1

} ; (郎 16 个列向量 ) 只要作

, , , 、 _ 。

二
、 .

, N
,
一

、 ,
.

_ /

二
, ,

一
、 , ,~

,

*
、 ,

一
,

_

。

一
, ,

_ ~
, 、 , . _ ,

_

二
、 , _ 、

,,
_

一“ N 个复数加法和甘个乘以 j 一 丫
一 `的乘法

,

但由
`

于计算机在处理乘以士 ` 和 士 j这一类平

凡乘法 ( T r iv ia l M u lt 中 il c a t沁 n) 时是非常简单的
。

故通常在进行乘法次数估计时是

不计的
,

所以
,

求出 {
二。 ,

…
,

z,v
一 l

}
,

实际上只要作 ZN 个复数加法
。

现在来讨论 ( 1 2) ~ ( 1 5) 式中16 个矩阵与对应列向量相乘的问题
。

为 了避免那些雷同

的推导
,

下面仅以 H
: 一

与相应列向量的乘法为例来讨论
。

为叙述方便
,

我们记与 H
:
相

一
, ,

~
, _ , _

~
, 、 。 、 , , , _ 、 , _ 、 、 , 。

f 一
_

,

N 、
, , 、

_ 一
, *

…
乘的列向量 (3z

* ,

一
“

井
N 一 : )

”
为 (句 ( “ ), ”

’
, “ 。 (川 一 ’ ))

T

气其中
珑 一诈少

,

并记 其输出

结果为 ( Z 。 ,

2 1 ,

… ,

Z
。 _ l )

” 。

先看一个例子
,

当N = 64 时
,

有

研
1 3

研
。

砂
8 1

厅幻

研
1 17

W
S

W 13
,

W
4 5 不犷 1 1 7

附肠 川断

班
6 5
研

, 6
七

研班评
了户

l一一(6
。.

H
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由“5 ’式知
,

对应列向量为
偿

一

今
( z
皇
二 ,

一
z

传
* 一 , )

’
,

一 ( z `8 , “ 4 ” , “ 5。 , 2 5 `

对矩阵 H铲
通 )的行进行二进制逆序排列得H (2s

4 ’ 『 ,

有

f
z

望
,

} 了W
`
研

’
研

5

种
` ’ `

}荆
一

}纂器 燕
、二护

) ) \研
, 3 砂 , , 7 不厂` 5

我们用图 1所示的步骤来解 ( 1 7) 式如下
:

( 1 7 )

数组

为 ( 0 )
闷卜

介 ( 1 )

( 2 )

介 ( 3 )

数组 勺 (的

图 I N “ 6 4 ,

H
Z 与相应列向量相乘的运算流程图

从这个例子可以看出
,

这里的计算步骤完全与 FF T 类似
,

其唯 一区 别仅在于作乘

法处理时
,

乘法因子 砰
,

的指数 p 值与 F F T 中不一样
。

一般地
,

对 m = 2 , ,

我们说H
Z

与相应列向量的乘法也具有类似于 F F T 的计算步舞
,

而其作乘法处理时的乘法因子砂
,

的 P 值依
一

下式确定
。

设数组
二 ; ( k ) ( l二 o , …

,

R 一 z ; 寿= o
,

…
,

m 一 1 ; )已求出
,

则对
二 , ( k )

,

(当

k = J 、 21 + a ; a 二 o , … ,

!2 一 l
,

J 二 o
,

…
,

婴
一 `

艺
’

时 ) 作乘法处理
,

有

, 一

{
0

Z R + ” 一 I ( 1 + 2 2a )

2 ! J

2 下 J
( 1 8 )

对
z , ( k )

,

有 二二、 : ( k )二 砰
4 “ + ’二 * (左)

。

由 I = 0
, … ,

尺一 1 ; 故需要 对
二 。 (的

,

…
,

勺
一 1 ( k) 这 k 个数组分别进行一次乘法处

每一数组进行一次乘法处理需警个复数乘法
,

再由
二 , (“ )经乘法处理后的数据去求

(k )要做 。 次复数加法
,

所以求出数组
: * ( k) 共要做 。 K R 次复数加法

,

警
火 刀次复

`

O,ō理

+
古喜之

数乘法
。

由勺 ( k )求勺
斗 ; ( k) 还要做 价次复数乘法

, 综上
,

求出介
+ , ( k) 共要做 。 、 R次

复数加法和粤
x R + 。

`
次复数乘法

。

而 {
: * + 1 (k ) l郎为 { Z对依二进制逆序重排所得到的序
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列
。

所以
,

计算 I了: 与向量 ( z

次复数 加法
。

扣 ” ” , “

错
N 一 , )

”
的乘法 要做粤

乙

“ R 十 。 次复数乘法和 R x m

现在我们来证明上述矩阵乘法计算过程的合理性
。

` _

二 _ _ _ , , ,

、 , 、 , _ 。 ,

N
, , 、 厂 _ 。 J _ 月 、

。 。 。 ~
_

一
L。 。

_ ,

,,
_ 、

一 。 , _

。

戊 取 l年 月 : 附树r数 二勺 胡 == 2
` ’ ,

田 川二而
,

故 洲 = 岁
` ’ ” ,

泄 用 刚 圆挑正俐飞已亏
,

们
:

I t少

爪一 1

Z 。 “ 名
z 。 ( n )附

乙 : ( K ) L Z ( n ) ( P l )
月 = 0

其中 L : ( x) 定义为
:

将整数 O
,

…
,

日鑫 于f
。 ,

4 m 一 1 ; 依二进制逆序重排得
11

,

… , i 4 m一 ,
}

取子集 少
: = :

〔i:
, ,

容易证 明 L Z

由于 。 = 2七

· ’ ` ,

几
的一 1

}〔 。
,

则定义集 {0
,

L : : x 一 - ) i: 。 + 二

是一个双映射
。

L Z ( k )
,

L Z ( n ) 任少 2 ,

( k
, 。 任乏0

,

L : k( ) = Z R + ’ k卿
, + 2 “

k梦
) 十 …

L : ( n) “ 2 “ + ` n
六

、 + 2 尸 n
臂

) + …

…
,

。 一 1 }到 中 2 卜
_」

一

一的映射 L :
为

:

…
,

。 一 1 } )故 L Z可用二进制表示为
:

+ 2 ` k气
2 ’ + 2 0 k乞

2 ’

+ 2 ` n
l(z ’ + Z o n

(0z
’

( P Z )

注意到 L : 的像集为中
: ,

则对 ( p 2) 式
,

恒有
:

k铲
, = 1

, 。
铲

’ = z ; k (1
2 ’ = o

, ,
(1
2’ = o

将 ( P 3) 代入 ( p 2) 式中得
:

L : ( k ) = Z R + ’ k索
, + … + 2 2 k梦’ + z

L : ( n ) = 2 刀+ ` n

劣
, + … + 2 2 n

铲
, + 1

( P 3 )

( P 4 )

又一个 十进制数的二进制表示是唯一的
,

且互为 可 逆
,

所以 L : (劝 ( : 〔 毛。
,

…
,

m 一 1 ; } ) 与一个分量为 。 式 1 的 R 推向量一一对应
,

而 L : 是一个双映射
,

故由复合函

数的性质知
:

如

L : ( k) = Z R 于 ’ k劣
1 + … + 2 2 k愁

2 ’ + 1

k` 一 , ( k劣
1 ,

…
,

k梦
, ) ( P S )

Z 、 二 “ ( *

僻
1

,

~
,

*
梦

’ )
一写

二 。 ( 。 ) 、 : 2 ( ; ) :
: ( 。 )

则故

” 二 0

1

习
z 。 ( n * + 1 , … , n : )砂

’
1
习

一一
” , = 0

。

界
。

” 刀 + 1二 0
( P 6 )

其中 子= ( 2 “ + ’ k六
, 十 … + 2 2

姚
“ ’ 。

一

l ) ( 2左
+ ’ n

针
: 十 … + 2 “。

铲
’ 十 1 )

,

而班为N 阶 的 复单位

根
,

则 《: N = 2 尸+ 4 )

川
`
= 沙 L : ( k )娜 ` 2 2 “

铲
, + : ) 2刀+ ` ·

脚
,

. .

…

。犷 ( 2 “ 十 ` *

贷
, + 一+ 2 2 “

铲
’ + , 。 2 2 。

铲
,

( P 7 )

勺

将 ( 夕 7 )代入 (夕6 )得

z 。 = 乡厂 L : (儿 )
1

习
, = O

1

习
,召 R + 1 = o

二。 ( n

脚
; , … n佗
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附
(2“ 。

铲 )+, ) 2刀 十 ’ ,

六
1

. .

… 班
( 2 “ + ` *

六
1 + … + 2 “ *

龟
2 ) + , ) n

铲
’

·

2 2

了、吃矛、ZILùR一 、 : : (。 )

分、 ( Z R + ’ *

劣
, +

,二 + : 2 *
梦

, + , ) : 2 ·

愁
2 ,

.

月 2 留 。

分 、 ( 2 2 、
梦

, + ` ) “ “ “
·

六
工二。 ( n

( P S )

由 ( P S )可见

尸+ 一二 o

,

前述由数组
z , ( k) 求数组 z , + 1

潞
,

一 心”〕}
…

}月

卜...L
.

( k) 的计算过程对应着对
n
劣

, 一 ,
作

“
万

”

和的过程
。

而数据 乘以 砂
2“ 十 3 ·

劣
1一 , ”
钾

, 十 , 二 ( 一 1 )
·

六
, 一 , “
六

,
研

,

的指数 p 与 ( 1 8) 式

所规定的完全一样
,

且由乘法处理后的两个对偶结点 〔” 〕是作加 法 还 是作 减 法依 赖于
n

劣
: 一 ,
和 k界

,
的植

,

当
n

六
, 一 ,
与k界

, 的位均为 l 时
,

则做减法
,

否则做加法
。

显然
,

这

个结论与图中的运算步骤是相吻合的
,

这样就证明了上述矩阵乘法计算过程的合理性
。

综上
,

讨论了N = 2 `
(t 》 4 )阶的 D F T 矩阵的二次分块剩余矩阵的子阵汀

: 与其对应的

列 向量相乘的计算过程
。

对其他 15 个阵与其对应列向量相乘的问题
,

也完全可以类似地

给出其计算过程来
,

事实上
,

每一个子阵与列向量相乘的计算过程是没有什么差异 的
。

.

而唯一的差异仅在于作乘法时
,

指数 p 的值互不相同 (由此将 造 成平凡 乘 法次数的差

异 )
,

在此不作洋细的讨论
。

在附录中将给出不同子阵 p 位的表达式
。

IV
.

运算量的估计及综合评述

在 , 中曾对 H
Z

一

与相应歹。向量相乘的运算量进行了估计
,

其共需署
“ R + 阴 次 复数

乘法
, m 大 R 次复数 加法

。

而计算 16 个矩阵乘法的运算过程是完全相同的
。

故算出16 个

矩阵乘法 (不考虑不 同子阵乘法因 子 研
”
的 指 数 p 不 同 所 造成 的 影 响 )

。

其共需要

, 6 (擎
x R + 。 、次复数乘法和 16 ( m 只 R )次复数加法

。

一 、 2 /
一 ’ -

一

又由附录知
,

在计算 刀 : 、

B百
、

D百
、

E 奋时
,

有 z 二 ( k) 二 zR +1 k( )
,

k( = 0, 一
, 阴 一 1 ; )

,

故不要作最后一次输出乘法处理
,

在计算 刀 : 、

B : 、

D
: 、

E
: 日寸

,

由 0z ( k) 求勺 ( k) 和 由
二: ( k) 求

二 : ( k) 以及在计算 B百
、

C : 、

G : 、

尸 : n ,J’
,

由 z 。 ( k) 求
z , ( k) 所进行的乘法处理均

为平凡乘法
。

在进行运算量估计时
,

这样 1 0 m 个平凡乘法是可以考虑不计的
。

故 求出 16

个矩阵乘法的运算量 (不计平凡乘法 ) 为
:

、 一 : 6

(争
“ 十 烧

)
一 1、 一

戮109
: N 一

半
任 ) ( 1 9 )

刀, = 1 6 (阴 火 R ) = N ( l o g Z
N

一 4 )

而在求 (二 。 , …
,

枷 一 : )要做 Z N 个复数加法
,

将 16 个矩阵乘法的结果代入 ( 1 2) ~ ( 1 5) 式

计算要做N 个复数加法
。

再将算得的结果代入 ( 1 1 )式计算要做 N 个复数加法
,

这样就算

出了序列 {
x ,

}的 D F T 的一个排列
,

其运算量 (不计平几乘法 ) 为
:

N
匕岭 = — (卫og

: N 一
华
任 ) ( 2 0 )
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A =N (l o gZN )

众所周知
,

对于一个 N 二 2 `

点 D F T 依 F F T 算法来计算
,

运算量为
:

怀尸 =

刀
刀一

10 9
3 , :

.

~

。 了 V 一 气万上 V 十 乙

艺

N 10 只: N

万一2

与 F F T 上匕较
,

本算祛在乘法次 数 卜、 少了
誓
次

,

且速乘次数 上匕F F T 减少 了两次
,

相

应地减少了由舍入所 引起的积累误差
。

又因本算法中绝大部分的运算量都集中在 16 个矩

阵乘法
_

匕 所以很容易实现平材矛算法
,

从而可成倍地提高计算 D F T 的速度
。

最后总结一下本算法的运算步毓
:

1
“

对输入样本依二进制逆序重排
。

2
·

任乏5 1
,

5 2
,

5 3
,

5 4 求序列 夕。 ,

一
,

夕N一 ;
.

, , 、 , 1

一
, , , . ,

,
、 _ 卜 : _ _ _ 、 、 , _ _ ,

, , 、 ,

N
, ,

3
。

依 月 l
,

月 2 ,

A 3
,

刀 4求序列
z 。 ,

… , 二、 一 :
.

并依次分该序列为 16 个长为共的’

`

一 1 6’
一

`

子序列
。

4
` ,

的乘法
。

5
“

6
仁

7
{

对 D F T 矩阵的二议分块乘iJ余矩阵依 ( 5) 式分块
,

求 每一 个 子阵 与相应列向量

对 16 个矩阵乘法的结果序列分别进行二进制逆序重排
。

将重排的结果代入 ( 1 2) ~ ( 1 5) 式中进行
一

计算
。

把 ( 1 2) ~ ( 1 5 )式算得的结果代入 ( 1 1) 式计算
,

并将结果进行二进制逆序重排
,

输出结果
。

附 录

在
.

1 中我们指出 了矩阵乘法 的运算过程中作乘 法处理 I讨
,

邢
p

的指数 p 值随不同的

子阵而改变
,

下面给出不同子阵 p 介在的表达式 (仍沿用 l 中规定的记号 )
:

对 l = o
,

…

、 一 , ; 左一 。 , …
, ,二 一 , ; ;: 、 一 , x : , + 。

.

`
。 一 。

.

…
,

: , 一 1 ; , 一 。
,

…
,

弊
一 1 ;

、
:

\ 艺
.

J

对矩阵 刀 : : z , ( k) 有
:

`0
p 二飞2

: + ` 一 ` ( 2 2 a )
( 2 } J )

( 2 不 J )

而数组窟
* ( k )有

z * ( k ) = z * + , ( k )
.

对矩阵 B百
: 二 , ( k) 有

, 一

{
0

Z R十 ` 一 ` ( 2 + 2 2 a )

( 2 }

( 2
’

J )

卜 J )

而数组
z * ( k )有

.

2 * (秃) = z * + : ( k )

对矩阵 D百
: 二 , ( k) 有
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0

2尸 +主一 I (1 +2 2a )

I J)

卜 J)

22
了 .、了吸
、

国

P =

而数组
z * (k )有

二 * (庵 )=二 * +l (左 )
.

对矩阵尸石
:二 , ( k) 有

P 二

0

2左十 1一 I ( 3 + 2 2 a )

} J )

卜 J )

9ú9曰了口、
J、̀

而数组
二 : ( k )有

二 : ( k ) = 二: * 1 ( k )
.

对矩阵 B : : 二 , (寿)有

( O
I ,一 飞2

: +

卜 ` ( 2 2。 )

对
: * ( k )有

对矩阵
、 .夕、、产n乙0曰

了̀、矛`、

对
之* ( k )有

之刀十 1

C : :

Z R + 1

(凡) = 邵
2 (刁” )之 : (凡)

.

z , ( k )有

( 0

p “ t
Z: +
卜

` ( 2 + 2 2 a )

对矩阵 F 百
:

( k ) = 牙
2 (4 k + 2 )z * ( k )

.

: , ( k )有

f O
p 二飞2

; + 卜 , ( 1 + 2 2。 )
I J )

仁 J )

O乙9曰了气
、了

`
、

了、`
`

对
二* ( k )有 之二十 ;

( k ) 二不犷 2 (4左十 ` ’二 、 ( h )
.

对矩阵 G百
: 二 , (的有

( O

刀 = S
。 ,

( 2 尺千 l 一 ` ( 3 + 22 a )

对
二: ( k )有

二 R + : ( k ) 二砰
2 ( 4左+ 3 ) z * ( k )

.

对矩阵 D Z : 二 , (的有

I J )

卜 J )

、

,
声
`

飞
了

2,曰
子矛.、 几. JZ、

f 0
p = 飞2

。 +

卜 ` ( 2 2。 )

恤

、
尹、 .产

22
了、̀ óZ硕、

对 二 R ( k )有 二 R + : ( k )二尸
4勺: ( k )

.

对矩阵 F
: :

石( k) 有

( 0

P
`

对
二 ; ( k )有

二 ; + : ( k )

(Z R + 1一 ` ( 2 + 2 2 a )

不厂 4 k+ 2之 l。 (几)
.

对矩阵 H
: : 二 , ( k) 有

P

! J )

冬 J )

29目
J

了、了叮、
、

对
二* ( k )

,

有
二 * + : ( k )

又Z R + 1 一 I ( l + 2 2 a )

二 W
4 “ + 1二 * ( k )

.

对矩阵 尸百
: 二 ` ( k) 有

9ú2了、了̀、
ó

P =

O

ZR + ’ 一`
( 3 + 2 2 a )

} J )

卜 J )
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对
二二 ( k)

,

有
z * + 1 ( k ) = 研

4 k+ 3二 R ( k )
.

对知阵 E
: ; z ,

(k )有

, 一

{
0

2刀
千 ` 一 ` ( 2 2 a )

( 2 ! J )

( 2 车 J )

对
二二 (壳)有

二* + : ( k )二 牙
3〔 4鑫怡: ( k )

.

对矩阵 G : : 二 , ( k) 有

, 一

{
0

Z R+ ’ 一 ` ( 2 + 2 2 a )

( 2 I J )

( 2 卜 J )

对
二 , ( k )有

z * + 1 ( k ) = 邢
3 (4 “ + 2 ) z : ( k )

.

对矩阵 尸: : z , k( )有

, 一

{
0

Z R + 1一 ` ( 1+ 2 2 a )

( 2 } J )

( 2 仁 J )

对
二 *

(秃)有
二* + 、 ( k )二邢

3 (4 h + ` )z ; ( k )
.

对矩阵 Q: : 二 , ( k )有

, 一

{
O )

2尸 于 ’ 一 `
( 3 + 2粼a )

( 2 I J )

( 2 牢 J )

对
二 * (壳)有

之* 、 : (寿)二川
3 (4 k+ 3 )二 * ( k )

.
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