
样条函数在图像处理和传输中的应用
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提 要 样条函数由于其计算简单
,

便于数字计算机进行数值计算而 在各

个工程领域 内广泛地得到应用
。

在连续 图像的离散化数字处理中
,

由于图像数

据量非常巨大
,

使用样条函数进行内插和平滑可 以得到 计算简化的好处
。

本文

初步讨论这方 面应用 的可能性
。

本文所述及的范围还比较小
,

只是试论用样 条

函数来估计图像离散化和再现过程中的误差 ; 用样条丙数进行数据压缩的一种

简便方法 ; 和用样 条函数对图像随机噪声进行平滑处理等儿个方面
。

一
、

样 条 函 数 简 述

在用数字计算机对速续的 (无限推的 ) 问题求解时
,

必须用离散化的方法 “ 匕为有

限稚的 )
,

郎首先把无限摊问题化为有限推问题
。

在把速续的问题变成离散的问题以求

其计算上的近似解时
,

采用变分和逐段多项式相结合的方法是很成功的
,

在工程技术上

人们称之为有限元法
。

有限元法的应用范围是很普遍的
, `

色的适应性强
,

形式单纯
,

规

范化
,

在许多物理和力学问题中得到成功的应用
。

而逐段 多项式中的一种— 样条函数

在解的光滑性和计算的简单性方面有较大的优点
。

本节先介绍一些简单的有关知识
,

为

以后几节的分析作准备
。

逐段多项式内插是解有限推问题的一个 有 效 方 法
,

逐 段 多项 式
“ `

= 价 l 十内 2x 十

“
矛

“
+.

二 十 “ ` , + 1扩为
。
次多项式

,

表示
x `
和 x ` + ,

结 点 之间的内择曲线
,

进行样条内插

时
,

已知区间 J
: o = x0 < x ;

< … < xN
十 1二 1 内的离散点 x 。 ,

x , ,

… , x ` , …
,

御
* : 上的函数值

了二麦f
。 ,

f
l ,

,

二 ,

f
` , …

,

f 、 ,

}和 几
,

寿
十: ; 几和 f从

;
为区间两端的函数 导 数 值

,

以样条

函数来逼近函数 f
.

以三次样条函数为例
,

三次样条是最常用的
,

它的二阶以下导数在

结点处 (分段节点处 ) 保持速续性
。

这样一种速续性要求
,

使系数
口` 1 ,

山 2 , … 等 有一定

的约束
,

郎各段的三次曲线不是任意曲线
,

而是具有一定形状的曲线
,

例如 H er m i et 多

项式以 h( x ` ) 表示
,

为使它们在结点处保持速续
,

样条内捕式可表示为

八 N + 1 刀

f 二 习 f
` h

`
( z ) + f占h合( x ) + 习

c
{h { ( x ) + 八

+ , h壳
+ ; ( x ) ( 1 )

` = 0 百 = 1

( 1) 式中的 心 可从 ( 2) 式中解出来

[B ] C
i二 K ( 2 )

H er m 计e
多项式 h ` ( x) 可以表示为
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其图形如图 1所示
.
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其图形如图 2所示
。
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其中 刀二 ;= x`十 , 一 x ` 刀 c , = cj
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.
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f( 幼 木身是一个分段的三次 多项式 / ( 二
、
) = f (

二 `
)

,

个 c ` = l( x `
) ; 由上面可以看到 【B }

是三对角矩阵
。

方程 (2 ) 有唯一解 己
.

现任按 ( l) 式 f ( x) 表 示为以基函数为基础展开

的分段多项式
,

参数适当地减少了
,

这样有利于计算
。

A A

f( x) 对 f( x) 的内柿误差 f 一 f 的 L “
范数是对 f 四阶逼近的

,

如 f 是 四 次 述 续可
A

导
,

在结点上 (工 , ,
x : … … x `… ) 误差 f

一
f 二 0

,

而在每一分段内其误差界为

1!f
一
川

2 簇 4二一 4 h4日D
4
f {}

: ( 3 )

式中 !卜! !
: 为 L “

范数
,

可表示为

, 刀 (

日D
`

f 112 一又从 }
x ` + 1
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f (

X , ,
Zd X

)
z

对二推的情况有

}}f
一
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2 ( 4二一 4户 4 ( }! D圣f {}
: + {}D里D ; f }}
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D 一

牛
为导数运算

,

( 3 ) 式 和 ( 4 ) 式中
, 。 和 p 为间隔距离

,

郎离散点的间隔
,

a X

( 4 )

这里

假定它们是等间隔的
, p 为正方形二推网络的距离

。

由 ( 3 ) 式 可见样条函数内捧是一种光滑的曲线内柿
,

这是和富氏级数展开不同的
。

基底函数的选择可使计算方便
,

其中的一种称为 B 样条或称 d 样条
,

它是从 占函数的离

散近似函数中导出的
,

它和 h( x) 那样
,

是一种固定形状的函数
。

_
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。

对离散的情况以差商 止

访竺代替

。
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,
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从图形上看如图 3所示
,

把 乃
。
( x) 再积分一次

,

丙效商一次
,

就能得到更光滑的函

数
, `

白还是 d 函数的近似
。

例如

d ( , ) d
。

(: ) I B
。 ( : ) B ,

(
公 ) B: (

公
) 凡 (苦 )

3 / 4 213

上 。 三
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2 2
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2 2

图 3

J
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n J一 。 n `

” d 。 ( x )澎 d ( , )

式中

( x + h )
+ =

( x + h )

O

x ) 一 h

:
<

一 h

对 J x( ) 作 ( k + 1) 次积分再作 (儿+ l) 次差商得到下列函数
,

这里设 h = 1

B * ( · ) 一 “ *一

}
… {
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+
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,
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岁
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2

这 B k
x( )相当于 d梦

, ,

它保持了 己函数的特性
,

但已经使它光滑化
,

去掉了不述续 点
。

最常用的是 k 二 3 的三次样条函数
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形状如图 3所示
。

不等间隔分布的 占基底函数要复杂一些
,

这里不涉及
,

方法类推
。

B 基底函数有一些特点
,

简述如下
:

1) B 。 ( x ) 是 k 次等间隔样条 ( k 次分段多项式 )
,

其结点为
:

; 。 。 、
k + 1

.

g 丫 二 一 一兀万一 十 J
,

乙

= 0 , 1
,

…
,

k + 1

2 ) B k ( x ) 为对称举状函数
,

在 x = 0 处是攀值
, x > 0( < 0) 时单调下降

}
X
. >
瞥

时风 `二 ,一 0

3 ,

!二
_ B。`! ) d X一 1或

,

重
_ B ` ( X + ·

卜 1

` , B。 ` X , 一

{二
B。一 ( X 一 , , B。 ( , ) d , 一 B。一 (? )* B 。 ( X )

或 B 。 (劣卜 !二卢
*一 ( X 一 ` , B一 (̀ , d `一 B卜

·

` B一

这个关系式可以从 占函数的特性来证明
。

5’ “ “`
· ,一 B左一

(
· +

合)
一 B*一

(x 一 百

二
、

应用的几个方面

在图像的数字处理和传输中
,

往往要对数字图像数据用一组正交函数进行展开
,

以

求得数值计算上或使用 上的简化
,

而又能保持误差最小
,

用样条函数展开一个数字图像

是一种二推的展开
,

它具有与其它正交展开不同的特点
。

在某些爆合下可以得到一些有

用的效果
,

由于在这方面进行的工作还很少
,

木文只就以下几个方面进行一些探讨
。

1 ) 多项式内插

在数字图像处理中
,

首先要把二推速续图像函数 f( x ,

功进行采样变为离散化图像
,

而

f (
x , 夕) = 习习 厂( 。 刀

x , n J 刀)夕( x 一 m 刀 x , 夕一 n刀 , ) ( 7 )

上式中 (j 二 J x
, 。 万功 是在网络点 。 刁 x , n 刀夕上函数 f( x

,

功 的采样值
,

而 抓 x ,

功是内

插函数
,

按照采样定理
,

如 f( x ,

功 是频谱受限的
,

郎如 f( x
,

功 的二推富氏变换 F ( 。
二 ,

。 ,

)
,

当 l。
二

l> 。 二 。 、

l。
,

l> 。 , 。

时 F ( 。
二 , 。 ,

) = 0 ,

则当内择函数

a( x
.

。 ) 二匹丛
鱼望些

.
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二 : x )

.

口
二 L X

5 i n (。
, L , )
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时可以对原函数 f( x ,

妇 无失具地复述
,

只要使采样间隔满足
:

沉刁
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这样离散化的数字图像就可以用内标函数 g (
二 ,

功 无失具地复原
。

但这里要求的内坏函

数
一

全里卫
;

兰是一个有负值的函数
,

在具体用光学实现时做不到
,

例如 C R T 荧 光屏上的一
口

了刃

个光点或扫描器上的一个光点
,

其光强总是正的
。

但这样的一个光点其光强分布往往是

从中心向外单调下降
。

因此如用一个三次 B 样条来表征这一尤点是比较适宜的
。

在 ( 7)

式中就变成以 B 3 ( x)
·

B 3 (功 来代替 g ( 二
,

妇 内 扬
。

当然这样一种替代
止
洛产生失具

,

失具

量可以用样条函数理论来进行分析
,

郎

f (
x ,

乡 ) 一习习 f ( 。 刀
x , 。

J g ) B 3 ( x ) B 3 ( , ) ( 8 )

由于三次样条逼近是四阶微分逼近
,

如 ( 4 ) 式所示
,

其误差界依采样点间隔 内 f (
: ,

!)]

的四阶导数值的大小而定
。

郎要看

a 4 , , 、

}】 }} 0 2 a Z , , 、

}} {1 a 4 , , 、

}}
飞汤r ] 、 工

’ “ ’
{}川1习王了 雨

了 ] 、 工 ’ “ , }}
2 ’

{}
一

习
了 、 T ’ ” ’

}{
:

的大小
,

只要图像灰度在采样间隔内变化比较平滑
,

其四阶导数在间隔内的积分平均值

较小
,

则内柿误差也将很小
。

样条函数的频谱是

F 仁B
。
( x) 〕二

刀 x

S ` n 。 , 一厄
一

刀 x

口
劣一代万一 }

“ ` ’

( 9 )

它基本上是低通型的传输函数
,

这种低通型的传输函数
,

对减少采样引起的混淆现象是

有盒的
,

因为混淆现象往往发生在频谱的高频区
,

对图像高频分量的衰减往往可以减轻

混淆现象
,

当然这样对原图像的细节也将有所损失
。

2 ) 图像数据压缩

在图像的数字传输过程中
,

往往需要压缩图像的且大数据量
,

以减轻讯道的负担
。

一个经过采样的图像数据 j (。 J x
, 。 J 功 有M

x N 个数据
。

这些数据中合有很大的讯
J

良

乘lJ余量
。

因此
,

在进行图像数据的传输时为 了得到更大的传输效率
,

要设法找出能代表

图像主要讯息的特征量
,

这些量的数据量都应小于M
x N

。

利用正交变换以减少图像数

据的自由度 ( D O F ) 是行之有效的方法
。

S V D
、

K一 L 变换
、

富 氏 变 换
、

H a d a m ar d 变

换
、

余弦变换
、

S la
。 t 变换等都是行之有效的办法

,

但这些变换都有计算复杂
、

不利于

计算机运算的缺点
,

尤其是对二推数据
,

数据量很大的情况下
,

更是如此
。

因此采用变

换压缩的办法对图像传输的数据进行实时处理目前尚难具体实用
。

用 B 样条作为基函数

对图像数据进行展开是解决计算量过大问题的一个途径
。

有可能解决图像的实时压缩问

题
。

设离散的采样图像数据为 f( o J x
, 。 J 功

, 。 = l
,

…
,

N
, 。 二 1

,

2
,

… ; N 为N X N 个

网格值
。

这些离散数据可以用
n 二

和
。 , 个 B 样条基函数来展 开

。

对于二推图像数据可以

展开为
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图象的 x 方向划分为 x l , x Z , …
, : 。 , … ,

却 个 离散采样点
,

而 式
,

戏
, …

式
, … , x 二为样条函数的结点

,

都是均匀分布的
,

如图 4 所示
。

O x 一 朴 : 3

巴

—
一_ _o x

; 二二
x
二

二 N一 1 公刊

图 4

B s (夕1 一 夕{ ) B a (刀 , 一 夕二)… …

B s (召: 一 夕 { ) B 3 (夕: 一 夕孟) … …

B 3 (夕* 一 夕; 》
· · · · · · · · · · · · · · · · ·

… …

B 3 (夕, 一 夕二)

B 3 (枷 一 刀二)

了
`.............

一一
、、 .产

功
飞了、

3B
lrtL

[b
` z ] 是

。 x n
系数矩阵

,

〔B 3 ( x 。 ) ] 和 [ B
s (夕 , )〕 是由样条函数决定的限带状矩阵

。

当结距为均匀时
, p 二衡

+ : 一 x ` = 功
十 1 一 功 ; i

,

j 二 1
,

2 , … , n时
,

因 ” x n
个 B 样条函

数对图像数据进行逼近时其最大误差限为

}!f
一
f l】

2

“ 。 4二一
{{}器

“ 一 , ,

1{
2 +

}1斋奇
` (一 。 ,

41
: +

{}备
“ 一 , ,

}
2

}
在规定最大误差限时可以按 f (

x ,

妇 的导数的大小来决定 p 的大小
,

郎 所 用的样条的数

目的多少
。

在
n 数决定后

,

( 10 ) 式中系数 【b` , 1 的值可按最小二乘原则使下式最小化而

求得
:

。 二 习 }j (
x * , 刀, ) 一 f (

x 。 , 刀 , ) }
“ = }! [f ( x

。 ,

刀` ) 〕-

k
,

l

[f ( x
、 , 夕 , )川羞

二 ! }[ f (
x * , 刀` ) ]

一
[ B

3 ( x 。 ) ] [b
` s ] [B

s (刀, ) ]
r
}}羞

按 !IA I}是可写成 tr (月 T月 )
,

上式可写成
。 = t

,

{ ( [f (
x * , 习` ) ]

一
[ B

s ( x * ) ] [b
` , ] [B

。 (夕 , ) ]
义

’

) T ( [j ( x
。 ,

v , ) ]
一
[B

3 (介 ) ] [b
` z ] 〔B 3 ( 夕̀ ) ]

r ) }
= t

,

{ [ f (
x * ,

夕̀ ) ]
r
[ f (

二 ; ,

, , ) ]
一 ( [ B

3 ( x 。 ) ] [b
` , ] [B

s ( g , ) ]
丁 ) r [厂(

二* ,

y , ) ]
一 〔f ( x 。 ,

夕, )」r ( 〔B 3 ( x * ) ] [b
` I ] [B

3 (夕, ) ]
了 )

+ ( [B
3 ( x * ) ] [b

` , 1【B 3 (夕 , ) ]
丁 ) r ( 〔B a (介 ) ] [b

` , ] [B
3 (夕` ) 1

7
,

) }
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求使
￡为最小的 〔b

` ,〕值
,

可对上式求导并使之等于零一等下
u LU ` j J

= O
,

得

d 巴

d [b
` z〕

二 一 2 [B
3 ( x * ) l

了 〔f ( x 。 ,

夕̀ ) ] 〔B 3 (夕: ) 1

+ 2 [B
3 ( x * ) ]

丁 〔B 3 ( x * ) ] [b
` ,
] [ B

3 (夕, ) ]
’

`

[B
3 (夕 , ) ]

解之得

Ib
` , ] = {〔B 3 ( x 。 )〕丁 〔B 3 ( x 。川

一 ,
[ B

3 ( x 。 ) ]
丁
[f (

: * ,

夕 , )」〔B 3 (夕 , ) ] { LB
3 ( , , ) ]

了
[B

3 ( , ,

川
一 ,

( 1 1 )

( 1 1 )式中 {【B 3 x( 。
)]
犷【B抓x * ) 1 }是

、 x 。 方阵
,

一般讲是限带状矩阵
,

它 的 逆矩阵一般

。 一一一
; 二

~ 一
_ ” ` 、 ,

一
。 。

, 、 , ,

_ 。
、

_
, ,

_
_

_
、 二 , . , ,

N
_

~
。 。 , ,

_

_ ~
, ,

_ ,

是存在的
,

并且不难计算
。

〔B 3 x( * )〕矩阵决定于 N / ” 比
,

如访
一 “ 则 〔B 〕矩阵为七对

角矩阵
。

条带数 一 4k 一 1
,

k 一丝
.

灯

O

工488一48

1一488一4823一3248一48
、

8

[B
3 (介 ) ] = 为 N x n

矩阵
.

1 8 2 3

4 8 4 8 4 8

丝妊矍妊矍妊。一严
, 、

O
32一4823一488一481一48

但求逆矩阵运算总是比较繁复的
,

不容易做到实时处理
。

例如要做到图像传输的速

度 (从几秒一帧到每秒几十帧 ) 按陆地卫星照片的 2 3 4 0 火 3 2 4 0 像素 的数据量
,

就比较

难以达到
,

下面利用样条函数的特性引出一个简化的压缩方案
。

当 B 样条函数以最小二乘原界lJ逼近图象函数 f 时其误差极限为

}}f
一
fll

Z簇 4二一 4
h’l }D

4
llj

:

而 f 的高阶导数也以最小二乘逼近函数 f 的相应阶导数
,

对于 2。 : 一 ] 次逐段 多项式

}{D
’
( f

一
f) 1}

2《 二 2旧一 了

尸
” 一 ,

川D
Z” flJ :



样 条 函 数 在 图 像 处 理 和 传 特 中 的 应 用

利用 B样条的导数特性

“ 孟 (· ,一“ 左一

(
· 十

劲
一凡

一

xl(
一

韵
因此可得

八 ”

刀 3
f ( x

* , 夕 , ) = 习
玄 = 1

( 12 ) 式中 B O
x( ) 为零次样条函数

,

自口 【C ` 2 1 = 厂
“ 〔b ` , 1(厂 3 ) T

.

,1P c
、 , B 。 ( x 一 x ` ) B “ (“ 一 “ , )

它是一单位脉冲函数
。

C ` , 是系数 b
` ,

( 12 )

的三次差分
,

B 。 ( x )二
x 任 ( x 、 , x ` 十 1 )

其它

用这样一个函数的集合去逼近 D
“
f

,

很显然系数 C
` ,
应等于间隔 x(

` ,
x ` 、 1 ) 和 ( gj

,

y)
十 1 )

小方块内 D “
f 的平均植

,

亡口

。 1 1
七 亡 i 二二二

— ——
.

( x i +

一 x i ) (刀 j + z 一 y j ) J

x ` + 1 夕 j+ 1

D 量D ; l(
x ,

g) d x d y ( 13 )

p
二

= x ` 十 , 一 x 、 , 户。 = , z十 1 一 夕 s , 则得到的估值为

D 里D 孚f(
x , 夕) ” 习 习

i = 1 了= 1 六 }
“ “

{
” “ `

厂之产 y ` x 玄 . y f

D 全D ; f (
a ,

刀) d a d 刀B
。 ( x 一 二 ` ) B 。 ( y 一 夕` )

而被逼近的图像的导函数 D 呈D ; f (
x * , x , ) 则可从离散图像 f (

x 、 , 夕 , ) 的矩阵 【F 〕通过差

分运算近似获得
,

郎求运算

一 1 1

。 一 1 :

O
0 0 一 1

夕 “ F (夕 “ )几 尸 = \
、 、

O
、 、

, 一 、

、

一 1 1 0

一 1 1

p 为结距 p = p
二

= 巧
.

F 和厂都是 N X N 矩阵
,

因此
,

在离 散 图 像 的情况下
,

公了是

在结距范围内离散图象灰度的三次差分的相加平均值
。

用这种方法对图像数据进行压缩

后只要传输系数 C
` j

.

在接收端收到系数 C
` j 后

,

再 进行积分运算以得到原图像
,

但积
A A

分运算必须有边界条件来得出积分常数
,

在这里边界条件是 f( 介
, 一 l) 和 f (

一 1 ,夕 , )
,

郎

图像边界处的灰度值
,

这些边界处像素的灰度值必须作为额外讯
.

自
、

传输至接收端
。

积分

运算用数字的方法进行要比差分复杂
,

例如可用改进的梯形公式进行积分近似
,

最后再

加入边界值
。

这种发端的差分求和运算和收端的数字积分运算可以做成硬件形式
。

发端

的差分求和运算设备比较简单
,

而收端则较为复杂
。

这比较适合于陆地卫星上图像数据

压缩的情况
,

因为收端处理可以在地面站慢慢地进行
,

可以做比较复杂的运算
。

图 5 是

这种压缩传输的设备框图
。

全部由数字设备组成
。
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分分块块

求求导数和和

采采样量化化化 图像存狞器器

差差分求和和

反反调制译码码码 图像存
,

狞器器器
·

成像显示示

积积分运算算

收端

图 5

这种压缩方法的另一个问题是结距选择问题
,

用样条函数逼近一幅图像时其误差极

限是与结距 p 和图像在该处的四阶导数的乘积有关的
,

如 ( 4) 式所示
。

按 ( 4) 式
,

在图像

变化比较急剧的地方
,

结距 p 应取得小些
,

因此结距应该是各处不同的
,

但不均匀结距

会给计算上带来一些麻烦
。

在图像压缩中可采用分块等结距的办法
,

例 如 图 6 为一幅

2 5 6 X 2 5 6像素的数字化图像
,

可分成 8 火 8二 6 4小块
,

各区的结 距 不 相 等
,

从 6 x 6 到

32 x 32 不等
。

这样做法可以做到在一定误差极限下达到较大的压缩比
。

早邻

求和 = 。 `了

2 5 6

7 ,尸 (寸
,
)
T

图 6



样 条 困数 在 图 像 处 理 和 传 箱 中 的 应 用

用样条函数对图像函数进行压缩
,

在概念上与富氏变换
、

K 一 L变换
、

H a
d
a m ar d 变

换等变换压缩有所不同
,

变换压缩是把图像数据先变换到讯息
、

量更为集中的向量空间
,

然

后对变换后的数据进行截取
,

使数据量压缩
。

而样条函数逼近是根据某个区域中图像导

数 (差分近似 ) 的平均值来决定所 用样条基函数的数目 (郎结距 )
,

而用一定数 目的基

函数的系数米表示图像特征的
,

因此是先截取后展开的形式
。

由于这种方式上的改变
,

使得展开运算中的雄数减少
,

因而从根本上简化了计算
。

这种概念也可议用在其它数据

压缩的踢合
。

3 ) 图像数据平滑

当我们对数据值知道得不确
一

切
,

郎存在着于扰时
,

样条函数也可用来作平滑处理
,

对随机干扰进行平滑
,

这也可称为样条图像修复
。

一个线性的位移不变的成像系统可以

写成卷积形式

。 ( X
,

, )一

!!
` ( X 一 “

,

, 一 。 , f “
, 。 , d` d。 + · ` X , , ,

进行样条函数平滑的第一步是把原图像和点散布函数 h( x ,

妇 都用 B 样条基函数展开

j ( 二
,

妇 = 乙
` = 1

乙 b ` i B * ( x 一 x ` ) B 。 ( , 一 夕 j )

h( x ,

妇 二 乞

i = 1

过 d
, , B , ( x 一 x ,

) B , (夕 一 刀。 )
夕 = l q = 1

B * (二 ) 和 B , ( x ) 分别为 k 次和 l 次样条函数
,

则

g ( x
, 夕) 二习另习习

“ ` ,、 , g

!!
B ` ( “一 , B。 (。 一 。 , , B才 ( X 一 ` 一 孙 ,“ ,

( , 一 刀 一 双。 ) d舀d 刀+ n ( x
,

v )

= 习习习习b ` , d
, 。
B 。 ( x 一 x ` )④ B , ( x 一 孙 )

·

B * (夕 一 夕 , )@ B , (夕 一 y 。 ) + n ( x
, 夕)

( 1 4 )

由于 B 。 ( x ~ x ` )④ B , ( z 一孙 ) 二 B * ; *̀ 1
x(

一 x 、 一 孙 )
,

再假设每样条函数的结距取得一样
,

郎 p = x ` * ; 一 x ` = 娜
+ 1 一 : , = 双s十 , 一 夕z= 夕。 + : 一 夕。 ,

则可写成

夕( :
, 夕) = 习习夕

.
zB 。 + , + 1

( x 一 i p ) B 、 + ,+ , ( y 一 j p ) + n ( x
,

v ) ( 1 5 )
茗 j

利用 ( 1 4) 式和 ( 15 ) 式可写成系数的矢量表示式

g 二 LH 」f 十 n

式中 g 是系数 功 j 形成的链串列矢量
,

推数为 N “ ,

了是图像的样条函 数 展 开中的系数

认 , 的 N Z
稚列矢量

,

汇H 〕是成像系统的系数 心
。

组成的 N “ X N “
变换 矩 阵 (这一矩阵

的形成方法在这里不介绍了
,

可参看 P r
at t 的书 )

。

当成像系统是可分离时
,

上式可写

成矩阵形式

[G ] = [H
二

] [ F ] [H
,

」+ 〔n
二 ,

] ( 1 6 )

式中 L万 1= 【H月⑧【H
,

1
,

⑧表示矩阵的直积
。

上式中各元已不是像素而是等节距的样条函数的系数
,

推数比像素的推数小得多
。

从 ( 15 )式可以看到
,

用样条函数对图像和点散布函数进行逼近后
,

系统输出函数的次数是

原图像展开所用样条函数的次数和点散布函数所用样条函数的次数之和
。

这就非常形象

地表示出输出函数山于点散布函数的作用比输入函数更为平缓
,

形象地表示出系统的模
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糊作用
。

也可以说样条函数是非常适合于这种模糊系统的描述的
。

现在平滑的问题变为已知 〔乳 j 1和 〔H
二

]
、

〔H
,

〕矩阵并已知 〔几
。

」的 统计特性的情

况下求最佳的系数矩阵 【b` ,」的问题
。

下面先就无系统模糊的情况下讨 论 对随机干扰进

行平滑的方法
。

以速续形式表示为

夕 ( x , 梦) = j ( 义
,

夕) + n ( :
,

夕)

用最小二乘进行平滑
,

要求在约束条件

二 、 (
~

赵兰扫边乏二 夕(少
, ,刀 , )

州州 \ d夕 ( x ` ,
专j ) )

2 、 :

的情况下
,

使
{!

f
·
(·

,

。 ) Zd · d , 最 ,J、 了匕
。

关
。

d g ( x `
,

y , )是干扰引起的测量误差量
。

到的像素网格上的值
,

可写成 g ` j
.

f ( x
,

妇

数最小化
,

其中 S 为平滑程度的指标
,

与 占g x(
` ,

夕 ,

) 有

当 S 二 0 时就变成内捧问题
,

g x( ` ,

功 )为测量

为被平滑的函数
,

用变分法解
,

可使下列函

{{f’’(
二 ,

, ) 2、 二、 , 十 ,

{习汀工丝丛丛上鱼
红

、
“ + 二: 一 : 2

1
· , J 、 ` j \ U g ` j / 夕

假设干扰是对各像素独立的均匀白噪声引起的
,

可把上式写成 离散形式
,

如下式用矩阵

表示为
:

l} [Q } 〔尸 ] [Q I
T日呈十只 {!}【F ]

一
[G ] 11羞+

2 2 一 5 2
} = W ( F ) ( 17 )

上式中 【O ] 为二阶差分算子

、

lwe

j
......J

,土9目

1 0

O
,上

,土

,工2

0 1 一

[ Q ]

O

我们使 (j
x ,

功 用三次 B 样条函数展开为

[ F ] = 〔T ] [b
` z
] [ T ]

r

这里

( 1 8 )

、.....JNlj……洲

.

护
`

f
, : …

产

价协呱
一一F

并假设样条函数的结距郎为采样间隔
,

相当于 2 )节中丝一 1
的情况

,

这时
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杀
`〔H

·

,〔F ,〔H
·

,
一 〔G , ,

学 报

簇 S

下求
11

,
·
( X

, , ) Z d · d , 最 ,J
、 `匕

,

在 〔H
·

, = 〔H刁郎模糊函数在 x 和 y方向一致时可写成

〔b` s ] = 汇T ]
一 , ( [H }

T 〔H 〕+ 侧丁。 [Q ]
T 〔Q ] )一 ,

LG ] ( [H ]
r
[ H ]

一
材丁 。 〔Q ] 2

’

[Q ] )
一 1 ( [ T〕丁 )一 ’

( 2 1)

用样条函数平滑的效果可以和 W i e en r
滤波相比拟

,

只是 W i e en r
滤波中的图像协方差

矩阵 〔C ,1在这里给算子 Q[ ]和 〔 T] 的组合所代替
。

这是因为样条函数只是从灰度变化

的光滑性上进行逼近
,

并使误差最小
,

而并没有考虑到图像的统计特性的绿故
。

另外样

条函数本身带来了计算上的简便
,

使平滑的计算简单化
。

三
、

结 语

样条函数对图像函数具有 良好的逼近性能
,

尤其是 对 那 些 经过成像系统模糊的图

像
,

因为这样的图像本身就具有脉冲模糊性能
。

用样条函数能对采样
、

成像
、

显示系统

作很好的模拟
,

既利于掌握图像系统的实质
,

也得到 了计算上的方便
。

在图像数据简缩

中样条函数具有先简缩后展开 的特点
,

使得逼近展开时推数降低
,

大为减轻了二推正交

展开中计算的繁复性
。

因此样条函数应该在数字图像的计算机处理上具有良好的前景
,

但在理论上和方法 上现在还刚开始
,

在样条展开中不涉及图像的统计特性
,

这与一般的

压缩和滤波方法有很大的不同
,

但其效果和应用范围究竟怎样
,

还有待进一步研究
。

本

文只是提出一些粗浅的设想
,

希望引起有关这方面工作的同志的讨论和批评
。
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9 l样 条 函 数 在 图 像 处 理 和 传 输 中 的 应 用
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