
关 于 博 奕 问 题 解 的 概 念

刘 德 铭

提 要 本文从
“
平衡

”

的观点
,

对 m in 一m a x 定理 以 来
,

博奕问题 的解

的概念之演变
、

发展作 了除合许述
,

特别 对 v N一M 解以后 关于解的计论作 了

较详细的介绍
。

1
.

博奕论 ( G a m e t h eo yr
,

或译作对策论 ) 所研究的对象是带有斗肇性质的现象

的数学模型
。

博奕论的最基本的问题是
,

在具有许多互相联系
,

互相制约 (包括尖锐矛

盾 ) 的诸种因素的情况下
,

局中人应采取什么行动才能取得最 佳 的 效 果 ? 这就要讨论
“

解
”
的问题

。

本文对博奕问题的解的概念作一个综合评述
。

不难设想
,

在一个博奕模型中
,

各局中人的利益不同
,

目的迥异
,

有许多矛盾与冲

突
,

因此他们要想达到各自
“

理想的
”
目标

,

一般来说是根本不可能的
。

他们必定在互

相较量
、

斗争 (包括交涉
、

谈判 ) 之后达到某种
“
平衡

”

状态
。

这种平衡状态应该是各

局中人都认为对自己来讲是最 稳 妥 并 且效果
“

最好
”

的
。

一旦打破这种平衡状态
,

便

可能招致
“

坏
”
的结果

,

因而各局中人都普遍愿意保持这种状态
。

这种平衡状态
,

便是

博奕论中解的概念的来源
。

可以说
,

博奕的解
,

无非是用数学的语言
、

符号把这种平衡

状态明确表达出来而 已
。

2
.

一个
n 人博奕常常采用以下的记号表示

:

厂 = < I
,

{S
`
飞

` 。 , ,

毛H
;

}
` e ,

> ( 1 )

这里 I = {1
,

2
,

… ,

川 是局中人的集合
,

S `
表示第 f 个局 中人的 策 略集 (或空间 )

,

其

中
,

局 中人 f 的策略用 S 、
表示

。

当各 局 中人 了分别采取策略夕
` , i一 1

, 2 , …
, 。 时

,

便

形成一种局势或状态
,

在此状态中
,

局中人 f 赢得的一份记作 H
` .

若以
: 二 ( : 1 , … , 、

户记

空间 S 二 夕。 X S : x … 火 S
。

中的一点
,

则 H
,

s( )是定义在这笛卡尔乘积空间 S 二 n s
`

上的
` 二 l

函数
。

在
, 个局中人彼此独立地进行博奕月

.

互不合 作的情况下— 郎所谓
n 人非合作博

奕—
上面的解的概念应怎样提出呢 ?

假如在局势
: = ( : , ,

… , ` ) 中
,

局中人 f 将他 目前的策略
: `

换作
:
兮

,

这样就得到新

的局势
。

我们用记号
:
1{

:
9表示这个新局势

,

此时 白然会给出以下的定义
:

定义 1 如果局势
!
对局中人的任何策略

:
孚

,

都有

H
`
( s ) > H

t’ ( s },
s
? )

,

( 2 )

则称局势
s
对局中人 f 是有 利的 (或宜取的 )

。
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这个定义的意义是显然的
。

定义 2若局势
夕
对所有局中人均为有利

,

则称局势
! 为博奕的平衡局势 ( E q iu -

r i u m S i t u a t i o n )
。

这里
,

平衡局势
,

就是我们前面所说的解的概念
。

通常
,

讨论一个博奕的平衡局势时
,

是在它的混合扩充意义下来讨论的
。

在此意义

下
,

N as h 证明了以下定理
:

定理 1 ( N as h
,

1 9 5 0) l[ “ ]正规型非合作
。 人有限博奕存在平衡局势

。

N as h 的定理的证明是使用 了 B :
ou w e r 的不动点原理

,

证明很漂亮
,

从理论上讲
,

解决了一大类博奕的解的存在问题
。

但是这个定理证明不是构造型的
,

因而不能根据它

来求解平衡局势
。

就我所知
,

虽然对各种特殊的博奕有过许多讨论
,

但目前尚未找到一

种一般的求平衡局势的方法
。

此外
,

平衡局势的稳定性
,

也是一个尚 待 深 入 研究的问

题
。

3
.

现在转入讨论一种简单而又重要的情况
,

郎二人零和博奕 ( T w 二 p er s
on

z e r 。 -

ist m g a m e )
.

此时局中人只有两人
,

分别记作局中人 1
,

2 ,

他们的第略空间分别记为

X
,

V
,

其赢得函数分别为 H
l ( 二

,

功
,

厅 2 (二
,

功
, x 任 X

, , 任 y
,

(这里仍然是在混合

扩充意义下的 )
。

所谓零和
,

是指 H
, (二

,

妇 十 H
Z
(x

,

川 = 。
,

或 H
Z (二

,

功 = 一
H

,
x(

,

功
,

因此
,

对二人零和的情况
,

博奕 r 可用 < X
,
y

,

H > 表示
。

为方便计
,

把 H
l
中下标略

去而写作 H (x
,

功
,

局中人 1应设想他的对手力图使他赢得 最 少
,

郎对 手 取 沪 任 y

m in H (二
,

妇 二 H (二
,

沪 )
.

在此前提下
,

他应使 自己获得最多
,

郎他期望能取得

H x(
,

功
,

而他的对手— 郎局中人 2 的 目的
一

与他完全相反
,

却企求 达 到 m a x

1l l a 又

丁 . X

m i n
J 口尤

H
Z ( 二

,

, )
.

然而 H
Z ( x

,

刀) = 一
H ( x

,

夕)
,

从而 m a x m i n H
: ( x

, 刀 ) 二 m a x m i n ( 一 H ( 二
,

刀) )
打 e Y x .

X 夕 e y 工 e X

= m a x ( 一 m a x
H .(r

,

动 一 一 m in m a x
H (二

. 力 )
.

伏就是说
,

局中 人 2 的损失最多是 m in
一, 佗 y 丁 e 、 夕 . V 二 . X 梦 e y

黔 H x(,
” .) 比较双方的情况可知

,

局中人 ` 可以保证他至少能得到卿 黔 H (x,

功
,

而局中人 2 要努力防止局中人 1 的所得超过 m in m a x
H ( 二

,

功
.

可 以 设想
,

在平衡
期 e y 劣 。 X

的状态下
,

这两个值应该相等
。

这个结果便是有名的 m in 一 m a x
定理

。

定理 2 ( v o n N e u m a n n , 1 9 2 5 ) [ I J 对于任何二人零和博奕
,

总存在平衡点 ( e q u i l i -

b r i u m p o i n t ) ( x气乡
.

)使等式

m i n m a x
H (二

,

刀) = H ( x气夕
件

) = m a x m i n H ( x
,

夕 ) ( 3 )
夕 . Y 了 e X x e X 套一 e y

成立
。

这里
,

我们称
。 二 m a x m in H (二

,

功为此博奕的值
。

这个定理是十分重要的
,

不妨说
,

它是博奕中最基本的定理
。

因此
,

它引起了许多

数学家的兴趣
。

关于它的证法也十分繁多
,

总的说来不外纯代数的
,

或采用了分析的方

法如不动点原理等类
,

其中 1 9 5 7 年 D a nt Z in g 给出了对偶线性规划与矩阵博奕的关系
,

从而不仅证明了博奕的解的存在问题 (郎 m in 一 m ax 定理 )
,

还给出了计算的方法
-

一
郎化 }祥线性规划问题进行求解 〔 9 〕

。
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当然
,

求解二人零和博奕的方法还有其它的方法
,

可以说二人零和博奕是博奕论中

理论最成熟的部分
。

我们也可以用定义 2 中关于平衡局势 (或平衡状态 ) 的条件来检 验 H (二
奋 ,

沪 )
,

这

里尹
,

沪分别是局中人 1
,

2 所能采取的最好的策略了
。

当他们一旦改变其策略
,

立郎

有

H (矛
, 夕签 ) 《 H ( 公

. ,

夕等

)
, 劣 〔 X

H (尹
,

沪 ) ( H (尹
,

川
, 夕〔 Y

上面第二个不等式表明只要局中人 2 一改换其策略
,

损失便将增加 所以条件

H ( 劣
,

夕场 ) 《 H ( x 气刀
朴

) 《 H ( 男
. ,

夕)
, T 〔 X

, 夕〔 y ( 4 )

实际上是 (尹
,

沪 )为最优策略对的充要条件
。

易证 ( 3)
,

(4 )是等价的
,

这就说明由 m in -

m a x
定理所解定的最优策略对

,

就是我们一开始所讲的平衡状态时双方的策略对
,

也郎

是解
。

4
.

现在我们进一步讨论
。 人合作博奕 ( n 一 p e r s o n e o o p e r a t sv e g a m e ) 的情况

。

由于局中人可以因彼此利盒相近而进行结盟
,

所以情况远比非合作博奕复杂
,

但是前面

的理论对此仍然很有启发性
。

不妨从 3 人的正规零和博奕开始
,

因为它简
一

单
,

并且便于同 2 人零 和 博 奕 进行比

较
。

一个 3 人零和博奕可以写作
:

r = < X
,

V
,

Z
,

H
` ,

H Z
> (5 )

其中 X
,

y
,

Z 分别是局中人 1 , 2
,

3 的策略空间 (我们一值把它们理解为混合扩充

的
,

下文同此假设
,

不再说明 )
, x

,

万
, 2 分别是他们的策略

,

H
, x(

,

y
,

约
,

H
“ (二

,

夕 ,

刃

分别是局中人 l , 2 的赢得函数
,

它们是定义在空间X “ y x Z 上的实值函数
。

由于是

零和的
,

H ” (x
, 乡

,

z) = 一 (H
’ x(

, y ,

习 + H
“ (二

,

y
,

z) )
,

故上面就不列出H
“ 了

。

3 人博奕中
,

可能的结盟有以下几种
:

( a) 三个局中人各自为 自 己 的 利 益 独立拼

博
,

这郎上面所讲非合作的情形
,
不再讨论

。

( b) 三人中有两人因某种原因相 结盟
,

而

另一人单独行动
,

这种情况由于局 中人的不 同组合而分为三种
。

( c) 全体 局中人结成一

个联盟
。

这样
,

只剩下他们如何共同协商分配其共同赢得了
,

故也不讨论
。

在 (b ) 的情况下
,

3 人博奕就成了 2 人零和博奕
,

若把单个人的那个记作局中人刀
,

而把由两人组成的联盟也看作一个
“

局中人
” ,

作为局中人 B
,

那么
,

我们可以应用前

述的 m in 一 m a x
定理

。

若记局中人
一

A的赢得 函 数 为郊气乙
,

0)
,

这里 占记局中人 A 的策

略
,

0 二 0 ( y
,

习 记局中人 B 的策略
,

则应有 梦
,

尹
,

使

m a x m i n 裂
A (雪

,

夕) = 恻
通 (省

器 ,

0
签

) = m i n m a x
裂

“ 省
,

0 )
右 日

一

舀 右

(6 )

此时可令
沙 (刀 ) = m a x m i n 彩

连 (占
,

0 )
考 口

(7 )

t, (A ) 称为局中人月亦郎这个单人
“

联盟
”
的特 征 函数 ( e h a r a e t e r i s t i e f u n e t i o n )

,

同

样可以定义二人联盟郎局中人 B 的特征函数 t,( B )
。

事实上 城 B )二 一
v( 月 )

,

如把空集 功

(即没有局中人的联盟 ) 也算作一个
“

局中人
” ,

那么
,

我们还可以定义 试们及 v( 毛1
,

2 , 3 ` )
,

并可以进一步研究它们之间的关系
。

总之
,

对于这个三人博奕
,

可 以 有如下的
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结果
:

定理 3设
。 是上面所述的 3人零和博奕的特征函数

,

则下列性质成立
:

( a ) z, ( { 1
:

2
,

3 } ) 二 o ;

b( ) 对任何一对联盟 A
,

B
,

其中 A n B = 功
,

且 A U B 二 { 1
,

2 ,

3 {
,

则有
v ( A ) 二 一

v( B ) ;

( e ) t ,

( { 1
, 2 } ) 》 v ( { 1飞) + 。 ( {2 })

,

。 ( {1
,

3飞) ) v ( { 1飞) + v ( { 3 })
,

v ( {2
,

3 } ) >
v ( {2 飞) + 。 ( { 3 } )

.

(今后
,

为了书写方便
,

将
v ( {z

,

2 ` )写作
。 ( z

, 2)
, v (毛i飞) 写作

v ( z ) )
.

由此可见
,

这里的特征函数
,

实系由 m 恤 一 m a x
定理推来的

。

把 这 种 概 念加以推

广
,

可抽象的定义
”
人博奕的特征函数如下

:

定义 3 定义在集N 的子集族上的集函数试
: )

,

如果具有以下性质
:

( a ) v
, )二 0 ,

必为空集 ; (8 )

( b) v (N \ S ) = 一 v ( S )
, s c N ; ( 9 )

c( ) 对任何夕
,

T c N
,

且 夕 n T = 必时
,

v (夕 U T ) > z, ( S ) + 沙 ( T ) ( 1 0 )

则称 v( 夕)为一个特征函数
。

今后
,

对每一个合作博奕都附以一个特征雨数 v( 匀
,

夕C N
,

郎对 此博奕中每一

个联盟 S
,

都附一个数植 v( S )
,

用以刻划这个联盟的
“

总赢得
”

值
。

因此特 征 函数是

研究
二 人博奕的重要工具

,

有的文献上用 ( N
, v )表示一个

”
人博奕

。

合作博奕的问题并不是在确定了特征函数—
郎联盟的 总 赢 得 值— 之后便已解

决
。

事实上
,

这一步还只停留在非合作的范围之内
,

重要的问题是这些联盟是怎样形成

的 ? 他们如何同分享他们的共同赢得? 这些问题才是合作博奕问短的实质
。

为此
,

应引

入分配 ( im p u t a t i o n )这个概念
。

定义 4 设
。 人博奕的特征函数为

。 ,

若
。
个 实数组 成的矢量 x 二 (二 1 ,

…
, 二刀满足

以下冬什
:

( o ) 习
二 `
二 0

f = 】

( 1 1)

( b ) 二 、
) 沙 ( f ) ( 12 )

则称 二 为此
, 人博奕的一个分配

。

定义中条件 a( )反映了博奕的零和性
,

条件 b( )说明当局中人 f 参加联盟时所分配到

的 (金额 ) 酉比他不参加住何联盟而独立于单干时所得为多
,

这样他才 可 能 参 加
。

另

外
,

对于一个芬配
二 = `二 , ,

…
,

石 )
,

要使联盟 S 〔 N 有可能形成
,

还应补充一个条件
,

郎

习 二 ` 〔 v (夕) ( 1 3)
f e s

它 的合义是参加联盟 的局中人分配的总和不得超过联盟的总赢得
。

式 ( 1 3 )称为群体合理

性条件
,

而式 ( 12 )称为个体合理性条件
,

条件 ( 1 3) 又可说是联盟 S 对分配 x 为有效
。

对于两个分配 x ,
y

,

每个局中人都可对它们进行比较
,

而决定自己如何选择
,

因

此
·

有
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定义 5设 x = (x, …
,
x ,,)

,

刀= (刀 , ,

…
,

从 )是两个分配
,

若存在联盟 S ( 产必 )
,

分配 二 有效
,

且使对一切 ` e s
,

有 x `
> y ` ,

则称 x 优于 刀记作 x > 夕 ,

或
x
do m沼

.

·

定义 6 若存在联盟 S 使 xd
o n几“ ,

则称 x 优于 y ,

记作 x > y x do m
;

协

定义 7 设月为分配集
,

对任何 x e A 及 X c A
,

定义

刀 o m
:
二 =

。夕e 月 fx d o m
;

夕}
,

D 。 m x 二 屯刀c 月 {x d o m刀}
,

D o m
:

X = U D o m
: x ,

x e X

D
o m X 二 U D

o m x
.

1 1 5

S 对

x ` X

并定义其逆优先为

I ) o m
一 ’ x = 乞二 e 月 」z d o m 二 l

,

D o z: i 一 1尤 = U D o n i 一 孟x
.

二 ` X

在以上的分配与优先等概念的基础上
,

vo
n 例

。 u m an
n
与 M or ge sn t e r n 引进了合作

博奕的解的概念
。

定义 8 对 。 人博奕厂
,

设K 是某些分配组成的集合
,

若下列条件成立
:

(a ) 对 任何
x , 刀e K

, x do m刀及 洲
o m x

均不成立 ;

(b ) 对任何 y 必 K
,

均存在 x e K 使 xd
o m y ,

则称K 为博奕厂 的解
。

这个通常称为
v o n N e u m a n 。

一 M o r g e n s t e r n
解

,

简记作
v
N

一
M解 [ 2 〕 ,

[ 8 」
。

条件

( a) 说明已把 K 中那些比别的分配要差的都删去了
,

剩下的那些分配便是所谓 P ar 此 。
最

优
,

它的含义是在此时对所有的局中人来说
,

没有比它更好的了
,

以致于在集合K 中的

分配的优劣已无法比较 ; 条件 ( b) 说明对于集 K 外的任何分配
,

集K 中总有一个分配优

于它
,

因而这个分配集 K 就会为全体局中人所接受
,

并愿意保持它
。

所以这个解也是依

前面所说的
“

平衡
”

的思想建立的
。

若K 是解
,

则 K 当然是整个分配集 A 的子集
,

不难验证
:

尤 门 D
o m K 二 必 ( 1 4)

及

K U D o m K 二月 ( 15 )

反之亦然
。

因此
,

对于解的定义也可以叙述为
:

设 A 为全体分配的集
,

A 的子集尤若满

足式 ( 1 4 )
,

( 15 )
,

则称 K 为解
。

此外
,

对于
。 人博奕

,

还有一个概念
;

核心 ( C o r e)
。

仍设 A 是分配的全体所成之

集 x 二 ( x : , … ,

xn ) e A
,

定义博奕 ( N
,

的的核心 C 为如下的集
.

C 二毛x e fA 习 x * 尝。 (泞)
,

对一切 S C 万 }
h 6 5

此核心是一个凸多面体
,

它可能是空集
,

显然对任何解 K
,

C =c K
,

且K 门D
o m C = 中

.

以上是零和博奕的情况
。

对于非零和的情况
,

郎 习 H ` 功 O
,

此时可引入 一 个虚拟
` = 1

的第
n 十 1个局中人

,

使他的赢得 函 数 H 拜
’ 二 一 习万

`
而构成一个

。 十 1 的零和博奕
,

` = 二

再进行讨论
。
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5
.

自2 9 4 4年
vo n N e u, n a n n

及 M o r g e n s t e r n
提出

v N 一 M 解以来
,

许 多 类的博奕

都被研究了
,

虽然这里存在许多困难 (例如可以举出这样的例子
,

任何一个分配均含于

某个解中
,

从而使局中人无法据以确定其最优行动
,

郎只指出了赢得的分配方法
,

而未

指出局中人怎样选择策略使之赢得最多
,

而且局中人愈多
,

情况愈复杂 )
,

然而人们总

还是猜想任何博奕总有一个解
。

但在 1 9 68 年
,

L uc as 举出一个十人博奕没有
v N 一

M解的

例子
,

从而打破 了人们的猜想
。

L uc a s 的例子如下
:

设 ( N
,

v) 为

N 二 毛1
,

2 ,

s
,

4
,

5
, 6

,

7
,

s
,

9
,

10 }
,

而特征函数
v 给定为

:

v (N ) = 5 , v (毛1
,

3 , 5
,

7 , 9 } ) = 4 ,

v (夏l
, 2 , ) = v ( {3

,

4 } ) = v ( {5
, 6 }) = 。 (定7

, s全) = 。 ( ; 9
,

2 0 }) = z
,

v ( {3
, 5

,

7
,

9 、 ) = v ( { l
, 5

,

7 ,

9 } ) 二
v ( { l

,

3
,

7 , 9 }) = 3
,

。 ( {3
, 5 , 7 } ) 二

v ( {1
,

5 , 7 { ) =
v ( {1

,

3
,

7 ) l = 2 ,

v ( {3
,

5
,

9 ; ) =
。 ( 、 1

,

5 , 9 } ) =
v ( {1

, 3 , 9 ; ) = 2
,

v ( {1
, 4 , 7 , 9 } ) ==

。 (乏3
, 6 , 7 , 9〕) 二 v ( ! 5

, 2 , 7
,

9〕) 二 2
,

v( S ) = 0 ,

对一切其他 S c N
.

这个博奕的分配集为
:

A = {x {x ( N ) = 5 ,

且对一 切 `C N
, x ` , 丁

川
.

L uc as 的证明是把分配集 A 划分成儿个特殊的子集证明在每个子集中都不合有解〔 4 〕 。

虽然还可举出一些问题说 明
v N 一 M 解 的 缺 陷

,

然而毕竞是 J
.

v o n N eu m a
nn 与

O
.

M or ge sn t 。 rn 最早建立了这些理论
, l耐已们对于后 米 的 许多文 献产 生 了巨大的影

盯!句
。

6
.

自 v o n N e u , 1 1 a n n 与 M o r g e n s t o r n 以后
,

许多作者都 在 对
v N 一

M 解进行修改

与推广
。

下面选择几种作一些简要的介绍
。

l( ) 我们已看到特征函数
v
在

n 人博奕研究中重要性
,

它对于局中人集合 N 的任何

子集了
,

都斌予一个值
。

S h邸 le y ( 19 5 3) 在这个荃础上提出一个问题
:

在博奕 ( N
,

刃

中
,

给出特征函数
v ,

那么标一单个局中人
,

其特征函数的值是什么 ? S h a p l e y 回答了

这个问题
,

并提供了一个关于单个局中人的特征函数值的计算公式
,

这 个 值 通 常称为

S h a p l e y 值 ( S h a p l e y v a l u e )
.

S h a p le y 值的计算方法是这样建立的
.
若 C 是任何合有局中人 l 的联盟

,

要想计算

局中人 l 的所得
,

就应考虑各个 以 C ) 一 v( C 一
川 )

,

S h a p ley 值就是此局中人 l 与各种

联盟 C 一
{月 联合时

,

他 自己所能得到的加权和
。

换言之
,

这个和是根据局中人 l 与各联

盟联合时的可能性的概率作为权相加而得的
,

也郎此局中人与所有可能与之联合的各个

联盟所能给予他的期望值 (平均值)
。

根据这种思想
,

可写出 S h即 le y 值的计算公式 [ ” 〕。

hS aP l e y 值给出了在诸局中人之间关于支付的一种 (唯一 )确定的划分
。

并且可见
,

若将联盟的财富表成一个数 (例如金额 )
,

那么局中人参加此联盟时
,

其财富应包含局

中人的那一份
,

而他不参加该联盟时的财富当然不应包合这一份
。

两者之差是局 中人期

望得到的
。

局中人对他可能参加的每一个联盟
,

把他从中期望得到的值都乘上一个相应
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的先验概率
,

然后再相加
。

用此 S h a p l e y 值可以衡量此局中人在该状态下的所得值
。

这

意味着局中人的值应正比于他参加的 (各种可能的 ) 联盟时使联盟财富增长的值
,

或者

说他的值等于其改善了他可能参加的每一个潜在的联盟的地位后
,

从中得到形成的新联

盟应付给他的那一份
。

从这个观点看
,

在一个不含有冲突的状态中
,

每一个局中人接受

他自己的那个
“

值
”
是合理的

。

(2 ) C a p lo w ( 19 56 ) 〔们考虑 了具有不同实力的局中人之间联盟的形成与利益的分配

问脆
。

他根据每个局中人的实力赋予一个权 (加权数 )
,

这个权表明他 们 的 实 力的份

额
。

依照他的看法
,

例如在一个 3 人博奕中
,

若在一联 盟 中 的 所有局中人的权之和超

过所有局中人的总权的一半时
,

联盟斌值为 1
,

否则联盟斌植为 o
,

而斌予局中人的权

便称为
“

实力
” 。

在联盟形成的过程中
,

起主要作用的因素 是 实 力
。

依 C a p l vo\ 的观

点
,

一个联盟形成时
,

该联盟必须占有实力的一半以上
。

当然
,

满足此要求的联盟不止

一个
,

应取那个联盟呢 ? 他假设具有最小总实力的 (当然应是符合要求的 ) 联盟是最佳

的
。

因在联盟形成以后
,

此时的支付便表明了局中人在联盟中的实力
。

这里
,

关缝是总联

盟不再形成
。

此时或者最强者的局中人有足够力量单独形成一个盟联
,

或者 两 个 较弱

的局中人结成联盟
。

依 C a p l血
,

若某局中人与另一局中人结成联盟
,

他将永 远选择弱

者
,

这是因为分配是以实力为基础的
,

弱者在联盟的总收益中所占的份额总是少的
。

C aP low 之后
,

许多人从他的观点出发研究联盟的形成
。

C aP l ow 主张 联 盟的形成

依赖于初始权力的分布或其他的东西
。

因为当初始权力分布已知时
,

可以在一个假设下

对它们进行预测
。

对此 C卯 l ow 假设了四条
:

( a) 博奕中的成员可级有不 同的实力
,

一

个强的局中人可以控制一个弱的局中人
,

并试图这样做 ; ( b) 每个局中人均试图控制他

人
,

能按制多人应优于控制较少的人
,

而能控制一人优于不控制任何人 ; ( C )联盟的实

力等于它的成员的总实力 ; ( d) 在一个进行着的博奕中
,

联盟的形成 (或产生 ) 都有一

个前 (潜 ) 联盟条件— 郎形成联盟的潜在条件
,

在此前联盟条件下
,

任何一个由强局

中人强迫弱局中人的企图和努力都会成为形成一个联盟来反对这种压迫的起因
。

若在联盟的某状态中
,

一个局中人试图使他的权力变得极大
,

此时 会 引 出 两种可

能
:

他可以要求控制其他局中人
,

或他可能要求能控制这些博奕的结局
。

在前一种 目的

中
,

要控制其他局中人
,

便要依据 C aP lo w 关于联盟形成的理论
,

此 目的可能在未来的

一段时间内达到
,

而如果权力追求者把焦点集中在控制那些有 (互相 ) 作用的意外事件

的结局上
,

这便是第二种目的
。

此时假设
:

( a) 一个局中人作决策的权力正比于他所控

制的资源 (或财富
,

或其他等价的东西 ) ; 并且
,

( h) 一个局中人愿意参加一个如下的能取

胜的联盟
,

使他在此联盟中能取得相对来讲的最大权力
。

把这两个假设合起来
,

C a
lP ow

认为一个局中人将会愿意构成这样的联盟
:

在各种联盟中对他来说
,

他的资源 (或财富

) 与联盟的资源 (或财富 )之比为最大
。

例如有 A
,

B
,

C 三局中人
,

以权力而言
,

A > B

> C
,

A < ( B 十 C )
,

此时显见 C 不能控制任何人
,

但如他与 B 联合可控制 A
,

同时仍

被 B 控制
。

同样
,

他与 A 联合可控制 B 但同时仍被 A 按制
,

因此联盟 A C 与 B C 对 C 来

说是等同的
。

然而对 B 而言
,

B 赞成联盟 B C
,

因为他既可控制 C
,

又可控制诬
,

而他

参加 A B 联盟只能使他仅控制 C
,

对 A 来讲
,

A B 与 B C 是等同的
。

( 3) G a o s 。 。 ( 1 96 1)[ 7
1,[

“ 〕 认为任何局中人希望其他的人都从一个联盟 中分到他应
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得的那一份收益
,

此收益应正比于他贡献给这个联盟的财富的量
。

所以
,

一个局中人 A 从

他所期望参加的联盟中来估计他 自己的收益时
,

应依他对该联盟的贡献在总数收益中所

占的份额来估计
,

所以这个局中人选择联盟时
,

他总是用增加自己的贡献 (或财富 ) 与联

盟的整个收益 (或财富 ) 的比例来使自己的份额极大化
。

假如他对不同联盟的贡献 (或

取 得 的 财 富 ) 是相同的
,

那么
,

他总是会选择总收益较低的那个联盟以此来增大他在

那个联盟中所占的份额— 也郎增强他在该联盟中的地位
。

换言之
,

在他的支付保持常

量时
,

他宁愿选择那个最差的 (或最小的 ) 赢得联盟
。

这有点象古语中所说的
“

宁为鸡

首
,

不为牛后
”
之意

。

( 4 ) 在 C a p l o w 理论的基础上
,

C h e r t k o f f ( 29 7 0 ) [川给出了关于联盟结构的概念的

理论
。

C aP lo w 实际上假设当一个联盟形成时
,

联盟中局中人对其伙伴 的选择可以是互

易的
,

这些联盟的出现是相等可能的
。

(违 e r t k of f 认为联盟的形成 与每一单个局中人对

这联盟喜爱的程度有关
。

仍以三人博奕为例
,

在上面的例中
,

局中人左和 B 或 C 的结盟

的倾向是相等的
,

B 仅仅倾向于与 C 结盟
,

C 与 A 或 B 结盟的倾向也是相等的
。

利用乘

上这些互相选择的比例
,

便可得到每一个联盟产生的须率
,

例如 B C 产生的频率为 1
.

00
x o

.

5 = 0
.

5
,

A C 产生的频率为 0
.

5 x 0
.

5 二 0
.

25
,

而 A B 产生的频率为 0
.

s x O
.

O = 0
.

选择不是互易的
,

从而不形成联盟的概率为 0
.

25
.

比较以上三种理论是很有趣的
。

以上例而论
,

(二aP lo w 断言 月B与B C 两种联盟是相

等可能的
,

但 B C 的可能性更大于 A C ; G a m s
on 的方法认为 B C 是最小的赢得联盟

,

从

而它将是最可能出现的联盟 ; C h er t k of f 给出相对颊率
,

断言联盟 B C 相对于联盟 A C更

容易出现
,

而 A B 的出现为不可能
。

在这些理论中
,

C 尽管是最弱的成员
,

但最易出现

的获胜联盟中总包合它
,

郎 C 总是站在取胜的一边
,

从而有以下的
`

悖论
” ,

郎
“

弱者

是一个强者
” 。

( 5 ) R i k e r ( 1 9 6 2 ) [ 2 ]提出一个与 G a m s o n
相似的理论

,

他从 , ; 人博奕中对于社会上

政治联盟的形成
,

提了三个原则
:

a( ) 规模的原则
。

在完全的
、

正确的信息条件下获胜的联盟趋向于最小的获胜联盟

的规模
。

(b ) 策略原则
。

在系统中
,

当规模原则已在运用
,

参加者在联盟形成的最后阶段将

努力使它向最小的获胜联盟变化
。

(c ) 不平衡原则
,

在系统中
,

当规模原则与策略原则都在运用时
,

这个系统是不稳

定的
,

郎它所包合的力量会导向决策时的不顾利害以及导向参加者的减少
。

以上是在具有完全的和正确的信息条件下 iR k er 所描述的正当联盟在形成过程中局

中人如何采取行动
。

iR ke
r
认为局中人努力的结果是最后仅仅构成最小获胜联盟

,

郎在

所给的总资源 (财富 ) 的基础上
,

在所有可能 (获胜 ) 的联盟中
,

只有那个具有最小联

盟总赢得的获胜联盟会形成
。

仍回到上面的例
,

A B 联盟不可能形成
,

因与 B C 联盟相

比
,

B 肯定拒绝参加
,

A C与B C相比
,

C 是弱者
,

似乎参加那一个都可以
,

但 iR k e r
认

为最可能形成的联盟是 B C
,

因 C 处在劣势地位时
,

总还想取得较大份额的实力 (发言

权 )
,

而参加 B C
,

将会增加他在联盟所占力量的份额
。

( 6 ) V i e k r e y ( 19 5 9 ) [ 13 ]也从特征函数出发进行讨论
。

他把
“
分配

”

依它们的稳定性
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进行分类
,

并认为每个分配集应反应一种宜取的行动标准
。

仍以前述 3 人博奕为例
,

设

有分配 (城
,

摊
, x二)属于某个宜取行为标准的分配集M

,

再设想此分配 (川
,

玛
, x 二)在某个

时刻被另一个不位于M中的另一分配 (x : ,
x Z ,

介 ) 所代替
,

并且此分配通过局中人集合的

一个子集 C 而优于 (式
,

戏
,

瑞 )
,

此新分配当然与原来的宜取行为标准不一致
,

故称之为

一个异端分配 h(
e r et ica l i l p ut ia on )

,

而集 C 称为一个异端集
,

其中的局中人也称为异

端的
。

我们同样的 (公平的 ) 假设异端分配不是最终的
,

即在原集M中
,

存在分配可以

优于此异端分配
,

井且可以代替它
,

我们由此出发来讨论M中分配的稳定程度 (它当然

依辍于 C )
。

现设对此异端分配 (二 : ,

勺
,

xa )偌M
,

在M 中有分配 (式
,

巡
,

畔 )优于它
,

此时

称 (二梦
, x
g

, x g)为这异端分配的修正分配 ( C o r r e e t i v e i m p u t a t i o n )
.

每个异端分配的辉

正分配可能不止一个
,

我们可以通过这些修正分配重新 建 立 宜 取 行 为 标 准
。

现考虑

(x , , x Z ,

介 )的所有分配 (对
,

醋
, x
g)所成的集

,

注意 x( 1 , x : ,
x 3 )是优于 (城

, x公x 二) e M 的
。

若 C 中有异端局中人 I
,

他在每一个对应的修正分配 (对
,

畔
,
x g)中的所得均少于原分配

x( ;
,

姚
, x二)

,

对他来说此异端分配是
“

自灭的
”

s( iu ic de )
。

如果对 C 中任何局中人
,

每一个优于原始分配 (式
,

码
, x 冬) 的异端分配都是 自灭的

,

则称原 分 配 为一个强分配

( tS r o n g i m p吐 at io )n
.

(注意一个异端分配仅仅是通过集 C 的所有异端局中人的协调一

致才得到的 )
。

若M 中的每一个分配都是强的
,

则称 M 为一 自修正的
。

V ic k r
ey 用这种

观点研究了
v N 一 M 解

。

( 7 ) A u m a n n
及 M a s c h l e r ( 1 9 6 4 ) [ 14 “也利用

v N 一
M解的理论 中的特征函数研究了 3

人博奕
。

他们集中讨论一旦联盟形成后局中人可能得到的支付
。

他们认为
,

不论是否公

正
,

局中人所得的份额仅仅依赖于他们的实力
。

在 3 人博奕中
,

只有它的核心才同时具有个体合理性和群体合理性条件 (核心也可

能是空集 )
,

而对于分配
,

仅考虑 了个体合理性条件
,

而 v N 一
M 解正是由分配的集合构成

的
。

现在作适当修改
,

即仍保持个体合理性条件
,

但对群体合理性
,

并不对局 中人的任何

子集都保持 (这与核心有区别
,

因在核心的定义中
,

对局中人的任何子集 C
,

都保持群

体合理性条件
,

郎 v( C )簇 习 x `)
,

而仅仅对那些已确实形成的联盟才保持群体合理性
亡 e C

(这与分配有区别
,

因它只要求对全体局 中人保持此性质 )
。

这样
,

为使联盟成立
,

它

的成员必须至少能得到他们在这 3 人博奕中各自联盟 的值
。

当然
,

在一开始应假设仅有

某个联盟可以形成
。

依 A u m a n n 及 M as o h l e r 的看法
, 3 人博奕中最根本的困难是对博奕的对象没有一

个确切的认识
,

他们认为每个局 中人不是追求最大的赢得
,

因若联盟中每个成员都追求

最大
,

他们之间便永远不能协商一致
。

一个博奕的 目标应是达到某种
“

稳定
” ,

这种稳

定能在保持此博奕的规律的条件下
,

反映出每个局中人的实力
。

因而他们假设局 中人之

间可以互相交涉
、

谈钊
,

并且可以与其他局中人进行完全的通信
,

以便达到 一个为各方

面 (持异议的和反对异议的… … ) 接受的平衡条件
。

( s ) R a p o p o r t ( 1 9 7 0 ) [ 1 5 ]提出用划分函数 ( P a r t i o n f u n e t i o n ) 的方法将
“

分配
”

与
“

优于
”

等概念加以推广
。

划分函数的含义是
,

对局中人集合的每个 任 意 划 分中的每

一个联盟
,

都斌予一个值
,

这个值表明在此划分中当其他联盟为争取 最 大 收 益而奋斗

时
,

此联盟本身保证能得到的最低收益
。

然后在此基础
,

仿照过去的特征函数理论
,

相
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应的定义
“

分配
” 、 “

优于
”

等概念
,

R aP oP
o r t 用此理论讨论了 3 人博奕

。

7
.

我们已追溯 了博奕的解的概念之发展和演变
,

特别是
v N 一 M 解以 来的许多讨

论
。

今天博奕的解仍是一个值得深入探索的问题
,

其中包括
:

l( ) 除已有的算法如线性规划算法或其他方法外
,

2 人博奕有没有更为简便
、

快速

的求解算法 ? 更进一步
,

对
n 人非合作博奕

,

能否找到一种较为一般的可行的解法 ?

(2) 对
, 人合作博奕

,

能否找到一个更为合理而又为大家所接受的
“

解
”
的概念?

或者
,

我们对
v N 一 M 解还能作何种修改 ?

(3 ) 对
v N 一

M 解
,

当它存在时 (并且当
n 不大 时 )

,

能否找到较一般的可行的算

祛 ?

(4 ) L uc as 举出了
n 人博奕中

v N 一 M 解不存在的例子
,

那么
,

能否找到一种钊别

v N 一 M 解的存在准则 ?

(5 ) 如前所述
,

关于联盟的形成已有许多理论
,

但事物是运动的
,

联盟也会解体
,

那么解体的条件是什么 ? 特别
,

联盟在何种情况下是稳定的 ? 这方面虽已有人工作 l[ ” 〕 ,

但问题尚可深入
。

( 6) 寻求最优策略
,

是局中人最为关心的
,

但却往往十分困难
。

因为局中人的行动

往往依赖于他对事物的理解
。

如何能帮助局中人寻求最优策略 ?

(7 ) 以上所讲
,

都是
“

静态的
” ,

对于
“

动态的
”

相应情况也应深入
。

(8 ) 博奕理论的应用
,

特别是在经济理论仪及军事方面的应用研究
。
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