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非 线 性 滤 波 的 迫 近

张 金 槐

摘 要 本文研究动 力 学系统状 态的枯计 问题
。

文中给 出 了昨线性估

计的两种迫近方法
,

一种是运用正态迫近 的 G ar m 一C har l ier 级 数 展开方

法 ; 另一种是二阶截断统计迫近方法
。

为 了便于计葬
,

文中给 出 了递 推形

式的近似解
。

人们常用的广义 K aj m an 滤波方法及统计线性化方法仅 为本

文的特例
。

一
、

问 题 的 提 出

对于线性系统的状态估计
,

如果仅限于线性估计
,

那未最小方差估计已得到较充分

的讨论
。

但是
,

当考虑到一般的最优估计时
,

就不仅仅限于线性估计 了
。

这种非线性估

计问题较之线性估计要复杂得多
,

对于非线性系统就更是如此
。

我们知道
,

对于时变线性系统的非线性估计问题
,

如果动力学模型噪声和观测模型

噪声之一是正态的
,

那么可以获得状态的最小方 差 估计的某种表示 t 川
,

但是
,

如果去

除这种正态的假设
,

就将带来不少困难
。

为此
,

我们设法运用熟知的 G ar m 一C h al’ Ii o r
迫

近 (或者 E dge w or ht 迫近 )
,

去获得非线性滤波 的近 似解
。

同时
,

将此方法运用于状

态的验后密度的迫近
,

以获得非线性滤波 的极大验后滤波的迫近解
。

对于非线性系统的滤波
,

人们 习惯于应用 T ay lo r
展开

,

从而运用线性化或者高阶截

断的方法
。

但是
,

如果非线性函数不具有导数
,

例如继电系统
,

那么上述方法遇到了困

难
,

为此
,

我们设法运用统计迫近方法
。

这种方法
,

在统计学上没有任何新奇之处
,

但

是要把它应用于多推向量函数的迫近
,

而且想在滤波公式中以递推的形式出现
,

那么
,

也还会遇到计算高阶矩的困难以及表达形式上的困难
。

下面
,

我们将在某些给定的条件

下讨论上面提出的问题
。

可以看到
,

人们熟知的广义 K al m an 滤波以及统计线性化方扶

仅为我们的一个特例
。

用非线性估计的方法去改善滤波的性能
,

将使计算工作量增大
,

不过
,

运用近代引
-

算工具
,

非线性滤波的实现也还不是困难的
。

二
、

M V 估计的正态迫近

当我们进行统计滤波或估值时
,

常常假定观测噪声和动力学模型噪声是正态的
。

但

本文替在一九八四年中南五省 自动化学会年会上宣读
。
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是情况并非总是如此
。

当上述噪声之一具有正态分布时
,

则容易给出非线性滤波的一般

公式 〔 1 ]
。

但具体地实现滤波时
,

还将遇到计算上的困难
。

对于非线性估计
,

要使计算

不过于复杂
,

同时又较之线性估计有一定程度的改善
,

则还有不少工作可做
。

这一节
,

我们先来讨论最小方差估计的迫近问题
。

设有动力学模型

X 。 + ; = 中 , + ; , . X , + 附
. ,

( l )

其中X 。
为

, x l 状态向量 ; {附
,
}为噪声序列

,

其期 望值为 。 ; E L附
。 ·

附于1= O必
. , , ,

Q 。
> 0 ;

设观测模型为

Z 。 ; = H
. X , + F 。 ,

( 2 )

其中 Z
。
为 。 推观测 向量 ; {厂

。

}为观测噪 声 序列
,

期望值为 。 ; E 【V ,厂丁〕= 战人
, , ,

R
。

> 叭 {不
七

}与 {犷
。

}不相关
,

且它们与初态X 。
不相关

,

记

z ` = { 2 . , … Z ,
}

,

郎 Z “
为道到 t ,

时刻的观测集
。

在上述情况下
,

在给定 Z “
之下

,

状态X 。
的 M V 估计为条件数学期望

E [X
。
/ Z `

1垒戈
。 / , .

如果 {甲
`

}为正态序列
,

则有下列结果 [幻 :

预测值 戈 。 / 。 _ , 二巾。 。 _ i戈 。 _

1/ . _ 1 ,

( 3)

条件期望 戈
。 / 。 = 戈

, /卜 : + P
。 / 。 _ l

万弄g 。 ( v , )
,

( 4 )

其中 尸 。 / * ,

一预测误差协方差阵
:

p 。 · , 一 : = 必 , , 。 一 :
p 。 一 ; / 卜 :少。

几
一 1 + Q卜

;
.

( 5 )

戈 , / , 的误差协方差阵为

尸 。 / , “ 尸
。 k/ 一 1 一

凡片
_

,

H 百̀
。 (咋 ) H

。 尸。 / 。 _ , ,

(6 )

{ v ,
}为新息序列

:

v 。 = Z 。 一 H ,
戈

。 / . _ : ,
k = 1

,

2, …
,

其期望植为 0
,

且

E t
v 。

·

v

于] = ( H
。 P 。 /卜 :

H 百+ 尸 ` )占, , , .

( 7 )

夕。
( v * )为列向量

:

、 ...............

。一吵
·

。
一冲

............/、

、 `

、 , ,

)一典
10 9 , ( , , )垒 -

O V 七

l o g P ( v 。 )
,

( 8 )

” 。 = ( v

梦
’ , …

, v

*-(
, ) r ,

p ( 咋 )为新息
v 。
之概率密度函数

.

G , ( i、 )为 F i s h e r
信息矩阵

:

,..J..
T

、、.声产

`
。

( v 。 )
一 E

〔(界
: ,。 g , `一 ,

)(
、
之 zo g y ( , 。 )

O 梦今
( 9 )
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在初始状态估计戈
。

E 〔x 。
]之下

,

上述估计戈
, / 七是无偏的

,
·

且有

E [夕
。 ( v 。 ) 1 =

一

l
* ( . )

{孟
,。 g , `·

小
一 ) 、二

盘{
* ( . ) , (二 ,“ · ` 一 0

·

( 1 0 )

其中 R (̀ 为 。 推欧氏空间
。

在具体实施滤波时
,

由于 g , (v 。 )是未知的
,

因此难于付之应

用价 如果对 如 (外 )不作任何假设
,

那么上述非线性滤彼的计算是困难的
。

为此
,

我们假

、
: ( 1 ) 夕 v( , )具有对称分布 ; (2 )对于 尹 ( , 。 )的峰度作修正

,

则 (P
v *

)可以近似于正态分
。

记
v 。

时 (协 ) 方 差矩阵为万
, 。 ,

万
, 。 一 H

。 尸 。 / 。 一 ;
H卜 R 。 ,

尸
*

> 0
.

刃
, 。

’

为正定

但它不 是对角阵
,

郎是说
, v 。

的分量呱
, ’ ,

…
, ,

妙)之间是相关的
。

作变换

定布阵

,
: 一 二万{

V。

的方差阵为 E 〔嵘心 r 」= 1
,

这样 嵘 的各分量 叮
` ” ,

…
,

心闹 之间是不相关的
。

的密度函数为 夕 ( v
芯)

,

将它展开为 G r a m 一C h a r l i e r 级数

叮

嵘

则记

、
奋吸矛.夕

.几月

V

,

月了*L月

VP ( v 二) ~
1

(杯 2 二 )
用

!万
, 。

}
’ / 2

` 1
e

xP 之
一

2

习
k 1’ ” ` ,

为

b壳一 掩,

。 二 0 k
l

x …寿, !
H * , (v

芯
( ’ ) ) …刀 。 ,

( v 二`
”官 , ) ( 1 1 )

其中

“ ; :
·

… * 。 一

!
* (。 , , (· : ) 、 ; ,

(· : `
1 , ) … 、 、

。
(· ;

`· ) ) 、 ·
:

( 12 )

、 , ,

…
,

、 。

为零或正整数
,

每个* `

讨取 。
1 2 仁洲O

H 寿̀ ( x )一 H e r m i t e
多项式

:

H
。

(x ) 二 ( 一 l )
庵e “ d “

r
一
专 、

,

J c ,
a X

,

、 /

,

广

由于 尸 ( v 二)为对称的概率密度函数

b 、
: , 、 : , … ,

下
, 月

= o ,

当左
, , …

,

k
二

于是

中有一个为奇数时 ;

且

b
o , o , … , o 二 l

b Z , o , _
. , o 二 b o , : , o , … o = … = b o , o , 二 , o , 2 二 0

b Z , 2 , o … , o = a Z , 2 , o , … , o 一 1

, O , :. O , 2 , 0 卜 ~

t

。 一 l
,

,é个.

0,卜0’
a一一

。

:ù”
.0,ó山卫

.

.Jb o , o , … , o , 2 , o , … , o ,

t

{
b 。 , o , ,二 , o = a 4 , o ,一 , o 一 3

b。
,

. ” , 。 , ; , 。 , . ” , 0 = a o , … , o , ` , o ,二 , o 一 3
t

几.,

其中
、 :

}
,

几 认
_

: )
`

, -

a l : , … , I二 = E L(
v ;

〔 ’ ,

)
’ ` 一 ( v

篇
, J

)
’ “ ]

( 1 3 )
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弓 的分盘是不相关的
,

于是

b Z , 2 , o , … , o = b o , 2 , : , _ o 二 … == b
o , o , _ , o , 2 , : = 0

.

于是
,

我们有如下近似关系
:

0 , .. 。 、 _ 1
_ _ _

_

2 1
_ _ ,

仁八 r二 l 么
,

` 、 ` “ ’ 一而而万歹而
U ` ”气

一 : “ “
`

“ `

) L
二十石

.

么
” ’ , ’ ,

一 ’ , “
, 。 ,

一 。月 ` Lv 云
`

” ) J ` 1 4 ,

其 中
,

b。
, 。 , … , 。 , . , , 。 ,一 。

表示 b。
, 。 ,一 , 。 , . , 。 , … , 。 , ,

自p第 i 个足码为 4
,

而其他足码统统为 o 的 b
.

回复至
v .
的密度函数

,

注意到
, . 。

_ 二一蚤
. ,

二
。

_

二 , . ` 二 ` 。 * 二
、 。

犷 ` 一 ~
, ` 犷 , J

正结
p , 树提川抓 , 祝 .J 、 刁

.....万 .口...

l
,

奋Z̀奋.口七一pp一V洲
-

、
da,.

...............
`

..皿百
月
皿亘
月.

...

.

,

.P , 。 ( v 。 ) =
, (二 ;:

一 ,

v . )
丹

、

二 p (万
V 白

护

众吕
l

(专
’

乏丽 )

;

瓦知
Z e

一「一扣补
。

i
·

卜
十

孟愈
。。

, … , 。 , ; ` , 。 ,

一。 4 ( (二; {
) `

二 )

!
( , 5 ,

其中 (刃 一

称
、 .

为矩阵万诱的第 i 行组成的行向量
。

至于 g 。 ( v。 )
:

。 , ( v ,

) = 一

具
口 p 心

[ 10 9 p
v . ( v , ) ]

,

而

,,,刀..J八匕
、 ,尸,.占

九(

10 9 , : ( , 。

卜
· , 一

毛
·

:二二:
, 。 + ,

0 9

卜
+

自 . L

1 召
t

厕高
“ , , ” ” 。’ `

,

一 H
4 “ ` ; {

)

其中
c 。

为与
v 。
无关的量

。

于是

旦哑卫竺
鱼二叼 =

J v ,

一 ` 二;
v . + , (` v , , v “ ’

其中

了 (刃
, 。 v ` ) 二最

H “
`

’ /!(
` +

1 各
丁

一

自
4 1 ` = l

b o , … , 。 ` , o , … , o H 。 (
·

) )1 ( 1 7 )
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二二
, 二一香

、
_

二 。 , ,
_

、 , 二 、 二
,

。 二 。 。 、
钱 .J 、 、 ` , ` , `

’ 一 犷今 , J J 4 、 ” 我 ,J
、

入
J 梦`里

目 ,

寸姚
,

尹
。 = ( b ` , 。 , 二

,

, 。 ,

b
。 , 。 , 。 , … , 。 , … ,

b。
,

,二 , 。 , ; ) ; x 。

二净表示矩阵二健的第 了行
,

而二
, `

= H ,尸盯` 一 :

H `十 R ,
.

最后
,

条件数学期望可
一 , r 月 ~

表示为

、
几

了
声

8
.厅口产..

, `

.

、、.....̀

!
.刁月,下

万护…、 : / , 一 : 盯 ,

一
尸
一

: 。 ;

!
二 : :一

(二
” 。 ,

一 )

男
。
刃

要计算出 iF
s h er 信息量是复杂的

。

但是
,

我们知道
,

戈 。 / 。
为 M V 估计

,

因此它的方差

不会超过线性 M V 估计的方差
。

于是 M V 估计的误差协方差阵总有下列
_

_

卜界
:

P 。 / 。《 P , / , 一 ; 一 P : / , 一 ;

H玄 (万
, * ) 一 ’

H
。 P , / 。

一 ,
.

( 19 )

推论 i 如果 p v 。 ( v , ) 、 N ( o
,

刃
v * )

夕“ ( v “ ) 一 万
,

i
·

则久
: , 二 , 、 二

统统为 o 此时

而

戈
。 / 。 = 戈 。 / 。 一 : + p

。 / * 一 ;万百(万
。 p , / 、 一 1

万卜 刀 。 )
一 ’

( Z
。 一 1 1

。
戈

。 z 、 一 ,

)
.

此时的 M V 估计郎为线性 M V 估计
,

因此

尸 , /。 = 尸。 / , 一 : 一 尸。 / , 一 , H百(刀 。 尸 , / 。 一 卫
H百+ R 。 )

一 ’
H , 尸 *

· 、 ,
.

这是人们熟知的 K al m an 滤波公式
,

也为意料中的事
。

推论 皿 如果 Z
,
为一推观测

,

则

九
/ 。 = 九

/ , 一 : + 尸 。 / , 一 ,

班 (从 尸 。
,

。 一 :

城
+ 叱

、 )
一 ` (八

一

从九
,k

一 ,

)

一 凡
/。一 H `
流{

,。 g

卜
十

::
“ 4

(隽
。

){} ( 2 0 )

其中 “ 4
一

之
一 3, a ` 一 “ 〔V

, ,
, “ 4

表 示了
V· 的分布的峰度

。

因此 ( 2 0) 式右端的第二项表示了关于峰度的修正量
。

具体实施滤波计算时
,

必须给 出 。 荟。以及 .b
, 。 ,一 , 。 ,

b。
, “ 一 。 , ` ,

这里 b4
, 。 , “ 一 。 一 以 。 ,

..0 一

/口之

3
, a 4 , 。 , ~ , 。 = E 【v( *(l

)

川
,

·

… 它们可以通过经典的估计方法给出
。

如果观 测数据具有

异常值
,

则可运用稳健 ( R ob us )t

八

口 V L

=月

m e d i a n

j ` 0 .. 、 而一 l

统计方法 [ a] 给出
。

例如在 Z ,
为一摊的锡合

,

12 卜 , 一 H百一 ,戈卜 , /。 一
卜 、

} / 0
.

6 7 4 5
.

( Z r )

对于非线性系统的状态的最小方差估计
,

问题要复杂得多
。

我们将在后面讨论
。

这

里
,

我们指出
,

如果运用线性化方法
,

则甚易归化为线性模型的情形
。

事实上
,

设非线

性模型为

X , 、 : 二 f ( X , , t * ) + 才
。 ,

Z 。 “ h ( X 。 , t , ) + V。 ,
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此处关于 {甲 ,
}

,

{ F ,
}的假设 同于线性模型

,

且 f 和 h 是可微分的函数
,

于是

二 _ , ` 二 ; 、 土 tI/ _ , , 分
; 、 上

了 d f 、
了 l 心 + I一 J 、 z ` 七 , . 七 1 1 , , 七一 J 、 “ 飞 扮 / 七 , . 七 2 丁 ! 长片币) 一 ,

\ 0
.

八 七 /

( X 。 一 戈 。 z , ) + 高阶项 + 附
。 ,

X 七 / 七

或

X

一 (
。

冬
,

)
、 , / 。 尤 。 · 砰二 “ “ 。

一 `。 , 一

(鑫
、
)

,
。 /。 ·

’ 。 , ,

垒 F 。 X 。 + 万
, + q` ,

此处

F 。 一
(巡

一

、
, 。 : 一 , (戈 。 /。 ,

,。 ) 一 F 。戈 : · : ·

对于观测模型
,

将 h( X
。 ,

儿 )在戈
, / * _ ; 近旁展开

,

取一阶项
,

则有

Z 。宝 H
o X : + 厂 , + r * ,

此处
r , = 人(戈* / , _ : , t , ) 一 H ,戈 * 去一 , ,

H
。
一

(
a h

OX 。 )
X ` 佰 _ l

这样
,

前面的讨论仍然成立
,

只需将新息改为
v 。 = Z , 一

H
。

戈
: / , _ : 一 , ,

.

而在状态预测方程中
,

添加 q ,
就行了

。

三
、

压 y se 极大验后 ( M A P ) 估计的迫近

考虑下列模型

尤 。 * ; = 价 : , ; , `
X : + 才

、 ,

( 2 2 )

其中 X 。
为

。
推状态向量 ; 关于 附

。

的假设和第二节相同
。

观测模型为

Z * = H
, X 。 + ;t 。 ( 2 3 )

此处 {
v ,

}为独立的观测噪声序列
,

Z 。
为纯量

, v 。
与才

, 互相独立
,

K 二 1
,

2
,

·

…

记 X 。
的 M A P估计为戈

。 ,

则它满足

p (戈
。

/ Z勺 = M
a x

,

其中 p ( X 。
/ Z 勺为 Z `

给定之下的 X , 的条件概率密度函数
。

由 B a y e s 公式
,

尹 ( X 。
/ Z` ) = p ( X *

/ Z ` 一 ’ ,
Z , )

_ 夕 ( Z 。 / X 。 ,

Z ` 一 ` ) 夕( X , / Z “ 一 ` )
p ( Z

。
/ Z 卜 :

而 p ( Z订尤
. ,

Z “ 一 ’ ) = p ( Z 。
/ X , )

。

这是由于当X ,
给定之下

,

( 2 3 )

为独立观测噪声
,

因此与 Z k一 ’

p ( X 。
/ Z k ) 二

于是 M A P估计为寻求 X , ,

使

为独立
。

这样
,

( 2 4) 式成为

P ( Z 。
/ X 。 ) p ( X 。

/ Z 卜 ` )

乙 的随机 性来宫
z, , ,

而 沙

P ( Z
,
/ Z 为一 ’ )

( 2 5 )



非 线 性 魂 波 的

-一
~ .目 ~ ~ .一

一 -
一一

曰 ~一
~

一` ~

~

一
一

一
_

_

_

迫 近

L( X。 ) =一 l o g p( X。
/ Z卜 ` )一 10 9夕( Z

、
/ X

。
)

下

( 2 6 )

取极小
。

在下面的讨论中
,

假定
:

( z ) 夕 ( X 。
/ Z * 一 ’

) ~ N (戈 。 ·七 _ : ,

P 。 / : _ :

) ;

( 2) (P Z订X 。 )为对称分布
,

且其峰度经过修正后可以近似地用正态分布来迫近
。

注意到
,

Z , = H
o X 。 十 v 。 ,

{外 }为独立观 测噪声序列
,

不妨 设 E 〔协〕二 o
。

当X
,

给

定之 T, 略
, 一叮

。 ,

勺
。 一 E[ 乙卜从瓜

,

由第二节的讨论
,

我们有

( z 。 一 “ z , ) ’

, ..

lesJ、、.少
」

P ( Z 。 / X
,

) 二
1

材 2 万 口 z
e

Z , 一 拼z k

口 z 七
( 2 7 )

其中

b` = 身
一 3

, 。 ; = E 〔,
打 x * 〕

飞沙 , .

` 芳

若

扒 (铆
主

o)1
则

,

l o g P ( Z 。
/ X 。 ) 宝 -

其中 ` 。
为与X 。

无关的量
,

( Z
: 一 娜几 ) ’

2 。勇
,

+ c 。 + 习 ( 一 1 )
” + `

. = 1 刽
_

卜
(

·

,

{
” ·

将上式代入 ( 2 6)
,

且令

L : ( X * ) = M i n

门门

并注意到下式
:

尹 ( X ,
/ Z `一 ’

) =

于是

(材乏蕊, )
“

1

}凡
/。 一 :

l

、* 2
二 p

{
一

; ( X 。 一 戈
。 , 。 _ ,

) 了
’

P 。 · ` _ ,

(人
’

* 一 戈
, , ,

0
一

Z
一、口

d

a X 。
L : ( X , ) 二 尸补

`一 : ( x
, 一 戈 。 / , 一 1 ) + H玄

一

Io g P ( Z ,
/ X

、
) 二 0 ( 2 8 )

而

念
,。 ` p ` Z。` X 。 ’

仓D得

_

圣二生
鱼 、

碑 2
u Z、 %.l

( 一 1 )一 :;
〔“

4

`
·

, ,乡
*

由 ( 2 8 )

冷

戈饮
” ,二 戈 。 / ` 一 : 一 尸 。 / : 一 ;

H百
a l o g p ( Z

。
/戈诈渭

p ’ )

d Z 。 ( 2 9 a )

或

戈留才
, = 戈 , / , 一 : -

口
,

不J T r
二二竺生 二 i二土互 }

口
, 。

l
` 布 `

Z 。 一 拼z `

一

一一
-
二 十

a z 七
习 ( 一 l )
月 =

。 + l b
-

4! 共
。。 ` (

·

)

{
( 2 ” “ ,

其中
拜: 。 = H

,
戈 (材 A P )

几 / 为
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人 _ 夕
。 .

_
,

。 4 一口 `
一

。 ,
a 一“ 上1

v 孟/尤 , j
Z, 止

(2 9) 为关于戈
, / . 的非线性方程

。

因此
,

可用迭代方法求解
。

在迭代过程 中还必须给

出戈
, / 。一 ;

及 尸 。 / 。 一 : 。

我们采 用W
.

5
.

A ge e
等人的方法〔4 ]

,

将 ( 2 9) 中 的戈
, /一 :

用近似

的条件期望戈“ , 一 :
代替

,

此处

r , 十 : , ` = 必
。 + : , ,了 。 , , ( 3 0 )

刀
, _

不了 T , 7 _ 曰 万
, _

、
笼歹

_
亏于 一 J 今 , 考 一 l 孟 J 玉 口 名

J
古 一 滋 J 今碑飞 召 / 盆 一 l 、

人 七 z 含一人 ` / 七
_ 一卞

—
吸

—
I

仃 , 、 仃
, I

乙 七
’

` 七

_ 尸 。 / 。 一 :

H百
口 z 舌

其中 H二.( )为关于
“ · ”

的导数
,

而

万 ( 一 l )
” + ’

. = 1

久H ;

4! (
Z 。 一

H
. r 。 / 。 _ ,

口 z 古 )
( 3 1 ,

尸

一
”

一 (
,

, · 上
·

z厂。 ;
。

)
。 , / * 一 ;

。 : 、 , , 。 / , 一 1,

, 2 , I /

` 七 l

( 3 2 )

v ` 二 Z 。 一 刀 ,了 , / : _ : ;

另外
、
、少、 .声

八JA
孟O口八」了.、了`

.

、、/.J

P , 十 , : , 二 巾
: 、 , , 、

P ,
· 。
巾百

, 1
.

` + Q 。
.

( 32 )中的 砂为

, r鱼二旦丛立坦 、
一鱼二丝区业

二 -

、 口 ~ , 〔 J ~

` 七
一

乙 七

艺 ( 一 1 )
. = 1

。 十 1

虹川`应
二

-

旦全
二

竺三妇
4!

一

\ 口 z ,

具体迭代过程可如下进行
:

令戈锣
`
为迭代中的任一点

,

则初始点取戈训
。 二了“ : 一 ; ,

工气
一戈

, , ` _ : 十 刀些生竺丝 , (
〔 J。 、

` 今

Z。 一 H。戈邻
。

口 z七 ) ( 3 5 )

另外
,

我们也可以用类似于解稳健回归中的迭代加权最小二乘方法
。

如 果 叉译
`
为

迭代序列中的任一点
,

则

戈以
, ’ 二了

。 / 。一 , 十附犷
’ 尸锣

。 H到战
·

(Z
* 一

从瓜 、 一 : )

其中
//

护l
、 、.少广

公/戈卜一.月
一乳一七Z

才犷
, 一 ,

(
z
。 一 H。

丈诈
。

S:

r 毋
(幻 _

_

1
一 l

尸针
* 二

}尸万夕
` 一 , 十飞气

一

月百月
,

}
盆 ~ h J

( 3 6 )

( 3 7 )

其中 S 。 = 。 , .
如式 2 1所示

O

四
、

井线性滤波的统计追近

在广义 K al m a n
滤波基础上建立起来的二阶滤波

,

改善了滤波的性能
。

但是对非线

性系统的滤波来说
,

带来了估值的偏倚
。

特别要指出的是
,

当非线性 函 数 不 具有导数

(例如继电系统 )
,

那么用 T a
yl or 展开取二阶项这种方法 将是 不 可 能 的

,

为此
,

运
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用统计迫近方法
。

我们只需假定随机向量具有较低阶的矩就可以了
。

这一节
,

我们就来

给出非线性滤波的统计迫近方法
。

1
.

二阶统计迫近 的表示

设 f ( x) 为
。
推状态X 的非线性 二推向量函数

,

记 f ( x )的迫近为 (近似地取到二阶

项 )

f( X ) 霎 a : + A : 厂 + A Z (尤即
_

Y ) (3 8)

其中因为矩阵的 K
r o n 。 c

k
e r
积

,

记

e = f( X ) 一 l
a : + A

;

万 十 刀 : (
J

Y因 X ) 1
,

J 二 E 〔 }}
e

}}知
,

此处 A > o
,

郎 A为 E 定阵
。

我们用 J = M in 的方法确定出待定系数
a : ,

刀
: ,

月
2 ,

注意到

J = E 〔f( X ) 一
。 : 一 减 : X 一 月 2 ( X ⑧ x ) 1

犷 A {j( 丫 ) 一 。 : 一 刀 : X 一 月2 ( X ⑧X )1
,

令 d J / a a : = 0
,

则得

E 【A ( f ( X ) 一 a : 一 A
; ,

丫 一 月
2

( 丫因X ) ) ] = 0

因此

其中 个表示
·

/ \
a : = j ( X )

一 刀 1戈 一 A , ( x 茵分)
。

( 3 9 )

的期望值
。

将
a :

的表达式代入 了
,

则有

/ \ ~
J 二 E { 〔(j ( X ) 一 l( Y ) ) ) 一 月 ; X 一 A : ( X ⑧X ) I

T

从
/ \ ~

〔f( ( Y ) 一 f (人
’

) ) 一 刀
;

叉 一 A : (尤⑧ X ) 1 }
,

式中

于是

: 一 、 一 、 ,

x ; x 一无添
一 、 。 、

.

注意 , 中含有 ,
: ,

, 2 的项为

广 \
~

E卜 ( f (犬 ) 一了(无 ) ) )丁 刀 (刀 ,戈 + A Z ( X 因 X ) )

一 (刀: : ) : 刁 ( , (、 ) 一

众
) ) 一 ,

;

: 一 , 2 ( x 茵x ) :

一 ( A
:

( x葛x ) )· , [ ( f ( x ) 一 f合
) ) 一 ,

:

戈
一 月 2 ( x苍x ) }]

,

、 /。A : 一二 、 一 : : ( , (二 ) 一

众
) )·月:

·

月 , , ,

v
、

态
、 、

。 , a
一 ” 、八 ` , 一 J气人 少 , 人

`

十 百月

十月 A : ( X ⑧ X ) X 7
’

+ 〔叉 (刀 2

/人 、

一

(又丁刀百月月
: X )

1

(尤⑧ X ) )T川
r

}
,

/ \

盯 / d刁 , = E { 一 刀 f( (尤 ) 一 f( 尤 )) 叉” 一

(A f ( x ) 一 f( X ” X 了

十月刃 , X 叉了 十 (叉叉 ” A百A )

+ 月月: (万因X ) 叉 T + A刀 2 ( X ⑧ X ) X 丁

}

入
/ \ 八

= A {
一 2( f( X ) X , 一

l( X ) X r ) 十 2 刀 : 尸 + 月 ; ( X 因 X )叉
丁

}

令
典 ==0

,

则得
。 人 下
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/

万 \ \1

国ì

一
、

一一
「 /\

A! 一
l( f ` X’

洲户、

XT 一( j X )戈 r )一 丢
乙

AZ( X因 X )叉 r

! 尸
一 ’.

尸=E 【戈戈 r
l

.

将 月:
易作 月2 ,

叉易作 ( X ⑧ X )
,

则可得 A Z
的表达式为

广 \ 八 八
,

/ 厂
、

沁一

f(( X ’
一

X 丁 一
厂̀X) X r ) 一言山双 X O X)

r

写
r.
.

se
`̀

一一刀

中中其
、

式

尸⑧ = E ([ X ⑧ X ) ( X ⑧ X ) 丁〕
.

由式 ( 4 0 ) ( 4 2 )
,

易得

/
入 / \

月 ; 二 〔(j X ) X 丁 一
(j X ) X 丁

]

, _ _
. ,

淤二沐
二

1。
_ .

J 一
玄厂` 气A 四人 ’ 人

`

」厂
.

, 洲

/
尹

`

讼\
一

产 `X ⑧X)
r ’

尸、
.

、
扁示

二 P’
1

]
一 ’

·

一I

尸...,.L

.

/ / 泛 \ 代万 \ \
_

如果忽略高阶矩 X ( X ⑧X ) 丁 尸献( X ⑧ X ) X 丁尸
一 `
不计

,

则

/ \ 八 八 「 ,
产

` 万\ 、 1

“ 1一 l[ `X ’ X r 一
j `X ’ X r 〕l

` 一

尹召`X ⑧ X ’ X ”

」尸
一 ’ ·

/

入
`

广、
八

刀 : 二 } ( f( X ) X T 一
f( X ) X 勺

-

/ 广讼 \ 1

l
`

补
, , ,

~
下 r 、 , . ~ _

,

尸
`人 L人凶入 ’

`

」佰
’

这样
,

我们确定了统计迫近之下的系数
a : ,

A ; ,

A : .

此时

f ( X ) 宝 a : + A : X + 月: ( X ⑧ X )

/ \
_

/ \
= f( X ) + A : ( X 一 X ) 十 A : ( X ⑧ X 一 X 因 X )

.

( 4 0 )

( 4 1 )

( 4 2 )

( 4 3》

( 14 )

( 4 5 )

( 4 6 )

( 4 7 )

2
.

运用统计迫近的二阶截断滤波

非线性系统的二阶截断滤波在正态的爆合下已有较多的讨论
。

如果除去正态性的假

设
,

一般的非线性滤波将遇到计算上的困难
。

这里将一般地给出统计迫近之下的二阶滤

波公式
。

在特殊情况下
,

我们可以给出递推滤波公式
。

考虑离散非线性系统

X . + : = f ( X . , t , ) + 牙
。 ,

( 4 8 )

Z : = h ( X 。 , t。 ) + 犷二 ( 4 9 )

式中 t砰刻
,

{犷
K

} 为零均值的白噪声向量序列
。

E [研
,
附丁] = Q . d , , , ,

( Q一
) o ) ;

E [犷
,犷于」= R o d , , , .

( R 。
) o ) ;

E 〔附 。 F丁] = 0
,

V k
,

j
.
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初态 X。
与 {才

。
}

,

{V 。

} 独立
,

记

戈
` , 。二 E 〔X

:

12 今
]叠 E . 〔X `

1

P ` / , = E
“

[ ( X ` 一
戈

` /。 ) ( X ` 一
戈

` / , ) 丁 ]

首先给出预报问题的解
,

对于预报一步估计

( 5 0 )

( 5 1 )

戈
。 + ,八 == 君 `

[f ( x , , t , ) + 砰
*

/
产

\

冬
= E

今

仁f ( X ` ,
t , ) }叠 f ( X . , 才, )

.

( 52 )

p 。 , : / 。二 E
“ 〔( f ( X

。 , t , ) + 附
。 一 戈 。 、 , / , ) ( f ( x , , t , ) + 附

, 一 戈 , + : / , ) 了 ]

= 万 “
[j ( X , ,

t , ) f
T ( x , ,

t * ) ] + E
“

[才邵玄卜 戈
, 十 ; · 。戈百

十 : · ,
.

( 5 3 )

注意到

j ( X * ,

t k

) 二了( x , , t , ) + 刃: , (戈 。 / , ,

t , ) ( X
, 一 戈 。 ·、

)

/ \
+ 月: , (戈

. / * , t , ) ( X
。

⑧ X , 一 X , ⑧X 。 )
,

其中 A : , (戈 , / 。 , t 。 )
,

月2 , (戈
, , , , t*

) 由 ( 4 5 )
,

( 4 6 ) 式给 出
,

只需注意 仑是给定 Z
十

之下的

条件期望值就可以了
,

于是

尸。 十 ; 乍 二 A
: l ( t 。 ) E 今〔( X 。 一 戈 。 · 。 ) ( X 。 一 戈 * / ,

) 尹 ] A f , ( t、 )

、 ,
l , ( ,。 ) 二 ·

: (、 。 一 、 * , ,

) (二 。。 、 , 一 、

急
。
。了

·

: 月: , ( ,* )

、 , 2 , (`七 ) 二 。〔( 、 , ⑧ x
。 一 `

簇获
,

) ( x * 一 、 。 /
,

) ·
: 月: , ( ,*

)

/ \ 卢 \

+ A: , ( t。 ) E
奋

[ ( X 。
因 X , 一 X 、⑧ X , ) ( X , ⑧ X

、 一 X
,

⑧ X
`

) 了 ]月百, ( t ,

) + Q k

= 过; r ( t 。 ) p 。八 A T, ( t。 ) + 城, z ( t , ) E
古〔( X 。 一 戈

。 / * ) ( X .
因X , ) 了 ] 月百z ( t , )

+ 月 2 , ( ,* )二
·
: (、 , 。 二 。 一

火

急
, ) 、 ; : , T, ( , , )

沪

/ \
+ A Z , ( t , ) 〔E 全〔X 。⑧X 。 ) ( X * ⑧X , ) 了 ]

一 E 壳【( X
*

⑧ X , ) ( X * ⑧ X
。

) r
]

一 二 , 。C

簇务
,

) ( 、 。

。 、
,

) :
, 、 二

* 。(

扁
、 、 ) (

扁
x , ) · : } , 2 , ( , ,

)

+ Q 。 ,

泊意上式右边之最后第二项
,

{ } 中的项为

/ \ / \
、

E
今〔( X

,

⑧X , ) ( X , ⑧ X , ) 了 ]
一 ( X , ⑧ X , ) ( X *⑧ X , ) 丁

.

由熟知的不等式

E 〔F
·

F 勺> 厅〔F I E 【F 门
,

其中 F 为随机向量
。

因此 ( 5 4) 式必大于或等于零
。

因而忽 略 高阶矩时
,

应当将式 ( 5 4) 的两项同时略去
。

此时
,

p
, 十 , / , = A : r ( t * ) p * /

,
A T, ( t。 ) + Q ,

( 5 4 )
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/ / \ \ 广 \
+ 才, , ( t , ) 〔X , ( X 。⑧X , ) 了 一 X 盯 , ( X ,

因万
一 ) ]月百r ( t , )

/ /
\ \

.

+ A Z , ( t, ) ] ( X 。⑧ X 。 ) X 卜
式 ( 52 )和 ( 55 )就是我们所需要的预报方程

。

/ \
( X 。
因 X , ) X 百」A l

.

r ( t , ) ( 5 5 )

月ó,

下面给出 戈
, , : / , , :

及其误差协方差阵 尸` , , , 。 ; :
的表达式

。

将 戈 . 十 1 / , + :
写成如下形式

:

戈 , + : / , + ;
= 戈 * ; l / , + 了

, , :
! Z 。 卜 : 一 泥( X , + l , t 。 + l ) ]

.

( 5 6 )

记

戈
。 十 : , ,

二 x * 十: 一 戈 。十 : / , ,

X 。 十 1 / , + : = x 。 , ; 一 戈 , ; : · , ; ` .

注意到

X , 十 , /。 + : = X
, + : 一 戈 , 十 ; / 。 一 了

。 + :
[ z 。 十 , 一 五( x , , : , t 。 + : ) ]

= 戈 , 十 . 2 , 一

了
, + :

[h ( X , , : , t , , : ) 一 寿( X , 、 : , I。十 :

) ]
一
了

, , : V , , , ,

将 ll( 丫* 十 ; , t , 十 :

) 在 戈
, 十 : / 。 近旁作二阶统计迫近

,

则有

丙( x * + : , r。 十 :

) = 轰( x 。 , : , t , 十 : ) + 月 : * (叉
, , : / 。 , t , 十 : ) ( X , , : 一 戈

。 + : z ,
)

户

/ \

+ 月2 * (戈
* 、 : , * , t* + : ) ( X , , , ⑧ X . 十 , 一 X , 十 ;⑧ X 。 , 1

)
.

其中仑表示条件期望 E 【
·

{Z门
.

因此

丫
、 卜 , , , 沈二 戈 , 十 i / * 一

`

军* , ,
通

, 、 (戈
, + , · , ,

t
; + : )叉 * 、 , , ,

/ ~ \ \
一

了
。 + :

瓜
。 (戈 * * ; , , ,

r 。
十 : ) ( X

, 十 ,
因X , , ; 一 X

* :

O X 。 , , ) 一 了
。 , ,
犷。 , : .

( 5 7 )

下面来确定 了
。 十 , .

为此
,

注意

P ; , : , `
.

十 : = E
“ 十 ’

{ 〔( I 一
了

, 、 : A
, * )叉 , , : , ,

一 了
* + ; A Z。 ( X

。 + ;
因X * 十 : ) 一了

。 、 ,犷。 十 :
]

·

【( I 一
了

* , : A : 。 )戈 。 + ; · ` 一
了

* 十 : A Z* ( X 。 十 1
因 X , 十 , ) 一了

。 , 1厂。 、 : 】了}
,

~ / 人\ 、 .

其中 X k + 1⑧ X 。 + :
垒X 。 + ,

⑧ X * 、 1 一 X : 十 ;
因 X 。 + : ,

这里个
七

表示 E 卜 }Z 勺
,

为 了计算出 尸* 十 : / , , : ,

注意下列关系式
:

E
七

{ S ( X , 十 : ) u ( Z , + : ) } = E
`
{ E

. + ’

汇S ( X 。十 :

) ]
。 ( Z

。 十 :

) }
.

( 5 5 )

在
_

匕式中
.

令

S ( X , 十 : ) = ( X , , : 一 戈 , 十 , z。 + : ) ( X
。 , , 一 戈 , 十 : /。 + ,

) r ,

u ( Z , + :

) 二 l
,

则

E .
{戈

, , : ·。 十 : ·

戈百
+ : , : + ,

} = E .
{ P : + : z * 十 1

} = p , + : ` , , :
.

于是

P , 十 : ` , + : = ( I 一了
. + : A : h ) P , , : / . ( I 一了

。 , :城: 、
)

T

+ (了一 了
, + .月

: 、 ) E “
{叉

。 + : / 。 V百
+ :

}了百
、 、
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丁卜+ ( I一

了
, + : A , 、 ) E

“
{戈

, 卜 ,
·

,
·

( X
, 十 :

⑧ X
, 、 ,

) r
} A百

、
了

+ 了
` 十 ; R

, 、 :

了百
, :

一

了
, 十 ,

E
奋

{ V。 十 :

( X
。 十 :
困 X 。 , ,

) r }月百
。

了
。 十 ;

一

了
, 十 ,

A Z*万今
{ ( X

。 + ;

闪 X * * ,

) 了 I
十 : , 。

} ( I 一

了
, ; :
刁 , 、 ) r

+ 了
, 十 : A Zh

E
.
{ ( X

, , , ⑧X
。 、 ,

) V工
, :

}了百
* :

+
、

了 , , , A : 。 E奋
{ X 。 、 , 匆 X

` * , ) ( X , 十 :

因 X , , :
)
了

}月百
、

了百
十 : ;

专 记

尸、 丫

E , = E
奋

{叉
, 、 , · ,

( X 。 + :
因X

, , ,

) 丁 }

/ \ 、 七

= 百
七

{了
。 十 : · 。 ( X * + ; ⑧ X

* 十 : 一 X 。 * :

名 X
* * ;

) 丁 }

= E
“

{ X * 十 ; , , ( X 。 , : ⑧ X , 十 : ) 丁 }

= E
“

{ ( X
, 十 : 一

戈
。 + ; , , ) ( X , * :

因X 。 十 : ) 了 }
_

/
、

一 _ ` 一
- .

E : =

E
3 二

X 。 , 、 ( X 。 、 、

② X , , , ) r 一 戈 , , ; , * ( X ` * :

⑧ X
, 十 ,

) r :

, / / 一 \ 七

E
“

{V 。 十 : ( X 。 十 : ⑧ X 。 十 : 一 X . , : 。 X , 十 :

) ,
}二 0 ;

/ \
、 .

- -
一

今

E 掩
{ [万

。 * ;
匆X 。 ; : 一 ( X 。 , 、

因 X 。 、 、 ) 1〔X 。 * ,
因 X , 十 : 一 ( X , + :

名 X 。 , ,

) 1
7

,

}
厂

、

~
一 . 一

_

七
/ \ \ 、 臼

( X . + :⑧X . 十 : )(X
。 十 :
因X , 十 :

) T 一 ( X , + : ,

3 X , 十 : ){X 。 十 ,

因 X , + ,

)
T

.

将上述结果代入 ( 5 9) 式
,

则得

P
, , , /。 + : “ ( I 一

了
, 十 : 月 , * ) P , , : / 。

( I 一 了
, + ; A ; * ) T

一 ( I 一

了
, + ,月 1。 ) E

; A百
。
了百

十 ,
+ 了

, 十 :
R , 十 : 军百

十 :

一
了

。 , , A : 、 E T( I 一
了

, , : 月: * ) ”

+ 了
* 十 ,刁 , E

3 A百
。

.

了 I
、 :

.

( 6 0 )

令 t r P 。十 ; · , + : = M i n .

则由式

。 t r尸 , , : / 。 + :
/ d了

, 、 : = 0
,

可得

尸* , 、 A军
。 十 E ; A百

。二了
, + : (月: 、尸, + : / `刀百

*

十 A
l * E

,
月石

、 + 月2 、
E TA r

。 + 月 2*万 3月百
* 十 R

` 、 :

)
,

于是

了
: , , = ( P * 、 , , ; A丁

` + E , A百
、 ) ( A : 、 P , , :

·

。 A丁
。 + A

; 、 E : A乙
*

+ A Z* E T刁T
。 + A : ` E 3月百

` + R
, + : )

一 ` .

这样
,

我们获得了统计迫近下的非线性滤波公式 ( 5 2 )
,

( 5 5 )
,

( 5 6 )
,

( 6 0 )

如果忽略四阶矩
,

则可取 E : 二 .0

如果统计迫近仅采用线性迫近
,

则统计迫近滤波公式成为

( 6 1 )

( 6 1 )
。
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戈 .、 : /。 + : =戈
。 +, / 。 + 了

。 + :
[乙

+ : 一 表( x , 十 : , t 。 + :

) 1
,

、 : / , = 尹( x 。 , r小
/ 。 = 月 ; , ( t。 ) P 。 / , A l

了 ( t 。 ) + Q . ,

= P
, 十 : / 。月百

。 ( t , 十 : ) [A
: * ( t , * : ) P

, + ; / , A百
。 ( t , , : ) + R . + :

]
一 ’ ,

/ 。 + : = ( I 一 了
, , : A : 、 ( t , 十 : ) )尸。 + : , 。 ( I

一
了

。 , :
A

I。 ( t。 , : ) ) r + 了
. , :尸。 十 :

了百
+ , .

+

:
卜

卜十舌十云
.

ù
.

J
.

卜日全产舌

这就是熟知的统计线性化滤波公式
。

上式中之月
: 、 (八

+ : )及 A l 。 ( t 。 )由下式表示
:

, ` : 、 _ r

。 奋/ 资洛 :
, ,

,
、

, , , 。 _ ,
_

月 1儿、 ` 七 + l夕 一 L月 、八 七+ 1 / 七气人 几+ 1 / 七 一 招气八 七+ 1任夕人 几+ l场 J
.

--I 几子 1 /介 ,

/ / / 、 、 、 .

( 6 2 )

A : , (`。 ) == [f ( X 。 ·。 ) X 百, ` 一

f ( X 。 ` , )戈百
z ,

]凡;卜
二 ( 6 3 )

统计迫近滤波的实现
,

要求去计算出有关的条件均值
。

在实际问题中将遇到计算高

推积分的困难
。

郎使在正态的爆合
,

例如

X 。 + : z 。、 N (戈 , 十 , z , ,
P , + : z。 )

,

X 。 , 。、 N (戈 . / 。 ,

凡
,一)

,

要去计算 (6 2)
,

(6 3) 中的条件期望值也还不是轻而易举的
。

某些实际应用中涉及的期望

值计算参见文后的附录
。

对于应用中常遇到的 非线性速续
一
离散系统 的滤波

,

用统计迫近方法是不困难的
。

事实上
,

设系统为

峪

{
充 ( r ) = f ( X ( t )

, t ) + 附 ( t )
,

Z
, = h ( X . , t。 ) + 犷。

.
( 6 4 )

其中万 (t )一零均值白噪声过程
,

E I阿 ( t )才
T ( r ) ] = Q ( t )占( t 一 r )

.

其中
,

d ( t )是 D i r a e乙一函数
。

此时的统计迫近二阶滤波只需给出状态预报及其误差协方差阵的关系式就行了
。

而

状态估计及其误差协方差阵同于前面的结果
。
为此

,

记

戈 ( t八
, _ : ) = E 卜

’

[ X ( t ) ]
,

p ( t / t 七
一 1 ) == E

` 一 ’
[ ( X ( t ) 一 戈 ( t / t , _ : ) ) ( X ( t ) 一 戈 ( t / t , 一 : ) ) 了 ]

.

于是

d 戈 ( t / t , _ : )

d t
= E 【f ( X ( t )

, t ) / Z 卜
’

l = f ( X ( t )
, t ) (《 ;几)

杀
p (` / ,:

一 :

卜 E一 {杀
〔( X ( ,卜 , ( ,八

,一 ) ) ( X ( , )
一 ` (`八一 ) )· ,

}
一 : 一 {杀

〔X (̀ ) X · “ , 一 X (̀ , ’ “ “ 一 ,

一 戈 ( , / , ,
一 :

) x r ( , ) + 戈 ( , / , , 一 ;

)戈
T ( , / ,一 :

)一)
.

注意到式 ( 64 )
,

则有
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d
, , , , . 、 , , , , 、 、

。
, . 、 , , ,

, . 、
.

、 , , . 、

。 , , . 、

一 ,; (人 Lt ) 人
J

Lt ) ) = 人 气t )人
盆

Lt ) + 人 L犷) 人
`

Lt )
a 【

二 [ j ( X ( t )
,

t ) + 才 少) ] X T ( r ) + X ( t ) 仁f
T ( X ( t )

,

t ) + 附 ( t ) ]

取期望值
,

则有

二。一

!杀
( X “ , X 下“ , ,

/ \
、

奋 一 , 一

/ \ .-1
= / (刃 ( t )

,

t ) 尤 了 ( t ) + X ( t ) f
7

,

( X ( t )
,

t ) ;

蕊
〔X ( , ) , · ( , /, , 一 , )卜 ` ( , ) ` · (̀ / ,。一 卜 X (` )戈

· “ “ : 一 ,

== [f ( X ( t )
, t ) + 甲 ( t ) l戈

r ( t / t `
一 :

) ` X ( t ) f
T ( X ( t )

,

t )

E一 l续( x ( , )戈 ( , } ,。 _ : ) )
l
一 , ( x ( , )

,

, ) 、 : (矛一才
* _ : )

La ` J

+ 戈 (小
, 一 : )尹

T (尤 ) r (
,

t ) ;

其中 令

— 在 Z卜 `
给定之下

, “ · ”

的期望 1’&
。

类似地
,

可以得到

, ` _ .

「d
,

`
,

…
、 、 了 , , 八

1
, , , , ,

八 八 二 , , . : 、 .

,
, ,

二

妈
一

“

l不气人 L苦 } t 介
一 l ) 人

`

L才) 1二 J 气人 甘 ) , 犷) 人
’

气r l r 抢一 ) + 人 L r l「。 一 x
) J

`

气八 又” , 了 ] ;

L a 「 J

d
,

*
,

…
、

` , , . ,

丽 气人 吸t l r` 一 , ) 人
`

( t I t` 一 , )
= f ( x ( t )

, r )戈了 ( t } t , 一 ;

) + 戈 ( t {`。
一 :

) f
T ( X ( , )

,
t )

......̀

一合E

于是
一 /

/
,

\ \
~

杀P ( t ! t , 一 : ) = f ( X ( t )
, t ) X r ( t ) 一 I ( X ( r )

,

t ) X r ( t } t 。 一 , )
“ `

/
/

\
、

+ X ( t ) f
T ( X (一)

, t )
一 戈 (小

。一 、
) f

T ( X ( t )
,

t ) + Q ( t )
.

( 6 6 )

方程 (6 5) 和 ( 6 6) 可以我们所需要的用于计算 戈
, /* 一 :

及 尸 , , * 一 : 的一般关系式
,

其初始

条件为给定 戈
。 一 : /一 1

及 尸。 一 , / 。 _ :
.

一
.

` , , , , J . 、
_ 、 ,

_

`
、

一
_ _ _ …

、 . 、

`
、

一
, ,

_
,

_
. 、 .

一
, 。 d n

, . , .

如果将 f( X (t )
,

)t 在戈
。 一 : /。 _ :

近旁应用二阶统计迫近
,

则可以获得梦
J

尸 l(t t
。 一 : ) 的

洲月 、
一

,
’

J J 、

“
、 ’ 产

”
产

卜 “
` 一 皿

’

` 一 二

~ 刀一
, ’ J

一 r’I 扮` 奋 ’

~ ~
’ 八 J 礴

~
、

,
、 ” ,

d t
一 、 一 ’ 一 “ 一 “ , `

近似表达式
。

如果 j( X ( O
,

O
’

仅用线性统什迫近
,

则易知

7)得(6获二
p ( , ! ,一 )一 ,

1了 ( , ,一 ) p ( , . ,, 一 ) + p ( , ! `
,一 ) A :

了“ 、一 , + Q (̀ ,
·

其初始条件为

p ( , }̀
。一 )

!
, , , , _ : 一 p

·

一
在此情况下

,

滤波计算中的预报估计 戈 。 , , 一 、
及 尸一

, 一 :
由解方程 ( 65 ) 及 ( 6 7)

其他公式同于公式 ( * )
。
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附 录 关于某些积芬的计算

1
.

记 X二 ( X : X Z… X
。

) 了
,

X 、 N (戈
,

P )
,

g ( x)
二
斌

’

斌
,

一Y令
,

尸> 0,

…
, , 。

为正整数
.

计算 E 〔抓 X )]
.

1
1份习

尸
阅,

( 2二 )
了

。 (二 )一音“
一

戈’ r 尸
一

“ ` 一
分) 、 、

_

红_ 「
; I尸 !惫上

一
。

、 一

奋, 一
,

g 气 r 十 人 ) 曰
一 a r

. ( 1 )
( 2刀 )

其中
, = X 一 戈

.

由于 尸> 0
,

因此存在正交阵 T
,

使

犷丁尸
一 ’ 犷一 ” 一

;l(’.... 刃)
其中 丸

,

行列式

一
,

几
。

为 尸的特征根
,

且瘫`
> 0 , i二 1 ,

…
,
”

.

作变换 S 二 T
一 ’ ; ,

此变换的 J ac
。

而

}T
一 `

} 二 1
.

于是

,一 I
。 (: s + 、 )。

一

音
“ r ” S 、 s

一 J兰J
, (: s + 、 )一着

’̀ ! “ “
” “ ’ · “ 三’ 、 s

,、 : 2 … d s
: ,

其中

e 一 l / [ ( 2二 ) ; 一尸 }蛋1
.

T “ ( T `刀
, i ,

j = 1
,

…
,

n,

一
::(),

、 一

:(1),
“ ` T S· , ,一

(愈
T ! ` s ` · ,

!

)
” ’ …

(息扮
。 . :

, 二 、 ,

)
” ’

。一

仁只熟
,

命
` ;

)
” 一

(
由于

氰
T

。 `
S

` + ` ·

)
’

飞
· p

!
一

;
一

息
, ` S ,

{
、 s

:

… d s
。 ,
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(愈
: 。 `

s` +、 。

)
’ “ -

习
(丁。 : 5

1

)
加 , (丁, 25 2 ) 脚 2… ( 7

·

。 。
s

,

)
爪

1 7

月

(戈
, )一

十 `

” 召 1’
`

.., 用 “ 十 l

用 1斗
`

+ 明 。 + 一= , 为

= 习 (T 孙
” T 介戈卜+l) 畔

, … 刃 ,,
,。 ,

二
’

, . ” ,
阴 ” 十 l

·

+ 限 ” 十一= , ’ 为

于是

, ....J

协
川
月

S. ..

f
+ ` 「 r

g = J二J
“

l
n 习
几= 1 爪 一

, “
.

, n ` 月 + 1

用 1 + … + 阳 , +

一
, `

(丁丁犷… T誓二戈丁二
,

) s 犷
,

习 兄` S 矛
` = l

112
一

尸

!
.L

. e X p … d s
,

= “

」习
习

m 、
, ’ ,

一 爪界
1

, 气
` ’ + 一 + , 针粱

、 二 ” ,

习
邢气`

` 切)
,

~
, ` 钾

: !息T 0 1

, … :
泞

’

广箱 }
二幼’ + ~ + , 洲

: ’ ” 。

名 m长l ) 习 爪`刀 )

·

s 广 e X P 艺 几`
S子

` = l

… d s
。 .

( 2 )Sd

, ...̀̀J

11Q自

一

ù......L
,二月

S

因此
,

只需计算下列积分
+ .

` 一

f
一

一已. ,

s
尹

” … s 梦
` ”

飞
x p

习 几
`
S誉

` . 1 }
“ 5

1 … “ “ 二1上ù,自

ō

.r

I
月`

易知

干M

S梦
( `

、
· p

卜叠
,
` S ,

」
“ S`

)I
一

.

n司

枷lrl
ó

ù=

1

二

气 r (人 f吸
` )一 1 )竺

。 , _

\
一从 、了

而不万
犷 ` “

/
’

( 3 )

将 ( 3 )代入 ( 2 )
,

郎得 g ( x ) 的期望值为

、、.产)十

q = C 习
m 、, , ,

一 , 火
1 ,

“ 、
, ’ + … ` “ 六

: “ ’ `

习
, 、

· ’ ,

一 , 扮
: , 以

丁
泞

’… `
’

方
、` 于、

’

+ , 沂
: = v 。

·

{烈
( M

( j ) 一 1 )!
,

材 ( j ) 一 1 22

九 j

“ 、
` ’ + 二

侧斤)]
·

( 4 )
p 、

:
.

如果 g ( x ) 二 。一 v( 尤 , 十 .. `

+x 砂 x :
, … x 二

, ,

计算 E 油 ( x )]
.

用前面同样的方法
,

可知
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,一

《 脚
“ 十戈 ) 二 p

{
一

音熟
“ :

」
“ ..S

二 “ 又

一仁二f
。 一 ’

( [冬
丁 1! “ “ 分

!

)
`

’

… (今
r 一 “ ` · ’

·

) ]

·

(分
:

, ,
:

` + 、 :

)
’ ! …

(客
:

, .
5

, + ,
,

)
’ · 。 一

音睿“ ”
、 5 1… 。 :

。

。、 。 。 一

誓
〔( : : + ; , 》 : 一 。弓〕

二
山 孟

` “

J习
“

又
。

一
寸 t ( S

。 + “
。

)
: 一 拌乏J

(名 7
’

, `
s , + 戈

:

)
’ `…

愉
一 “ ` + ` ·

)
” ds

l …#ds

小」 , , 2 几:

丫
” ` 尸 `

「
+ 一「 一 :

一 “ 已

J二 J
召

几
_

` S , + , : , , 一

寸( S
, + ; , , 2

·

(字
:

, `
s , + 戈

!

)
” …

(拿
: 一 S

` + ,
·

)
” ` s

】… “ s
·

其中

T
`

…
、 ,

怂 二 ”

了 ” 二 且 ,
’

、 ” ’ 几`
Z .U

作变换

S ` + 拌` = v ` , i = l
, … , n ,

、、.,/

.
..拌...三

二 _

私
“

卜
一「

一

「 1

g 一 c e

J二 J
e X p

毛
一
百

名 T : ` v ` 十戈 : 一 名 T
了̀.龟、

.

,..
l
.J

2;
口心.

月

流

.

名
l

艺 T
, ` v ` + 戈

, 一 艺 T
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于是又回复至形式 1 的积分
。

示例 设有垂直下落的飞行器
,

记X : ( t) 为 t 时刻的高度
,

X : ( O 为 t 时刻的速度

(向下 ) 的大小
,

。 为质量
,

C
D
为常值阻力系数

,

A 为计算阻力的参考面积
,

则有如下

的运动方程
:

` X
,

( t ) = 一 X Z
( t )

·

j 充
2 ( , ) = 一

乓卿
~

x : (约
.

、 ` 犷月

其中 p 为 t 时刻的大气密度
,

应用近似公式

p = P o e 一 ’
x t ( , )

其中 户。
为地面的大气密度

, v
为常量

,

记
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于是飞行器的运动方程可写为
一 X Z
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其中

X = ( 丫
,

Y
: 一

Y
3
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则

了从 、
X “ , 一“ X (̀ , ’ 一

《一
” X ’

尤 ’ 尤
3

}
\ 0 1

这样
,

运用统计迫近方法估计高度时
,

将涉及积分 2 的计算
:

一般地
,

再入飞行器的跟踪问短将遇
.

到附录 1 , 2 中的积分计算
,

可参见文献 [7 ] 的

第十七章
。
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