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信 号 的 线 性 变 量 代换

罗 永 光

提 要 本文 系统地探讨 了对信号进行线性的变量代换的一般规律
,

分析

了通常容易出错的原因
,

给 出 了实现这种代换 的解析 的及作图的系统性方法
。

引 古口

信号的线性变量代换
,

无论在工程上或在教学实践中都是经常碰到的课题
。

但这一

问题无论在谈论信号的书籍或教材中
,

还是在数学书籍中
,

都未正式当作一个课厢而作

出系统性的论述
。

教师苦于无书参考
,

学生作业则往往半数出错
。

本文将系统讨论这一

课题
,

分析代换规律
,

给出代换方法
。

信号的变量代换
,

就是已知信号 f (t ) 的函数式或波形
,

求信号f (叭 )t ) 的函数式或

波形
。

如其中 夕 ( )t = at + b
,

就是作信号的线性变量代换
。

二
、

信号函数式的线性变量代换

信号的线性变量代换
,

在已知信号函数式的情况下
,

就是道接以叭 )t 代换 f (t ) 中所

有的 t
.

容易出错的是代换后信号的定义域
。

信号定义域一般是以 t 的不等式表示的
,

此不等式中的 t 亦应代换成叭 )t
,

通过新不等式的求解而得出代换后信号的定义域
。

典

型的情况是
:

j ( r ) = g (t )
,

i :

簇 t簇 t Z

0
,

其余 ( l )

经线性变量代换后的信号为
:

f ( t ) 二 夕 ( a t + b )
, t: 毛a t + b ( t Z

O
,

其余

{
。 ( a t + 。)一上互

.

《 r 《 五二互
, a

> O

其余
,
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g ( a + t 6)

,

0
,

t
, 一

b /
,

/ t
: 一

b

—
气 r ` 七;

—
,

a

< 0 ( 2 )

已知信号如图 1 ( a)
,

其余
,

求信号 f ( 一 2t 一 4)
。

I (云)

· 2 0 3

f ( 一 , t · 奥)

~ 3 . 1 0

伪 ,

圈 i

解
:

信号 了(t ) 的函数式为

f “ ,一

告
“ + 2 ,

, 一 2“ 《 2

其余 ( 3 )

按 (2 ) 式有

。 , 二 、

1
1 。 , ,

二
、 。 / .

, J

, 。

J 气一 乙【 一 怪少 =
吮二

`

又一 乙不 一 4 一 乙少
-

一 乙蛋受 ~ 乙不一 4 荟尧乙
刁

其余 ( 4 )

其波形如图 1 ( b)
.

三
、

信号波形的线性变量代换

如信号只是以波形的形式给出
,

而要求的是代换后的波形
,

此时有两种情况
:
一

、

由其波形较易于求得其解析表达式且其解析式较简单
,

则可以将信号的解析表达式求出

后
,

再按前节的方法得出变量代换后的解析式
,

最后由此解析式画出代换结果的波形 ;

二
、

由其波形不便求出其解析式
,

或其解析式虽勉强能得出但 却 过 于 复杂
,

不便于作

图
,

此时就只能或最好采用道接作图的方法
。

信号波形的线性变量代换之作图步骤不外折迭
、

平移和水平展缩三种
。

为得出作图

的一般方法
,

有必要系统地分析这三种作图步骤的具体规律
。
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信号波形的折迭

信号波形的折迭需要定出正确的折迭轴线
。

信号波形的折迭是一种图形变换
。

如折迭前的信
一

号为 f(t )
,

折迭后的信号为 f ( 一 O
,

则对应的折迭变换 T
_

为

T
一

( t
,

f ( i ) ) = ( t
,

f ( 一 t ) ) ( 5)

很明显
, t尹 O处的图形都要被折迭

,

而 t二 o处的图形则在折迭变换下保持不变
:

T
_

(0
,

f (0 ) ) = (0
,

f ( 一 0 ) ) = ( 0
,

f ( 0 ) )

就是说
,

此时 t = 0是折迭变换下的不变轴线
。

如折迭前的信号不是 f (0 而是 f 勿 ( )t ) (在作本步折迭之前已作过某种线性变量代

换 )
,

折迭后的信号要求为 f ( 一 夕( t ) )
,

则此时对应的将是 夕一
f 平面上的折迭变换

:

T
一

(夕
,

f (功 ) = ( , ,

f ( 一功
,

( 6 )

同前述
,

此时 (在 刀一
f 平面上 ) 的折迭不变轴线是 y 二 O 而不再是 t = 0

.

但是我们最终

需要的不是图形勿
,

f ( 一功 )
,

而是图形 (t
,

f ( 一 夕(t ) ) )
,

郎我们实际上都不是在 夕一 f 平

面上而是在 卜 f 平面上画出 f ( 一叭 )t ) 的波形
,

故还应进一步在 t 一
f 平 面上求出相应

的折迭不变轴线
,

此轴线的时间 (横 ) 坐标当然还是应满足方程

夕 ( t ) = 0 ( 7 )

这就是一般情况下的折迭轴方程
。

,
。

信号波形的平移

信号波形的平移需要定出正确的平移量
。

波形平移也是一种变换
。

如平移前的信号为 f ( O
,

平移后的信 号 为 f (t + b)
,

则对

应的平移变换 T d 为

T 才 ( t
,

f ( t ) ) == ( t
,

f ( t + b ) ) (s )

我们以 f (0 )作为参考
,

因为 f ( 0) 的平移量郎可代表整个波形的平移量
。

平移前 f (0) 对应

于 t == 0
,

宫口坐标 ( 0
,

f ( 0 ) )
,

而平移后 f ( 0 )对应于 t + b二 0
,

自p 亡 = 一 b
,

亦郎坐标 ( 一 b
,

f (0 ) )
。

因此平移量 (刁 )t 是平移代换变量 叭 )t = 亡十 b = 0 这一方程的解
。

注意
,

若 J t>

O
,

则波形向时间 t 的正方向平移刁 t个单位
,

而若 刀 t成0
,

则波形向时间 t 的负方向平

移 !刁 lt 个单位
。

如平移前的波形不是 f ( )t 而是 刀 ( )t (在作本步平移前已作过某种线性变量代换 )
,

要求平移后的信号为沪(叭O 十 b)
,

则可先如前述地求出由勿
,

f (功 )到 勿
,

f (刀十 b) ) 的平

移变换的平移量
,

它是新的代换变量y 十 b = 0这一方程的解
,

是波形在 y 一
f 平面上的平

移量
。

由于我们最终需要的是图形 (t
,

f (叭 )t + b” 而不是 勿
,

f 勿 + b) )
,

故还应进一步

求出对应的 刁 t ,

郎 t 一
f平面 上的平移量

。

很明显
,

J t依然 应 满足新的代换变量的方

程
,

郎应有

万 (了 t ) + b = 0 (9 )

这就是一般情况下的平移量方程
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信号波形的水平 展缩

信号波形的水平展缩也可视为一变换
。

如水平展缩前后信号分别为 f( ) t和 f(
x o

,

( a > 0)
,

则对应的变换 T
。

为

T
。

( t ,

f ( t ) ) = ( t
,

f ( a )t )
, a > 0 ( 10 )

信号波形水平展缩的比例是好确定的
:

当 a 二 1时
,

信号波形无展缩 (尺寸不变 ) ;

当 a > 1 时
,

信号波形水平压缩 a 倍 (以有限时长信号为例
,

展缩后 长度为展缩前

长度的告
,

。

当
。

< l 时
,

信 号波形水平放大告倍
。

问题的关键在于应以什么样的道线作为水平展缩的基准线
。

很明显
, t 护 0不能作为水平展缩的基准线之横标

,

因为除了 a 二 1
,

郎不需展缩的

特殊情况以外
,

都恒有

( t
,

f (`) ) 笋 (才
,

f ( a i ) )

只有 t = o处在水平展缩变换下保持不变
,

郎

T
。

( 0
,

j (0 ) ) = ( 0
,

f ( a
·

0 ) ) 二 ( 0
,

f ( 0 ) )

故此时水平展缩基线是方程 t = 0
。

如水平展缩前的信号不是 f ( )t 而是 f勿 ( )t ) (在作本步水平展缩之前巳作过某种线

性变量代换 )
,

展缩后的信号要求为 f ( a g (t ) )
,

则此时对应的将是 , 一 了平面上的水平展

缩
。

按前述其展缩基线方程为夕二 O
。

由于我们最终需要的不是图形勿
,

f (a 功 ) 而是 图形

(t
,

f (a 夕 (t ) ) )
,

故还应进一步在 t 一
沪平面上求出相应的展缩基线

。

此基线之时间 (横 )

坐标当然依旧应满足方程

g ( t ) 二 0 ( 1 1)

这就是一般情况下的水平展缩之基准线方程
。

信号波形的一般的线性变量代换可分解而视为折迭
、

平移和水平展缩等三种基本变

的换组合
。

按三者安排次序的不同
,

有 !3 = 6 种组合方式
。

如果不清楚以上的规律
,

在

作完第一步后
,

第二步
、

第三步就往往容易出错
。

为以资对照
,

依然以例 1题为例
。

其作图程式有六种可能
,

以下只列出其中三种
,

余可类似得出
。

例 Z f 。 ) 的波形如图 i ( a )
,

用作图法求 f ( 一 Z t 一 4 )
。

其作图过程如图 1 ( a)
、

(b) 所示
。

注意
,

如不清楚代换规律
,

则往往容易在作图中产

生以下错误
: ( 1)

、

将图 2 (。 、
、

Lb ) 的二
、

三步画成图2 (、 l ) ; ( 2 )
、

将图 2 (a )
、

(b )的第三步

画成图2( e) ; (3 )
、

将图 2( c) 的第三步画成图 2( )j
。

另外
,

在作图中应该水平压缩的反

弄成了水平放大也是粗心者易犯的毛病
。

在无解析式子可以对照的情况
一

F
,

如不明 自本

文所列绿 由
,

还往往难于说清这些错误的症结之所在
。
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f (一 z )

折迭轴
一 t

一 :0

l (亡 + 2 )

不移里
1才 I + 2二 。

j (Z r )

刁 展墉寨纹

2了 =0

一 0 1

尹 (一 l 一 2 )

乎移斌
一 刀 t一 过

f (一 ( t干 2 ) )

折迭轴

f 仁 2护 )

一 ( t今 么 )二 0

折迭轴
’

一 2亡二 O
-

t

j ( 2(一 t一 2 ) )

1展缩从线

~ 10

以 一 t一 2 )二 O

j ( 2(一 (宕 + 2 ) ) )

1展缩墓线
2(

一
( t+ 2 ) )二 0

f (一 么r 一 峨 )

f
’

平移员

一 2才公一 4二 O

一 3 一 2一 10
一 3 一 10

?
’ , 一 ,r 才 一

T
`

b( ) 7’ J 一 T一犷
。

,
,

一 ,I
’ _ 一 了

’

夕

(j
一

卜 。

丫、 、 / \

f ( 2 ( · (矛+ 2 ) ) )

火
一 2 0

f`“ `
一 ` 一 名 , ’

丫
\ / \

0 2

又

8 6

图 2

四
、

结 束 语

如果信号的函数形式已知
,

其变量的线性代换可通过将原函数式中所有的 t 全部换

成 at + 6 而完成
,

应该记住的是定义域不等式中的所有的 t 也应代换
。

如信号的函数形式不好确定
,

或很复杂
,

其变量的线性代换需要采用作图的方法
。

一般而言
,

作图可分三步
,

其可能程式有六种
,

关键在于正确定出折迭轴
、

水平展缩基

线及平移量
,

本文找出了一般情况下三者的方程 ( 7)
、

( 9) 和 ( 11)
。

通常容易产生错误的

原因就在于总把折迭轴和水平展缩基线固定在纵轴
,

总把平移量固定为
一

b
。

按以上三

方程
,

就无论采用哪一种作图程式都可确保不产生由于上述原因引起的差特
。

信号线性变量代换规律的掌握
,

在付氏变换延迟特性与展缩特性的结合应用中将会
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提供好处
。

比如当已知 f) t (的频谱 F (。 ) 求 f (t o +) b的频谱时
,

经 常会将延迟相位因

子异错
。

正确结果是
, I _ _ 、 i ` .
1 乙 , , 口 J 、 _ .

万
~ i ee , 1

一
.

I’ I— .9
-

1 a l 、 a l

因为平移 t 方程为
a 才 t + b = O

,

从而 才 t二 一 ` /
Q ,

而延迟相位为功(。 ) 二 才卜 。 ,

于是最

后得延迟相位因子为
。 一” ` = 。 `

舒
。
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