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Fz uz y环 的 直 和

姜 华 彪

提 要 自 A
.

Ros e nf e l d19 71年提出 Fo z z y群 的棍念以来
,

F u zz y 代数

有 了较大 的发展
,

发衣 了很多有关这方面的论文
。

本丈作为这方面的继续
,

考

虑 了 F u zz y 环 的直和
,

得到 了坏的 1 和环上的 F uz yz 环可 表现为各个 环 上 的

F uz yz 子环的直和的充要 条件
。

最 后指出 了对 t一F u双 y 环也可 以进行类似的讨

论
。

一
、

预 备 知 识

定义 1
.

1 设 R 是环
, 拼是 R 的一个 F u zz y 子集

,

如果满足下面的条件
,

则称 拼是

R 的 F u幼 y 子环
:

( 1 ) V x , , 任 R
, 拜 (x

·

功> 产
x() A # (功 :

(2 ) V x , 夕任刀
, 拼 ( x + 功> 拜 (x) A 拜 (功 ;

(3 ) V x e R
, 群 (x ) = 拜 ( 一 x )

。

推论 若 拼是 R的一个 F u二 y 子环
,

则 V x 任 R

拜 (工 ) ( 拼 ( 0 )
。

定理 1
.

1 设 R是环
, 产是 R 的 F uz yz 子集

,

则下列条件等价
:

( 1) 拼是 R的一个 F u z z y 子环 ;

( 2 ) V x , , 任 R
, 拼 x(

·

动> 拼 ( x) 八召 (功
,

拜 (x 一
功> 拜 (x) 八 # (功 ;

(3 ) V 二 , 夕任 R
,

m i n
{# x(

·

功
, 拼伪 一

功 ) > 产 (x )八拼 (功

定义 1
.

幼 设 拼是环 R 的 F u : : y 子环
, 拼称为 R的 F u z z y 左 (右 ) 理想

,

如果 V x ,

夕e R
, 料 (x

·

功> 拼 (功伽 (x ) )
.

若 拜既是 F u
那 y 左理想

,

又是 F u : yz 右理想
,

则 称 拼是

R 的双边 F t . z z y 理想
。

简称为 F u z z y 理想
。

注
:
上面这些定义和结果均可从文献〔2 ]中找到

。

本文 l a e 6年 4 月 26 日收到
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二
、

F u

y zz环 的 道 和

为简单起见
,

本文只对两个环的道和进行讨论
,

对任意有限多个环的情况
,

完全可

以类似进行
。

在本节中若无特别声明
,

R :
和 R

:
均指环

。

定义 2
.

1 设 X
,

Y 是两个集合
,

. 、

两
,

内分别是X
,

y 上的 F此yz 子集
。

定义X x

Y上的 F u z : y 子集# : V (二
,

功 〔 X x y
, 户 ( x , 夕) = 拼 1

(
x
)八拼 2 (g)

,

我们称 拼为户
:
与召:

的宜积
,

记为 召 == 拜: ②拼: .

定理 2
.

1 设 R : ,

R :
是两个环

, 拼: , 拼:
分别是 R : ,

R
:
的 F u z z y 子环

,

则 拼:
与召

:
的

道积是直和环 R
:
O R ,

上的 F uz
z y 子环

,

称之为 拼 :
与 拼:

的道和 F uz
z y 子环

,

为 统 一

起见记 “ 二 户:
e 拼 : ·

证明
:

V x , 夕任 R :
O R

: ,

设 x = x( : , x Z )
, 刀= (夕: , 夕2 ) 则

拌 (x
·

功 = 拼 (二 : ·

夕: , x :
·

夕: ) = # :
x(

: ·

夕, )八解
: x( : ·

夕2 )

> 拌:
伪

:
) A 产

: (夕:
)八拼

:
x(

:
)八拼: (夕:

)

== 声:
(二

: )八 # : ( x : )八产
: ( , :

)八拜
: (专: )

== 拜 x( : , x : )八拼 (夕: , 夕: ) == 拼仓 )八产 (功

产 (x 一功 = 召 (x
: 一夕: , x : 一 夕: ) = 产: ( x : 一 夕: )八 # 2

(x : 一刀: )

> 拼 :
(x

:
)八召:

( y : )八拼 , x(
: )八群:

(夕
:

) 二召 ( x) 八召 ( g)

由定理 1
.

1 可知 拼是 R
:

0 R 2
的 F u z z y 子环

。

Q
.

E
.

D
.

定理 2
.

2 若 拼: , 拼:
分别是环 R

: ,

R
:
的 F u z z y (左

,

右 ) 理想
,

则拼 = 拜:
O 拼:

也

是 R
:
e R

:
的 F u z z y (左

,

右 ) 理想
。

证明
:

由定理 2
.

1可知 拼是 R
:
O R

:
的 F u z z y 子环

。

所以若 拜 : , 拜:
分别是 R

, ,

R :
的 F uz

z y 左理想
,

则只须证明 V x , 夕任 R :
O R : ,

召 x(
·

功 ) 拌 (功郎可
。

事实上
:
设 x = ( x : , x :

)
, 夕= ( , : , 夕:

)

拼 x(
·

功 二拜 (x :
·

夕 ; , x : ·

, 2 ) 二 拜:
(x :

·

夕: )八拼 : (x : ·

夕 2 )

> 尹
, (夕:

)八拼:
(夕

: ) = # (功

所以 拼是 R :
O R

:
的 F u z z y 左理想

。

同理可证 F以
z y (右 ) 理想的情况

。

Q
.

E
.

D
.

反过来
,

人们很自然会问
:

若 “ 是 R :
O R

Z
的 F uz yz 子环或理想

,

是否存在 R : ,

R
:

中的 F u z z y 子环或理想
,

使得 拜 = “ :。 拼:
呢 ? 答案一般来说是不成立的 (反例见下面),

还需要有其它一些条件
。

下面我们就来研究这个问题
。

反例 设 Z : = {石
,

I
,

酌是 3 的同余类环
,

考虑 2
3
0 2 :

上的 F uz yz 子环 “ :

(x , 夕) == (石
,

6 )
,

(x , 夕) 任 ( ( I
,

I )
,

(豆
,

豆) }
,

其它

85

1..00了.夕
、

t
一一功公

ó

了、

拌

容易验证 拼是 2
3①2 3

上的 F uz
z y 子环

,

但又不能表为 2 3
上的 两 个 l? u z : y 子 环的道

和
。



F u z z y 环 的 值 和

设 尸是 R : ①R :
上的 F u z z y 子集

,

令 户 : ( x ) = V 产 (二
,

功
, 拌 2 (夕) =

, C R z

V
二

6 左 l

10 7

拜 (x ,

功
,

V x 任 R
: , 夕任 R

: ,

则 拼: , 户:
分别是 R : ,

R :
的 F u z z y 子集

,

分别称之为 拼在R
: ,

R :
上

的投影
。

而 V x 任 R : , 夕任 R : , 产盆(x ) = “ 食
,

o )
, 户麦( y) = 群 (o

,

y)
,

也分别是 R
: ,

R :
的 F u z z y

子集
。

仿照概率论中的边际分布
,

称 拜 l
, 拜鑫为 拼的边际 I了uz yz 子集

。

引理 X 是任一集合
,

f (x) 是 X 上的 函数
, a

是任一给定的实常数
,

则

a 八 ( 八
s u

可 x( ) ) = s u p ( a 八 f (x) )
。

二 C X 二 任X

证明 本引理是关于 Z ad he 算子的分配律
,

故证明从略
。

`

Q
.

E
.

D
.

定理 2
.

8 设 R
: ,

R
:
都是环

, 产是 R :
O R :

上的 F u z z y 子环
,

则 拼在R :
与 R

:
上

的投影 户 , , 召 :
分别是 R :

与 R :
上的 F u z z y 子环

。

证明 仅就 拼 :
来证

, 拜 : 的情况类似
。

丫x : , x : 任 R : , 召: x( : ·
x Z ) 二 V 拼 (x : ·

x Z , 夕)
g e R a

> V # (二 : ·
x : , , : ·

夕 2 )
斟一

,
y , 〔 R :

= V V 拜 ( (x : , 夕:
)

·

( x Z , 夕: ) )
夕 : 〔 R , g : 任 R :

> V V 〔拼 (x : , 夕: )八拌 (x : , 刀 2 ) 」
y l 任 R a y : 任 R Z

= [ V 拜 (x : ,

夕: ) ]八 〔 V 召 (朴
, 刀2 ) ] (由引理 )

期一 e R : 夕 a 〔 R :

= 产 1 ( x : )八召 :
(x

: )

所以 召: (x , ·

八 ) > 拜: x( : )八拼 : 伪 5)
.

同样可证 产: (x , 一 x Z ) ) 产
: (x , )八拜

,
x(

: )
.

由定理 1
.

1可知 拜 , (x) 是 R :
的 F uz

z y 子环
。

Q
.

E
.

D
.

定理 忿
.

吸 设 R : ,

R
: 是环

, 拼是 R :
O R

:
的 F u z z y (左

,

右 ) 理想
,

则 拼在R
: ,

R ,

上的投影 拜: , 拜:
也都是 R

: ,

R Z
上的 F u z z v (左

,

右 ) 那想
O

证明 由定理 2
.

3 可知
, 拼 ; , 拜:

分别是 R
: ,

R
:
的 F u z z y 子 环

。

若 尸是 R
:
由R :

的

F u z z y 理想
,

则只须证明
:

V x , , x : 任 R ` , 户 . (x ,
·

x :
) > m a x 伽

. ( x :
)

, 拼` (二 :
) } i == z

,
2

即可
。

事实上
.

V x : , x : 〔 R
: , 产:

x(
: ·

x户 = V 产仕: ·
二 : ,

劝
y e 刀 a

> V
夕 : , 9 . 任 R :

> V
g , , y : 〔 R :

拼 (二 : ·
x : ,

夕: ·

夕:
) == V

F . , g 匀任左:

拼 ( ( x : ,
g : )

·

伪
: , 夕:

) )

[拜 x(
: , 夕:

) V 拼伪
: , . : ) ]
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== [ V “ (x : , 夕1 ) ]V 〔 V 拜 x( 2 , g t ) ]
y i e R : g r 任 R :

= 产: 行 : ) V 拜:
(

x : )

故 # :
是 R

:
的 F u z z y 理想

。

同理可证 召: 是 R :
的 F uz yz 理想和 F uz yz 左

,

右理想的情况
。

Q
.

E
.

D
.

定理 么` 若 拼是 R : 。 R Z 的 F uz yz 子环 (理想 )
,

则 拜的边际 F u z z y 子集 川
,

l`二也分别是 R : ,

R :
的 F u z z y 子环 (理想 )

。

证明 若 户是 R :
由R :

的 F u z z y 子环
,

V x : , x : 任 R
: , 召 { ( x : ·

x Z ) = 拜 (x , ·
x , ,

o )

= 拜 ( x : ·
x : ,

0
·

0 ) 》 拼 (x : ,
0 )八召 (x : ,

0 )

= 拼 ; ( x : ) A 拼 ; ( x : )

拼 { ( x : 一 x : ) = 拼 ( x : 一 x Z ,
o ) = 拼 ( x : 一 x Z ,

0 一 0 )

> 拼 ( x : ,
0 )八 # (八

,

o ) = 拜 ; ( x : )八 l ,

孟(二: )

由此可知 川 是 R :
的 F u z z y 子环

,

同理可证 此 是 R
:
的 F uz

z y 子环
。

若 拜是 R :
O R :

的 F u z z y 理想
,

只 须 证 明 V x l , x : 任 R ` , z̀ { ( J : : · 二 2 ) 》

户 : (x : ) V 召 : ( x : ) i = l
,

2 自n可
。

事实上
:

V x : , 二 : e R : , 户 ; ( x : ·
x : ) = 月 ( x : ·

x : ,

o ) == 拜 (x : · x Z ,

o
·

o )

> 拜 ( x : ,
0 ) V 拜 ( x Z ,

0 ) = 拼 ; (x : ) V 拼 ; (x Z )
。

所以川 是 R :
的 F u z z y 理想

。

同理可证 “ 是 R
:
的 F uz

z y 理想
。

Q
.

E
.

D
.

引理 设 R : ,

R :
是环

, 拼是 R
:

O R :
的 F u z z y 子环 (理想 )

, 拼 ;
, # 二和 拼 : , 拼:

分别

是 “ 的边际 F uz yz 子集和在 R : ,

R :
上的投影

,

则 川申以 g 拜 g 召 1

0 召: .

证明 V x 任 R : , 夕任 R
: , 拼 ; ( x ) = 拜 (x ,

0 )
, # 二勿 ) = 拼 (0

, 夕)

所以 拼 ( x , 夕) = 拼 [ ( x ,
0 ) + ( 0

,
, ) ]> # ( x ,

0 )八拼 ( 0
, 刀)

= 拜 ; ( x ) A 拜支( , ) = (召 ; 0 拼二) ( x , 夕)

由 x , 夕的任意性可知 # ;由心二料
.

又因为 V x 任 R : , 夕〔 R
Z

拜 : ( x ) = V 拼 ( x , 夕) > 拜 ( x , , )
甘〔 R:

户 2 (夕 ) = V 拜 (x , 夕) > 拜 ( x , 夕)
二 〔 刃 -

所以 拼 ( x , y ) ( 拼:
(

x
)八# t

勿 ) = (拜 1
0 产2 ) (x , 夕)

因此 拼g 拼:

由料*

由此可知 川申此二产g 内由拼
: Q

.

E
.

D
.

定理 , .6 设 拜是 R :
e R :

的一个 F uz yz 子环 (理想 )
,

则 户可分解成为 R :
和 R Z

上的两个 F uz 郊子环 (理想 ) 的直和的充要条件是 拼、
e 拜: = 叫①叮

.

证明 充分性由引理可知结论成立
。

必要性
.
设 召 = 拼贫由此

, 拼贾
, 拜盆分别是 R

: ,

R :
上的 F uz yz 子环 (理想 )

,

则有

拌了伽 ) ( “ 了( 0 ) V x 〔 R ,
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所以 V拼丁( ) x=拼罗( 0)
,

二 任R -

拼 ; (x ) = 拜 ( x ,
o ) = (拜贯0 拜g) ( x ,

o )

= # 笠(x )八拼g ( o ) = 拼宝( x )八 [

V [群贯(x )八拼盆(夕) ] =

g 任 R :

V
g 〔 R :

V
梦 e R么

i == 1
,

2

拼笠(夕) ]

拜 ( x , 夕) = 拜: ( x )

因此

自口

同理可证

因此

# l (x ) 二 拜
: ( x ) ( V x 任 R : )

召 ; = 拜 :

拼呈= 产2

群 l e 拜二= 拜 :
e 拼 :

Q
。

E
.

D
.

三
、

t一F u Z Z y 子 环 的 道 和

在 (二 )中对 Z ad he 算子的 F uz
z y 环的道和结构进行 了研究

,

本节 将 从 T 一 模算子

的角度来考虑
,

本节中若没有给出而又要用到的概念均可从文献 〔1一 2] 中找到
。

本节中

的结论都不证明
,

因为证明与前一节中相应命题的证明方法类似
。

定义 3
.

1 设 R 是环
, 拼是 R 的 F uz

z y 子集
,

如果满足下列条件
,

则 称 拜是关 于

t 一 模 T 的 F o z z v 子环
:

( l ) 拜 (
x ·

夕) > T (拼 ( x )
, 拜 (夕) ) V x , 夕 e 左

( 2 ) 拜 ( x + 夕) > T (拼 ( x )
, “ (功 ) V劣

,
夕e R

( 3) 拼 ( 一 x) = 拼 x( ) V公〔 R

( 4 ) 拜 ( 0 ) = 1 0 是尸的零元
。

定义 8
.

幼 设 拜 : , 拜:
分别是环 R

: ,

R :
的 F u z z 了子集

,

在R
:
由 R

:
上定义的 F u z z y 集

拼 *

V x(
,

功 e R :
O R : 拼仓

,

功 = T (拌:

闭
, 拼:

(功 )

则称 拼为 内
, 产:

关于 T 的道和
,

简记为 # = 内由
, 拼: .

定理 3
.

1 若 拼: , 拜 :
分别是 R : ,

R :
的 一 F u z z y 子环

,

则 拼 = 拜:
由

r 产:
也是 R

:

0
R :
的 t一 F o z z y 子环

。

定理 3
.

幼 设 拜: , 产:
分别是 R :

O R
:
的 F u z z y 左 (右 ) 理想

,

则 群 = 拼 1

0
r 户:
也是

R :
O R :

的 F u z z y左 (右 ) 理想
。

引理 V X c l 二【0
,

1]
,

T 是速续 的三 角 摸
,

则 V a e l 有 su p T a(
,

x) =
二 佗X

T ( a
, s u

xP )
二〔 X

定理 3
.

3 设 R
: ,

R : 是环
, 月是 R :

O R :
上的 卜 F uz yz 子环

,
T 是速续 的 卜模

,

则 拜在 R : ,
R :
上的投影 拼: , 拜 :

分别是 R : ,

R
:
上的 t一F u z z y 子环

。

定理 8
.

弓 若 拼是直和环 R
,

O R :
上的 卜 F uz yz 子环

,

T 是速续的卜模
,

川
, 召二分

别是 户在R
: ,

R :
上的边际 F u z z v 子集

,

则 拌 ;
, 拼二也分别是 R : ,

R
:
的 t一 F u z z y 子环

。

定理 3
.

肠 设 T 是 速 续 的 t一模
,

且 V a 任 [ o , i ]
,

T ( a , “ ) > a , 升是 R :

申R : 的
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