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算符微商与对易式计算

陈 健 华

摘 要 木文 引用算井微商概念
,

建立 了界符徽商与对易式的联 系 ; 对竣

色子和 费米子
,

均得到 了计算对易式的简便而普遥的葬符微商表达式
。

一 引 侣纷
、 J ! 仁1

波方程与篆木对易 关系构成量子力学的基本方程
,

正确地描述 了微观客体的波粒二

象性及运动规律
。

对易式计算在最子 力学中多处出现
,

但 由于乘法交换律对算符之积不

适用
,

对易代数不能用
,

而对易式与分析运算的联系未见普湿使用 (坐标表象中尹
`
表为

一 沉刃酝
`
普温使用

,

对玻色子产生
,

湮灭算符的微商参见 沁
一

l)
,

使得对易式计算大 都

从基木对易式或反对易 式出发
,

计算冗长
,

相当不便
。

本文目的是系统地建立分析运算与对易式之间的联系
。

为此
,

弓!入算符微商概念
,

在此基础上对玻色子和费米子分别建立对易式的算符微商表达式
,

并应用于齐种情况给

出具休公式
,

使对易式计算较为简便
。

二
、

算 符 微 商

木文的算符运算包合算符的代数运算和算符对基本算符的微商运算
。

1
.

算符代数运算

算符的代数运算包含算符与算符或数之和
,

算符与数之积
,

算符与算符之积三种运

算
。

除乘法交换律对算符与算符之积不适用外
,

算术运算律对算符的代数运算全部适用
。

算符 A 和 B 的对易式定义为

〔A
,

B了
_

` A B 一 B A ( 1 )

当〔A
,

B }
一

= O
,

称月与 B 对易
。

算符 A 和 B 的反对易式定义为

【刁
,
B 〕

十
, A B + B A ( 2 )

当〔A
,

B ]
+
二 0

,

称 A 与 B 反对易
。

由定义式 ( 1 )
、

( 2) 知
,

对易式和反对易式具有线性性质
:

[ B
, c , A 、 + e Z A Z

]
二

= c ;
[ B

,

A
:
]
二 + e Z〔B

,

A Z
]
二

( 3 )

这里及以下均用
c
或

c `

表示小数
,

不另说明
。
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,
.

墓本算符

在定义算符对基本算符的微商之前
,

需明确基本算符的含义
。

基本算符有两个属性
:

一是彼此独立
,

郎任一基本算符不能用其他基本算符通过代

数运算构成 ; 二 是一 切算符都能由基本算符通过代数运算构成
。

基本算符相当于普通函

数中的独立变量
。

基本算符分为两类
:

一类为基本玻色算符
,

其特征是基本算符间的对易式为
`
数 ;

另一类为基本费米算符
,

其特征是基本算符间的反对易式为
。
数

。

本文讨论的基本算符有
:

正则坐标
x `
与正则共扼动量 p ` ,

满足对易式
:

〔二 ` , 夕 ,
]
一 = i汽占` , ,

l二
` , x ,

]
_ = [夕

` , p , 1
_

= o ( 4 a )

b
.

玻色及费米产生算符
。
吉与湮灭算符

。 ` ,

分别满足对易式及反对易式

[
a , , a

吉〕
千 = 占` , ,

〔a ` , a , 〕
; 二 [

a
吉

, a

亨l
二 二 0 ( 4h )

a
吉与

。 `

互为厄米共珑
。

坐标表象玻色及费米产生算符护
+

(钓与湮灭算符 功(幻
,

分别满足对易式及反对

易式
:

〔劝(尹)
,

劝
十

(尹
`

) 〕
千 == d (尹一 分

,

)
,

[砂(尹)
,

叻(尹
,

) 1
二

= [砂
+

(尹)
,

砂
十

(尹
,

)】
千

= 0 ( 4 e
)

叻(种与扩 (种互为厄米共婉
。

d
.

玻色及费米爆算符
。 ,

(钓及其正则共扼 二 ` (幻
,

分别满足对易式及反对易式
:

l
u * (尹)

,
二 , (尹

`

) 〕
千 = i材

` ,占(产一 产
,

)

[
u ` (尹)

, u , (尹) ]
,

= 「二
`

(笋)
, 二 , (产

,

) ]
二
二 0

( 4 d )

( 4 a) 一 (相 )包含 了从量子力学 1[ ]’[ ” 〕到量子爆论〔“ 1中的全部基本算符
,

它 们不仅满

足基本算符的两个属性和玻色
、

费米两类基本算符的特征
,

而且每一玻色 (费米 ) 基本

算符仅与其共辆 (正则共物或厄米共物 ) 算符的对易式 (反对易 式 ) 不为 。 。

将基本算符统一编号
,

(例如
。 `
编奇数号 (2 f 一 1 )

, 。
吉编偶数号 2l’ ) 并约定 b `

表示

基本玻色算符
, 。 `
表示基本费米算符

,
b、

, 。 、
的共扼算符记为气

· , 。 ` . ,

则上述 ( 4 a .)一

( 4 d ) 式可表为
[乃

` ,

b ,〕一 [ b ` ,

b`
·

]
一

d s
, ` ·

( 5 )

[
a ` , a , ]

十
== [

a ` , a ` ·

]
十

d s
, ` ·

( 6 )

基本玻色算符 b `
与基本费米算符内对易

〔a : ,

b ,〕
_

= 0 ( 7 )

任意玻色算符由 b ` (通过代数运算 ) 构成
,

任意 费米算符由
。 `
构成

,

任 意 (混合 )

算符由 b
, a ,
构成

,

并分别记为 A ( a )
,

B ( b )
,

F ( a ,

b )
。

3
.

算符徽商的定义

算符徽商均指算符对基本算符的微商
。

算符对基本玻色算符 b
`的微商定义为 〔幻 :

。 f
c ,

F
t

( a ,

b ) + c Z
F Z ( a ,

b ) = 。
_

d b .

a F
,

d F
,

( a ,

b )
一
一

戈丁了
~

一 —
.

了 ` ,

O b `

O F : ( a ,

b )

a b`
( s a )
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0 f
c A ( a ) ] _ 八

一
- -弋丁丁~

一
一 V

口 b `
( s b )

O ( e A ( a ) b, ,

d b
,

勿
: 一“ , ,

)一
。 , (。 )全。*

,

, 、 。 ,
,

… 。 , 。
一 ; b , 。

+ , … b ,
。

( 8。 )

1
。

表示对算符多项式的算符微商为逐项微商之和
,

微商运算为线性运算 ; 2
。

表示任意 费

米算符
、 。

数对基本玻色算符的微商为 。 ; 3
。

与普通微商概念一致
,

仅需注意保持算符

的原顺序
。

算符对基本费米算符
a ,
的微商定义为 〔“」:

a汇
e ;

F ; ( a ,

b ) + c : F Z ( a ,

b ) 〕_

a a `

_

a F
:

( 。
,

b )
. _

a F
Z

( a ,

b )
` 1

——
: 气一 ` 2 一

一
气下

— —
、 廿“ 尹

o a ` 尸 a 下

O ( e B ( b ) )

Oa ` ( 9 1, )

。 (
c B ( b ) a , ; … a , 。 )

d a `
一 c B ( “ )三 (

一 ’ )
’ 一 “

d 、
,

, 。 a ,
:

… a , 。一 l a , 。
+ , … a ,

。

(”
c )

(9 “ )右端除需保持算符的原顺序外
,

每项要加上适当的符号
,

符号由
“ j 。 后基本 费米算

符的个数 ( ” 一 的决定—
“

偶正奇负
” 。

这个符号规则使费米微商 ( g e )既与普通微商概

念一致
,

又与基木费米算符服从的反时易关系 ( 6 )式一致
。

例如
:

a a ` 。
` _

、

~ 、 ,

~
,

~ *
~

了子 = 口口,勺 背通做同戳念一叙 ;
U g `

O ( a , a ` + a o a , ) _

d a `

a 。
]
十

= c
数一致

。

一 肖
, , a 。 + a

广
` , 一

d
` : a , + a功 ` , = 0与反对易 关 系

` , , (: , 诀
一 ` ,。 a , 二 [

` , , ,

三
、

玻色算符对易式的算符微商表达式

1
.

甚本玻色算符与任惫算符对易式的算符微商表达式 (定理 i )

引理 1 对任意算符 F
,

F
`
有

【F
,

F
;
F Z… F

。

〕
一

=

证
: 。 二 z

,

( 2 0 )式显然成立
。

艺 F
, … F 。 一 1【F

,

F
。

1
_

F , + ;… F
。

为= 1

( 10 )

设
n = k

,

( 10 )式成立
,

则对
n 二 k + 1

,

有

〔F
,

F
:

… F ,
F

. 十 ;
]
一

= 〔F
,

F
: … F ,

]
一

F
. + : 十 F : … F . 【F

,

F
. 十 :

]
-

为

二 习 F
: … F ` 一 ; 〔F

,

F
,

1
一

F
` * ; … F

。 十 : + F
: … F 。【F

,

F
, * 1

]
-

峨= 1

几+ 1

二 习 F
: … F ` _ t「F

,

F `
l

_

F ` 、 : … F
。十 :

` = 1

故
。 二 k 十 1成立

。

证毕
。

由 ( 10 )
,

( 7 )
,

( 3 )
,

易见
:
任意玻色算符 B ( b) 与任意费米算符 A (a )对易

,
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〔 B( b )
,

A ( a ) l
_ = 0 ( 1 1 )

定理 1 基本玻色算符 b ,与任意算符 F a(
,

b) 的对易式的算符微商来达式为

〔b , ,
F (

a ,

b ) ]
一

= 〔b , ,
b s

.

]
- a F ( a ,

b )

Obj
. ( 12 )

证
: 1

。

由于 ( 1 2 )式左端对易式与右端玻色微商具有相同的线性性质 ( 3 )
,

只需证明 ( 12) 式对任意单项式成立郎可
。

2
.

对任意单项式 尸 = c A ( a) ib
: “

·

bj
:

有

I b , , c
A (

a
) bj : … b j

。

l
_

= c A ( a ) [ b , ,
b , : … b了

.

]
-

( s a )
,

故

、 ,声、 ,月产、 ,户、J
矛、 、.产、 J
户、 、.了、 .尹

1占O
ù月hCa

.

bC
,

rt1孟,上/tù吕0曰n舀八OC八
了.、

`

`、
声

`、, .孟11月
..j .1

了,、了̀了̀、了̀
,

= e A ( a ) 艺 b s
:

… b i 。 一 :
[ b , ,

bj
。

] b i 。 + : … b s
。

几= L

= e A ( a ) 习 [ b , ,

b j
.

I占j 。
.

j
,

6 j
:

… b j 、 一 1 b j * ; : b j
,

= [ b , ,

bj
.

」
a ( c A ( a ) .b]

:

… .lb
.

)

Ob j
.

故对单项 ( 12 )式成立
。

由 1
。 ,

2
。 ,

( 1 2 )式对任意算符多项式 F ( 。
,

b) 成立
。

幼
.

定理 】
.

的应用

( 2 2 )式用于正则变量 x ,
和 p

、

(招。 )
,

得

f x ` ,

F ( 二
,

刀 ) ]
_

= 「x , , 夕`
]

-旦黑黔
一 ` 色
号扩

工

“多货
丝一`

粤沪2

( 1 3 a )
,

( 1 3 b )是量子力学中常用的公式
。

( 1 2 )式用于玻色产生
,

湮灭算符 b吉
、

b ` ( 4 b )
,

得

[ b ` ,

F ( b
,

b
+

) l
_ = a F ( b

,

b
+

)

a时

[b吉
,

F ( b
,

b
+

) ]
_

= -

( 13 e )和 ( 13 d )见文献 [5 ] ( 3
.

3
.

9 a )和 ( 3
.

3
,

g b )式
。

a F ( b
,

b
+

)

a b `

( 1 2) 式用于坐标表象产生和湮灭算符旷 (钓和势(劫
,

得叻(种
,

叻
十

(劫与单体算符〔` 1

二体算符 [ ’ ]

F 一

J
,
·

( , , , (”
, 一 “̀ 7 , , `” , d 3 ,

G 一

f
,

·

( , ) ,
·

( ,
,

) 。 ( ,
,

,
尹

, , ( ,
尹

, , (̀ , d 3̀ d 3 , `

( 1 4 a )

( 1 4 b )

的对易式为

〔 , (” )
,

F :一 J
d 3“ : , ( , ,

,

, “ ” ,

,〕
- a [功

十

(尹
,

) f 叻(尹
,

) ]
a功(铲

`
)
斗

二 f( 产
, 一 濡甲 )砂(种二

占F

占叻
+

( r
)

( 15昌 )
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〔 , ( , ,
,

“ :一丁
d 。` ,

,
·

(予
尹

,〔。 ` , , , `
, + 。 (`

, ,

` , , , “
,

, , “ ,

占`

占叻 (予 )
十

( 15 b )

〔砂
十

(产
`

)
,

F 」
_

== -
d F

占砂(产)
( 1 5 e

)

r 』
二 , 、 、

。
,

d G
L梦 、 r 少 ,

行 」一 = 一

而万万
( 1 5 d )

8IJ 护( ; )
,

砂十 ( : )与单体
,

二体算符的对易式可表为对共辆算符的泛函微商
。

这里是 算符

泛函的泛函微商
,

除沿用玻色微商定义 ( 8) 外
,

与普通泛函微商4[ 〕相同
。

( 1 2) 式用于玻色正则爆算符
“ ` (钓和二 ` (钓

,

得正则爆算符与力学量 c幻

F 一

J
d 3 ,“ 一甲

一
甲二 ,

的对易式
,

与 ( r s a
)一 ( 1 5 d )类似

:

, _ 、

。
, .

,
f o厂 一 O厂 1 二 占F

u ` Lr )
, 厂 J一 = 盆几 l 亨甲尸不丁芍 一 V

. 压子; 厂 , 万下仄 l = 盆几 1产, 一丁二滚

L。 万 ` L l
’

1 C, V 兀 ` L 7
’

/ J 口兀 ` L r 产
( 1 5 c )

。二 ` ( , )
,

二 〕
一

、“

(
a了

Ou ` (尹)

。
_

好 \ _ ~.. a F
一 V

一 代燕井二 - -下二六 口一 一 “ 口1厂一 - 7 二万
O V u ` L r ) 1 O u `气r )

( 1 5 f )

,

( 1 5 e )和 ( 1 5 f )式见 [ 2 1( 14
.

3 7 )式
。

3
.

定理 1 的推广

定理 1 ( ( 12 )式 ) 与引理 1 ( 1 0) 结合
,

可得任意个基本玻色算符之积与任意算符的

对易式的算符微商表达式
,

[b j :

… bj
。 ,

F ( a ,

b ) ]一 万 [ b i 。 ,
b j 。

·

]
一

b j
:

…
` . 1

O F ( a ,

b )
:

.

U ,
’` 一 ’

飞而二不
“ , ` 十 ’ … b j

。

( 16 )

玻色算符多项式与 F a(
,

b) 的对易式可 用 ( 16) 式逐项计算
。

作为 ( 16) 式的应用
,

我们计

算粒子数算符 N 一干
“ ; “

`
与简化二体算符“支“支“

` “· 的对易式
:

干〔“ ,“
, , “ ,“ “̀ ! “ ·卜干!

〔“ ,
,

“ `〕旦必
梁

乙。 ,。`

+ l“
` , “ , ,“`哑锗

二
圃 }

= 习 (
一 b吉b支(占。 : b . + b: d` . ) b` + b吉(乃` J

6言+ b畜d`、 ) b: b。 }
`

= O

四
、

费米算符对易式的算符微商表达式

1
.

引理 忍

对任意算符 F
,

F
`

有

之月

IF
,

F
,
F : … F

2 .

]
一 = 艺 ( 一 1 )

“ 一 ’
F

, … F
, _ ,

l卢
’

,

F
:

]
、

l 尹。
十 ; … F 2 .

( 1 7: 、 )
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(一 1 )今
一 ’

F
:

… F 。 _ :
[F

,

F ,
]

,
F . 十 : … F

Z。 + : ( 17 b )ù习同【F
,

F :
F

Z… F
Z。 , ,

]
+ =

证
: 1

.

先证 ( 17 a )式
:

n = l
,

有

【F
,

F
,
尸 2

]
一

= F F
;
F : 一 F

:
F Z F = ( F F

, + F
;

F ) F : 一 F
:

( F F : + F
Z F )

= 〔F
,

F
l

〕
+

F
: 一

F
,
IF

,

F
Z】

十

故
n = z时 ( z 7 a )成立

。

设
n = k时 ( 17 a )成立

,

则
。 = k + 1有

〔F
,

F
: … F 2 . 十 2

]
_

= 〔F
,

尸 : … F
Z , 〕

一

F
Z。 + ;

F
Z。 * : + F

; … F Z。〔F
,

F Z。 十 ; F 2 . 十 2
]

-

2 几

二 刁 ( 一 l ) `一 ’ F ,一 F
` _ :

【F
,

F `
]
十

F
` 、 : … F

Z。 十 : + F
: … F

: 。
{ [ F

,

F
Z , 、 ; 〕

、
F 2 .

一 F
Z。 + ;

[ F
,

F Z , 十 2
1

,

}

= 名 ( 一 l ) `一 `
F

:

… F
: _ ; 〔F

,

F `〕
+

F
` 十 ; … F 2 . * 2

故
n = 庵+ l成立

。

于是
,

( 17 a )对
n = l , 2 , … 成立

。

2
.

再证 ( 1 7 b )式
:

。 = o
,

( 17 b )显然成立
。

设
n = k时 ( 1 7 b )成立

,

则
。 = k + 1有

【F
,

F
: … F

: . 十 3】
,

= F F
: … F 2 . * : + F : … F

Z。 十 3
F

= 【F
,

F
: … F Z, 、 :

]
,

F Z。 + 2
F

2。 十 : 一 F
;

… F
Z , + ;

〔F
,

F Z。 十 2 F 2. + 。

了
-

2 几+ 1

一
恿 ( 一 ` )

` 一 `

凡…凡一 LF, 凡 ]
·

凡
· : …凡

` · 3一

凡
”

·

凡
, 一 { [F,

F
Z, , 2

]
十

F
Z。 + : 一 F Z , + 2〔F

,

F Z。 + 3
]
、

}

= 习 ( 一 l ) `一 `
F

; … F ` _ :

[ F
,

F `」
+

F
` 十 ; … F Z , + 。 ,

郎
, : = k + 1成立

。

故 ( 17 b) 式成立
。

引理二证毕
。

2
.

签本费米算符与费米偶算符的对易式及与费米奇算符的反对易式的算符徽商我

达式 (定理 2 )

若算符的每项均含有偶数个基本费米算符
,

定义为费米偶算符
,

记为 F
、

(。
,

b) ; 若

算符的每项均含有奇数个基本费米算符
,

定义为费来奇算符
。

自然界的一切相互作用
,

都是费米偶算符 [ “ 〕 。

费米奇算符不代表可观测量
,

但奇数个费米子态可 由费米奇算符作

用于其空态得到
。

基本费米算符与费米偶算符的对易 式的算符微商表达式
,

及基本费米算符与费米奇

算符的反对易式的算符微商表达式由定理 2 给出
。

定理 2 [
a , ,

F
士

( a ,

b ) ]
二

= 干 [
a , , a一 ]

+
d F

*

( a ,
b )

a
a s

·

证
:

1
“

由于 ( 1 8) 式左端对易式
,

反对易式与右端费米算符微商对

有相同的代数性质 ( 3 ) (少 )
,

故只需证明 ( 1 8 )式对任意单项成立
。

( 1 8 )

“

和
”

与
“

数稗
”

2
。

对单项费米偶算符
c B ( b ) a i : 二

’

a i : , ,

有
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[
a , , c B ( b ) a s : … Q s

: 。

1一
c B ( b ) [

a s , a s
:

… a ,
: ,

( 1 1 )

2 月

= c B ( b ) 习 ( 一 1 )卜 ’ a j
: … a j 。 一 ,

[
a , , a s 。

]
+ a了。 十 , … a j Z 。

( 17 a )

、 .了、 ,了内bC
了.、
0盯

了.、

= e B ( b )图 ( 一 ’ ) ’
一 ’

[
“ , , “ ,

’

〕
、

d j 。
,

s
· a s , 二

`

a s一 , “ s 。
* 1 ”

`

“ j Z ,

a ( e B ( b )
= 一 【a , , a j

.

a i l
aj

: 。

]
,

一一
。

一
u u j

.

故 ( 18 )式对费米偶算符 (上行 ) 成立
。

3
。

对单项费米奇算符
,

利用 ( 1 2 )
,

(一7 b )
,

( 6 )
,

( g e )同样可得

[
a j : c

B ( b ) a s : …

故 ( 18 )式对费米奇算符

3
.

定理 2 的应用

( 18 )式用于费米子产生
,

·

a i : , .

, , )
a j Z。 + l

(下行 )

+
= La , , a j

.

1

巫竺丑(些仁二
。 a s

·

亦成立
。

定理 2 证毕
。

湮灭算符
a
吉

、 a `
( 4 b )得

〔F
出

( a , a +

)
, a , ]

千
=

O F
*

( a , a +

)

a
a

了
( 1 9 a )

[ F
*

( a , a +

)
, a
吉]

二
=

a F
*

( a , a +

)

Oa ,
( 1 9 b )

、

( 18 )式用于坐标表象费米子产生
,

湮灭算符犷 (朴
、

劝(了) ( 4 c )
,

对费米偶 (奇 ) 算

符多项式

f
*

= f
*

(劝
十

(尹
,

)
,

叻
+

(尹2 )
,

… ; 势(砂, )
,

劝(尹2 )
,

…

分别有 * ,

, ( , )〕
二一
甲` (” 一 ” ` ,、

念
)

,
+

( , , ,一干“ “ 一 , ` ,。

言今
. )

( 1 9 e )

[f
士 ,

( 1 9 d )

单体算符 F ( 14 a )
,

二体算符 ` ( 14 b)
,

均为费来偶算 符
,

故 F
、

` 与沪(种
、

叻
十

(心

的对易式分别为

I F
,

, (` )。一 J
d s̀ ,

〔,
斗

(`
,

) , , (̀
,

)
,

, (̀ )〕
-

一

J
d 3̀ ,“ “ 一 ” ,

,

粤暴黔皿

一 “ ` ,
;

,一
,

忐
)一 ( 1 9 C

,

i二
,

,
·

( , ) :一 ,
·

(f) `一

蒜
LG

,

, (” ):

一丁
d

3` ,

,
·

(`
,

) ( 。 ( `
, , ,

卜 。 ( `
, ,

` , , (`
’

, , “ , 一、
总

)
一 “ ” g ,
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。

。 、 , 、 、 , ,
二 , 、

f
, , _ , 、 , _ , 二 、

、 .

_ , , , 一 、 、 ,

、
、 。

_

。 ,

d G
L廿

,

护 气r 月
一

= p L r 月 护 气r 八 夕气r , r 少十 g 气T , T刀 p 气矛 , a 一于 = 歹1 7 丁丁
J 。 梦 、 了

一

夕

( 1 9 h )

这里算符泛函微商
,

除沿用费米微商定义 (9 )外
,

与普通泛函微商 4[] 相同
。

( 19 e )一 ( 19 h)

可表述为
:
单体

、

二体算符与叻(幻 (吵
+

(钓 )的对易式
,

等于该算符对 沪
+

(幻 (劝(尹)) 的泛

函微商
。

( 1 8) 式用于费米正则爆算符
“ ` (钓

, 二 ` (尹) ( 4 d)
,

对费米偶算符和费米奇算符空间密

度 [ 2 ]

f
*
二 f

*

( “
,

7
: , 二 ,

V 二 )

有

{ f幻
u `

(矛
`

) ]
二二 i亢 6 (节一 尹

`

) +
d f

士

a V 兀 ` (产)

·

守 d (尹一 补
`

) ( 1 9 1)

, .....Jf

we
...J

[ f
* , 二 `

(尹
`
) ]

千
== i无 d (萨一 尹

`
) +

Of
*

a 7
u ` (尹)

·

V d (予一 尹 ( 1 9 ) )

f
*

对空间的积分

尸
*
一

夕
· “ ,

( 2 0 )

与正则场算符的对易式为

【万
’

* , u `
(尹)〕

千 = i亢
Of

*

a 二 ` (尹)
( 19 k )

〔F
* , 二 ` (尹)」 = 濡

a f
Ou ` (尹)

一 甲
’

、瓢 ]
一 l’左

岩称
一
甲

.

命黯下]
一 访

蒜 ( 1 9 1)

..

I
J工

es
..L

前已指出
,

自然界存在的相互作用总是费来偶算符
,

由 ( 19 k)
,

( 19 1) 易得费米场算

符的正则运动方程 “ 1
。

4
.

定理 幼的推广

定理 2 与引理 1 结合得

t F
十

( a ,

b )
, a s

:
` · ’

“ s
,

= 习 L
u

1 ,

d l 厂
二

( a ,

b )
竺, a j 、 J+ u j 一 ”

’

。 ` * 一 1一百沂下一
`

a j 一+ 一
’ `

a j
。 、乙 1 )

月 一 一 I 为
-

( 21 )可用于计算费米偶算符与任意个基本费米算符之积的对易式
。

定理 2 与引理 2 结合
,

得
:

2 .

[ F
一

( a , “ )
, a ,

; … a ,
: 。

]一恿 ( 一 ` )’
一 ’
汇

a , :
, a , 。 ]

· a ,
: ”

’

“ , * 一 :
a F

_

( a ,

b )

d a s 、 ·

”
’

a j : 。

a j , + z ”
’

u j : 。

( 2 2 a )

[ F
一

( a ,

b )
, a s : … a s Z 。 * ,

]
+ `

2月 + L

一
置 ( 一 ` ) `

一 ’
[

a , 。一 a , *
]
· a , : ”

’

“ , *一
O F

_

(
`, ,

b )

。a j 。
a j 。 + i ( 2 2 b )

( 2 2 。
)可用于计算费来奇算符与偶数个基本费米算符之积的对易 式 ;

’

( 2 2 b )可用于计算费

米奇算符与奇数个基本费米算符之积的反对易式
卜

作为示例
,

计算单体算符
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F = 习厂
` , a
亨

a ,

与 F a(
,

b) 的对易式
:

, J

。
, 。 二 、 。 。 ~

, 、 ,

一
,

f
。 二 ,

d 万
’ :

.

。 J , 二
d l刃

.

不妞用 、 乙1 ) , L r + ,

山 J ` , a 云( ` , J 一 = 石 J ` , 5 t a ` , u 奋
_

) + 二; 了一 u J + L。 夕
, a , J+ a ;

`

飞
~

, 不

` j ` j 、 。 u ` 口 u j

一

平
,

(瓷
一 + ·

吉

斋)
利用 ( 2 2 a )

,

i F
一 ,

习 f
` , a
吉

a J
]

-

I’ I

一
买f

` ,

{
〔· `·

一
到

` ,

!箭

吉,
·

瓷一
〔·亨

,

一 ,二李

舞}

a , 一 a
吉

a F

O
a

亨
盛二

二

屯
d a 士,

五
、

基本算符的微商表达

量子力学中
,

正则动量 角在坐标
x `
表象 用 一 访。 /山

`

表达
,

坐标
x `
在动量动 p `

表

象用泣左OZd角表达
,

使用十分方便
。

对 ( 4 a) ~ ( 4 d) 所列基本算符
,

亦可用其共 轨算 符的

微商来表达
。

1
.

玻色签本算符的微商表达

首先考察玻色微商算符 O/ 0 6
`
的代数性质

,

由 ( s a) 可见司 Ob `
为线性 算符 ; 由 ( 8c )易

见

a (句
.

… b , ~

)
.

一

一戈丁~
。 ` 1 ”

’

。 ( b , : b , : … b , 。 b . : … b ` ,

) _ 。 ( b , ,

o b , a b ,

“ ` , + “ , ! … “ , , 。 `乙`

式

结合 ( 8a )
,

得算符与算符之积的玻色微商规则

匹二丛乏)卫迎
, “ )帷

。凡卜妇 F
Z

(。
,

。 ) 十 F
,

(。
, 。 ) “ “

’

钱` 句
o o j o o J

一

。 o j

b `。 )

( 2 3 )

它与普通函数的徽商规则相同
。

考虑到 F : ( a ,

b) 为任意算符
,

( 2 3) 改写为

二 , 二 。 。 , _ L 、
_ d F

,

( a ,

b )
. 。 , _

u j 口 U I J
’

l 气“ , U l 一
一

— 万万
一

—
一一 宁 I

’

1 气“ , U 少 。 / 。 口 了
U O J

[a / Ob , ,
F ; ( a ,

b ) ]
一

=
a F

,

( a ,

b )

Ob ,
( 2 4 )

( 2 4 )式与 ( 1 2 )式结构完全相同
。

若用 [ b , ,

b j
.

]
_
O/ a b j

.

代替 ( 1 2 )式左端

(2 4) 式合二而一
。

所以
,

对于对易式计算
,

b J
与〔b ,

,

ib
·

1
一

O/舫 j’ 等价
,

定理 s b
, 二 [b

, ,

b
, 一

]
一

O / Ob , -

由 ( 2 6 )宜p可直接写出基木玻色算符的微商表示
:

.

: `二 i凡d / J夕。 , p `二 一 i几d / d
,
一`

b
` = d / 0 6吉

,

d吉= 一 d / J b .

b , ,

则 ( 1 2 ) 式与

故有

( 2 6 )

( 2 7
`了 )

( 2 7 b )
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一尹

dú +

劝( 尹)= 占( 尹一 铲
`

)a /O沪
十

( 产
,

) =

一口护
( 2 7 c )

吵
十

(尹) = 一 占(产一 尹
,

) a / 0叻(萨) = -
6

占势(产)

.

, 占
, , 、 .

二 6
u 娜又, 少= 名几万一

~ -二二又 一 兀 ` L r ) = 一 盆几二 - -下二下
O 兀 `又r ) O “ ` Lr )

( 2 7 d )

( 2 6 )式与 ( 1 2 )式
,

( 2 7 a )~ ( 2 7 d )与 ( 13 a )一 ( i 3 d )
,

( 1 5 a )~ ( 15 f )等价
。

2
.

费米签本算符的微商表达

首先考察费米微商算符的代数性质
,

由 (9 a) 可见 a /面
`
为线性算符 ; 令月

. ,

A
。

分别

表示 m个
、 。

个基本费米算符之积
,

O ( A . A
。

)

a a `

又由定理 2 ( 1 8) 式易见

由 ( g e )易见

一 ( 一 1 )
·

终
A

” + A
.

尊丛
0 0 ` O 口 `

( 2 8 a
)

, 、 . _ 1 。 _ 。 ,

OA .
J . , . 、 . J

a `月 . “ , ”
= 、 一 1 少

一

La ` , a ` J
+ 一 5 - ` 人

. 十 气一 1 )
’

~

滩 . 口 `月
”

o 口矛
( 2 9 a )

( 2 8) 式与 ( 2 9) 式表面上代数结构不同
,

为看出它们的共同点
,

对 费 米 微商定义中

( g c) 作如下修改
:

。 . ( a , 1 … a , 。 ) -

a a `

眺

三 ( 一 ` ) ’
一 ` 占`

, , . a , ,

… “ , , 一 : a , . + 1

… a , · ( 3 0 )

右端各项符号由勺
.
前基本费米算符的个数 (k

一 1 )决定一偶正奇负
。

新定义 ( 3 0 ) 与旧

定义 ( c9 )的关系是左微商与右微商的关系
,

即

a
.

/ a
a ` = ( 一 i ) , 一 ’

a / a a ` ( 3 1 )

m 是被微商的算符所合基本费米算符的个数
。

新定义同样与基本费米算符服从的反对易

关系一致
,

且 a
. a , / a a ` = 占` , ,

与普通微商概念协调
。

按新定义 ( 3 0 )
,

( 2 5 )和 ( 2 9 )式可改

写为

竺叼砂 l 二
一

旦彝
~

A
. + ( 一 1 ) 。瓜欺压

。 口 ` O G t 口口`

( 2 8 6 )

。 ` , . ,
。
一 [

。 ` , 。 : ]
,

粤典
一

,
. + ( 一 1 )、 . 。 `

,
。

口 U t ,

( 2 9 b )

可见 ( 2 8 b )与 ( 2 9 b )两式代数结构完全相同
。

( 2 9 ) b 中若用 [
a ` , a ` .

〕
* 。 .

/。
a `· 代替

a ` ,

消

去非零
C
数 [

a ` , a `· ]
, ,

则得 ( 2 8 b )
。

对于对易式计算
, a `
与 [

a 。 , a ` ·

]
, 。 .

/。
a 。·

等价
,

取两

者相等
,

可以保证所有公式协调一致
。

故有

定理 吸 a ` == [
a ` , a 一」

+

0
.

/ o
a 二 ( 3 2 )

( 3 2 )代入 ( 2 9 b )
,

则 ( 2 9 b )与 ( 2 8 b )完全相同
。

可见定理 4 与定理 2 完全等价
。

( 32 )式用于基本费米算符
,

得
a ` = a

.

/ Oa
吉

, a
吉= 0

.

/ d a ` ( 5 3 )
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叻 (尹 ) =占 (矛一 尹’

) 0
.

/ 0劝
+

(尹`

) =d
.

/O叻
十

(r )

叻
十

(尹 ) =占 (产一 产
,

) a
.

/ a劝(产
,

) = d
.

/占砂(予)

u ` (尹) = 彻̀ (尹一 尹
`
) 0

.

/ a二
` (尹

,

) = i左d
.

/ d二 ` (尹)

二 ` (尹) = i划 (沪一 尹
,

) 0
.

/ Ou ` (了
,

) = i左d
.

/乙
u ` (产)

有了基本费米算符的共辆微商表达式 ( 3 3)
,

及费米微商的定义 (9 a)
、

( 9b )
、

(3 O )
,

第三节的全部结果可以 自然地得到
。

朱代漠副教授精心审阅 了本文的全部公式并提出了宝贵的建议
,

在此表示衷心的谢

意
。
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