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有 限 域 上 的 多 项 式 变 换

愈 济 宇

摘要 本丈把 1 9 7 7 年由 H
.

J
.

N u s 、 l) a u m e r 首先提 出的多项式变换推广 到

一般有限域上
,

并对其结构进行 了研究
。

本文 给出了构成这种多项式变换的各

种充分必要条件
,

指 出了求变换 的方 法并证明 T 对某个模给定长度的变换数 目

是多少
。

该理论可 望在编码理论和数字信号处理中得到应 用
。

一 引 侣纷
, 子 . 口

加
1 9 7 7 年

,
H

.

J
.

N su s b a u m er 提出了有理数域上的多项式变换
,

并把它用于 通 常 数

字卷积和 D F T 的计算 [ `〕印 〕。

设 R 是一个数域
,

R 【,l’ ] 表示 R上的多项式环
,

对 任 何 非

零多项式 M ( 。 ) 〔 R 〔x]
,

M ( x) 的剩余环记 为 R I司 / (M ( x) )
,

那么
,

以 M (劝 为模的一个

多项式变换就是指 R 〔x] / ( M ( x) )内一个离散富里叶变换
,

也就是说
,

若N 是某个正 整

数
,

F (劝 〔 R 〔x]
,

称
<N

,

F (约
,

M ( x ) >构成一个长N
,

模 M (约
,

变换因子为 F (劝

的多项式变换
,

假若它是一个把 R 【x] 中任何一串长 N 的多项式序列 H
。

(x )变换 为 R {x]

中另一串长 N 的多项式序列万
、
( x) 的变换

,

且满足
:

1
0 .

H 。

(x)
艺
匀 H

,

x() F,,
。 (二 )m do M x()

。 一 。
,

1
,

… ,

N 一 1
,

而且该变换是可逆
打 = 0

的
。

2
0 .

具有循环卷积特性 ( C C P )
。

郎若
N一 1

y 。 ( x) 二 习 ` 。

( x) H < 人一 。 > 刃 ( x )m o ` IM (
: r ) h = o

, z
,

…
,

刃 一 1 ,

而 r
。 ( x)

,

口。
x( )

,

H , ( x) 分别表示 y
,

( x)
,

G
。

( x)
,

H
:

(劝在该变换下的像
,

则

Y
。 ( x ) ` 口。 ( 劣 ) H 。 ( x ) m o d几了( x ) k = 0

,

l
,

…
,

N 一 1
.

这里的 定义和 N us s b a u m o r
首先提出的定义有所区别

,

但它们彼此等价
。

当R 是有

理数城时
,

N us s
ba

u m er 及 后 来 许 多人 研究了变换的一些性质并把它用于二推卷积和

二椎 D F T 的计算
,

被证明是一种相当有效的方法
,

它能够不用乘法将二雄 卷积和二推

D F T 映射为一系列一推卷积和一推 D F T
,

从而减少运算量〔“兀 4〕 〔“ 〕。

由于在许多 信 号

处理及编码
、

译码问履中要用到有限域上卷积和 D F T 的计算 〔“ 〕〔 7 ][ “」 ,

因而
,

研究有限
二

城

上的多项式变换及其在卷积和 D F T 计算中的应用是很有价值的
。

本文将对有限域上 多

蕊9 85年 9 月收到
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项式变换的理论进行研究
。

二
、

有限域上多项式的性质

川
ó

岌

本节给出并证明有限域上多项式所独具的一些性质
,

一般域上 多项式所共有的性质

这里不给出
。

在华绸庚著的
《 数论导引 》 中对 Z , _

【二的 多项式的性质进行了研 究
,

下 面

所陈述的性质可认为最 z , 上多项火性质的推广
.

这些性质对下节的证明不关甭 要
。

以下总设 R = G F ( p哟
, 尹 是素数

。

定义 2
.

1 设 f
. ( x)

, … ,

介
。 。

( x) 是 G F ( p “ )[ .a1 中 p ” ”

个多项式
, 一

日
.

对
。
次多项 式

叨 (x )两两互不同余
,

则称这些多项式构成 切 (劝的一个完全剩余系
。

定义 2
.

2 设 f
:
.(r )

,

…
,

f
。 (劝 是一串多项式

,

对模 切臼 )两两不同余目
.

都和 切 (劝互

素
,

而且任何和 切x( )互素的多项式都对模 叫
.

心与 f
: (。

,

)
,

…
,

j
。 (〕

:

)中之一同余
.

则称这

组多项式为模 切 ( x) 的一个简化剩余系
。

容易验证
,

对同一个模 甲 ( x)
,

不同的完全剩余系或简化剩余系的多项式个数 总是

一样多的
。

我们把次数小于 甲 ( x) 的次数的多项式全体称为 甲 x( )的最小完全剩余系
,

而

把次数小于 甲 (x) 的次数且和 甲 (劝互素的多项式全体称为 甲 ( x) 的最小简化剩余系
。

议下记 甲 ( x) 的简化剩余系中多项式个数为E ( p “
, 甲 )

,

并总设 c(1 g (甲 (劝 ) = 。 .

性质 I E ( p
饥 , 切 )是 切的积性函数

,

郎对任何 甲 ( x) 和砂( x)
,

若 (切 (x)
,

劝(二 ) ) =

1
,

则 E (尸
, 切吵) 二 E ( p

仍 , 切 )
·

E (尹
,

劝)
,

假定 E ( p . ,

1) = 1
.

证明 设八 ( x)
,

一 f (E p 。 ,
; ) ( T ) 表示 甲 (` )的最小简化剩余系

,

gl 幼
,

一行 (P 。 ,

叻 (` ) 表示 劝(劝的最小简化剩余系
。

教

令 A = { ( f
` (二 )

, g , ( x )】

B = { h (
x )】h ( x )属于

= 1
,

…
,

E (尸执
,

甲 )
,

j ” l
,

… ,

E (夕m ,

劝) )

中功的最小简化剩余系 }

显然
,

A 的元素个数为 E ( p “
,

甲 )
·

E (尹
,

妇
,

而 B 的元素个数为 E ( p 饥
, 切砂)

。

现在

构造从集合 B 到集合 A 的一个映射 T
,

T
:
B , A

,

T ( h ( x ) ) = ( f (
x )

,

夕 (x ) )

其中 f ( x ) ` h ( x ) m o d映 ( x )
, 夕 ( x ) “ h ( x )m o d劝( x )

,

根据孙子定理易知 T 是一个 1一 1对应
,

故 E ( p , ,

中叻) = E ( p , ,

甲 )
·

E ( p 爪
,

劝)
。

证毕
。

性质 , 设 甲 ( x) 的素因子分解式 为 * (` )二切今。 卜
·

切分(
T ), 其中物 x( )的次数为

。 ` ,

l : ” : + … + l
。 ” 。 = 。 ,

则

“ `俨
,

切 ,一严 (
, 一 *森

一

)
…

(卜 尹仍 ” 庵

证明 由于 物 (` )是不可约的
,

故和 切气
` ( x) 不互素的多项式必然含有因子 钧 ( ` ),

注意到次数小于 列 Z ( , )的次数 ` 。 `且合有因子 补 (` )的多项式恰有 p “ ” `
.(I

一 ` )个
,

所以

E ` ; , ,

: ` ,` ,一 ; 二一 “ 一 ; 二一 “ `
一 , 一 ;

一 “

(
` - l

尸
,` , ” ` )
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喊 根据性质 `
,

E ` , 。 , * ,一 : ( , 二
,

* 、
:

,… E ` ; ?
,

* : ,一 , 。 ·

(
` 一

益 )
…

(卜 P用 ” * )

李

证毕
。

性质 3 若 ( f
,

切 ) = 1
,

则

〔/ ( x )】E ( p , ,
甲 ) , l m o d切 ( , )

证明 设八。 ), “ 一 f (E p ,
,

妇 ( T ) 为 切 (劝的一个简化剩余系
,

由于 ( f
,

叫 一 1 ,

故

,j
: ,

…
,

,f (E p . ,

动亦为 中的一个简化剩余系
,

因而

( f f
: ) … ( f f E ( p , ,

, ) ) , f
l… f E ( p , ,

, ) m o d沪

仓p f E ( , , , ; ) ( f
: … f 尸 ( p , ,

甲 ) ) “ f
: … f E ( p , ,

切 ) m ` ) d甲

但 f
: … f E 《尸

,

叻 和 中互素
,

故

f E ( , 二
,
, ) 二 zm o d切 证毕

。

推论 若甲 ( x )不可约
,

( f (
x )

, 切 ( x ) ) = l ,

则 f p
m ” 一 ` (二 ) . z m o d切 ( x )

.

性质 喂 若 切 ( x) 不可约
,

则对任意 d }广一 1
,

存在 f ( x) 使得 f( 约是模 切 ( x) 的 d

阶单位根
,

郎 d 是使尸 ( x) ` l m od 甲 ( x) 成立的最小正整数
,

且这样的 f (x ) 共 有 尹 ( d )

个
,

它们关于模 甲 ( x) 两两互不同余
。

(这里的甲 (
·

)表示数论 中的 E lu e r
函数 )

证明 对 V d }尸
” 一 1

,

合 u( d) 表示阶为 d 的次数小于
n
的多项式的个数

,

由于任

何和 甲 ( x) 互素的多项式必然是某个
r
阶单位根

, ,
}广

” 一 1
,

因而 习 试 d) 二 p , , 一 1
,

d {P
, ” 一 l

“ ( d ) > 0
.

若对某个 d lp
“ , 一 l

,

有 d 阶单位根存在
,

不妨设
.

了( x) 是一个 d 阶单位根
,

则 1 ,

了(x )
,

…
,

严
一 ’
x( )便是方程 尸( x) , l m do 切 ( x) 的全部互不同余的解

,

而这 d 个解中恰有

尹(d )个
,

郎户( x)
,

1《 ; 《 d 且 (r
,

d ) = 1
,

是 d 阶单位根
,

所以 u( d) 二 尹〔d)
.

若 d 阶单位根不存在
,

便有 试 d ) 二 0
,

故总有 试 d ) ( 甲 ( d )成 立
。

但 习 中 ( d ) =
d }p

m 。

一

p
. ” 一 1

,

故 习 u( d ) 二 习 尹( d )
,

因而只可能是
“ ( d ) 二 尹 ( d )对所有 d }p

, “ 一 1

d巨, ” 一 1 d IP , ” 一 l

成立
。

郎 d 阶单位根存在且恰有 梦 ( d) 个对模 中 ( x) 两两互不同余
。

证毕
。

推论 若 甲 ( x) 不可约
,

贝峪在 f (
二 )

,

使 f尹
’ 一 ` ( x) . l m od 甲 (x) 且对 v d

,

0< d <

俨一 1
,

了
`
(x )牛 l m od 叭 x)

,

这样的 f( x) 共有 中( p
价 ” 一 l) 个

,

它们关于模 华 ( x) 两两 不

同余
。

它们哄做 切 ( x) 的原根
。

性质 6 若N !p
价 ” 一 1

, 甲 ( x) 是不可约多项式
,

则对任何正整数
r
> O 下列 关 系成

立
:

1
“

扩 ( x) 的N 阶单位根也是 切 ( x) 的 N 阶单位根
。

2
。

扩 (x )的N 阶单位根恰有 甲 ( N )个对模 诃 ( x) 两两互不同余
。

证明 l
。

设 F ( x) 是模 扩 ( x) 的一个 N 阶单位根
,

设 F ( x) 对模 q7 ( x) 的 阶 为 d
,

由

于 F 伙 x) , l m do 切 ( x)
,

所以 d IN
.

若 d 戈 N
,

则 d < N
,

F
“ (二 ) 一 1二 ( F ` (二 ) )柳

` 一 1= ( F ` (二 )一 l) ( ( F ` .(r ) )答
一 ’ + … ,
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F
` ( 二

、

) +l )二 o m。 )
d切

,

( x )
,

由于 F ` ( x ) 一 l 少二 o m o d 切
,

( x )
,

所以

(尸` ( x ) )悠
一 , +

,

二 + 尸 ` ( 二 ) + z ! o m o d * ( x )

, _ _ , , 、 ` , , 、

_
. ,

N
_ , , 、 , ,

_ 一 …N 。 _
, 、 了

、 沈_

但 F 心 (二 ) 二 l m o d 切 (二 )
,

因此
, `

: 二 o m o d 切 ( x )
,

故只有 尹弓
,

因而 尹 fN
,

这和
口

J 、 ` 产 一
上 【

“ u u 丫 、 “ 户 ’ !翎 护` ’
d 一 U

’

“ 一 丫
“ 一 产 ’

队
/ 、 门 才

’

! d
’

砰月 ` . lJ I’ ’ 一

” ~
」 ”

N }广
” 一 1 矛盾

,

因此
,

d = N
.

2
“

先说明模护 (劝的 N 阶单位根存在

由性质 4 可知
,

存在 F (劝使 F ( x) 是模 切 (劝的N 阶单位根
. ,

设 F ( x) 对 模 诃 ( r)

的 阶 为 d (根 据 性 质 3 可 知 d
,

存 在 )
,

由于 尸馆 (劝 二 l m od 切”

(劝
,

故 F d (劝 三

l m o d 甲 (二 )
,

因而 N }d
.

令几
二 ) 二杯 (二 ) m 。 d 诃 (二 )

,

易知 取
二 )对模 扩 (二 )的阶恰为 N

.

现在来看扩 ( x) 的 N 阶单位根的个数
。

设 F (劝对模 甲 ,

( x) 的阶为 N
,

则 F
` ( x) 当d(

,

N ) 二 1时都是 扩 (劝 的 N 阶 单 位

根
,

所以至少有 甲 ( N )个N 阶单位根对模 诃 ( x) 互不同余
。

现在设 F ( x) 和夕 ( x) 都是 扩 ( x) 的 N 阶单位根
,

且对模 扩 ( x) 不同余
,

由 1
。

知F ( x)

和 刃 (x) 也是模 切 ( x) 的N 阶单位根
,
下面证明

:

F ( x )并户 ( x李m
o d 切 ( x )

若不然
,

则 F ( x) 二尸( x) m od 甲 ( x)
,

不妨设 F ( x) = 歹( x) + t( x) 衅 ( x) 1《 。
<

r ,

且 t ( x )芳 o m o d 甲 ( x )

由 F
方
( x ) 二 1 m o d 甲 (中 ) :> (尸( 二 ) + r ( x )切

“

( x ) ) N 一 l 二 0 m o d 切
,

( x )

展开后 可知
,

存在某个多项式 v( x) 使

户刃 ( x ) 一 l + N t (x )户刀
一 ’
( x )沪

.

( x ) + 口 ( x )中
“ 十 ’

(二 ) 二 0 m o 〔理华
’

( x )

所以 N * (x )歹H 一 ’ ( x )甲
“

( x ) 二 o m o d 切
“ + `

(二 )

:> N t ( x )歹N 一 ’ ( x ) . 0 m o d 切 ( x )

但 ( N 户万
一 ’
( x )

, 甲
r

( x ) == l ,

故 t ( x ) “ 0 m o d 切 ( x )
,

矛盾
。

因此
,

扩 (x) 的 N 阶单位根的个数不会超过 甲 ( x) 的 N 阶单位根的个数
,

但由性质 4

知 切 ( x) 的 N 阶单位根恰好有 甲 ( N )个
,

故 扩 ( x) 的 N 阶单位根也是 甲 ( N )个
。

证毕
。

扮

城

三
、

G F ( P
, ) 上多项式变换的构造

定理 3
.

1 ` N
,

F 臼 )
,

M ( x) )
构成 G F ( p哟上一个多项式变换的充要条件是

:

l
“

( N
,

M ( x ) ) = l

2
“

F
邢

( x ) , 1 m o dM ( x )

3
。

对 v : , o (
r
( 万

, 犷 是 自然数有
:

( F
f

( x ) 一 l
,

M ( x ) ) == l

该定理是孙琦等著 《 快速数论变换 》 书的 186 页的一个定理的特殊情形
,

故在此不

作证明
。

且在定理条件下
,

若 。 , (二 )是 `
。

(二 )的多项式变换
,

则`
,

(二 ) ! 勇
;

勺F 一 “ ( 。
·

)

I V 几= 0
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滋
口。 ( x) m o d M( x)

,

n 二 0
.

1
.

…

定理 3
.

2 <N
,
F (

:
,

)
,

,

刀 一 1
.

M (约
)

构成 ` F (尸 ) 上一个多项式变换的充要条件是
:

( N
,

M (二 ) ) 二 1

F N ( x ) 二 1 m o d M ( x )

二 。 J 哭 /
_
,

/
、 ;

~
, : 、 : 。

N
口 ~ 。

_

氏
: , 。 d , 、

对 ” “ ,

0 < d < N
,

若 “ IN 且芳是素数
` 则 ( F ` (撰 ) 一 ` ,

M ( T )〕一 ’

证明 由定理 3
.

1知定理的必要性是明显的
。

洛

充 分 性 首 先 证 明
:

在 1
。 , 『 , 3

。

条 件 下
,

对 V d
, 0 < d < 入

,

若 d }N
.

则

( F ` ( x ) 一 l
,

M ( x ) ) = 1

事实上
,

若粤不是素数
,

不妨设叮一
; , , , 是素数

,

于是 汉
一 ,

,

由 3
·

知 ( F “ (二 ) -

了 / 、

~
’

叼 d
’

一

~ 刁 `

从
’ 一

” 脚 伏 d 一
` 广” 尸 化 片“

叭
’ J

化 r d
一

尸
’

山
。 乃曰 、 J

l
,

M ( x ) ) = l
,

但 F ` ( x ) 一 l ! F
, d ( x ) 一 z ,

所以 ( F ` (二 ) 一 z ,

M ( , ) )一 1
.

再证
,

对 V d
, 0 < d <

.

N
,

有 ( F ` ( x ) 一 1 ,

M (二 )) 二 1
.

用归纳法
。

当 d = 1 时
,

由于 d 】N
,

故 ( F ` ( x)
一 l

,

M ( x) ) = 1 ,

设对一 切 u , 。 <
。
< d 均 有

( F
“

( x ) 一 1
,

M ( x ) ) = z ,

下证 ( F ` ( x ) 一 l
,

M ( x ) ) = 1
.

设N = k d + : ,

o 《 ;
< d

。

若
: = 0

.

则 d !N
,

故 ( F ` ( 二 ) 一
,

M (二 ) )
: 二 1 ;若 。<

r
<

d
,

由 于

F N ( x ) 一 l 二 F
k ` 十 f

( x ) 一 l 二 F
f

( x ) ( F . d ( x ) 一 z ) + F
,

(〕 : ) 一 z 二 0 m o d M ( x )

故 F
f

( x ) ( F 考` (x ) 一 l ) 二 一 ( F
f

( x ) 一 l ) m o d M ( x )

但 ( F
f

( x ) 一 l ,

M ( x ) ) 二 l ,

故 ( F
,

(x ) ( F
必 d ( : ) 一 l )

,

M ( x ) ) = l
。

由 于 F
` ( x ) -

i }F
,

( x ) ( F
七`
( x ) 一 1 )

,

所 以 ( F d (二 ) 一 i ,

M ( x ) ) = 1
.

因 此
,

对 V d
,

o < d < N 都 有

( F ` ( x ) 一 1
,

M ( x ) ) = l ,

根据定理 3
.

1 知
<N

,

F ( x )
,

M ( ..r ) >构成一个多项式变换
。

证毕
。

该定理可认为是 P
.

J
.

E r
de l s k y 关于数论变换的一个定理之推广

,

见【9 ]
。

定理 .3 3 设 切 (劝 二叫
,

( x) … , 仪
“ ( x)

, 切 : (劝
, … ,

。 ( 二 )是不可约 多项 式
,

且 互

不相同
,

其次数分别为
n ; ,

二
, n 。 ,

l
: n ; + … 十 l : 。 。 二 n ,

则存在以 切 (劝 为模
,

长 刀 的 多

项式变换的充要条件为
:

N !O (切 x( )) 厅 ( p , ” : 一 1
, … ,

户 , ” ` 一 l)

证明

1) 必要性若存在长为 N 模 甲 ( x) 的多项式 变 换
,

则 必 存 在 F ( x) 〔 G l 户( p 仍
,

仁司
,

使

F 气 x) 二 l m od 甲 (约
,

且 F
护

( x)
一 l 和 甲 (约互素

,

0 <
:
< 刀

.

故 F (幼 也 是 模 切 `
(功 的

N 阶单位根
, 1簇 i 《 k

,

根据二节性质 3的推论易知 N }p 。
” 。 一 1 ,

1簇 i簇 k
,

故 N }O (明 (劝 )
.

2 ) 充分性

设N OI (甲 (x) )
,

于是 N }p m
” ` 一 1 , i = 1 , …

,

k
.

由二节性 质 5 知 存 在 F ` (劝
,

使

凡 x( )是 模叫
`
x( )的 N 阶单位根

,

且 F
` ( x) 也是模 。 〔x) 的 N 阶单位根

。

根据孙子定理
,

可构造 F ( x) 满足 F (` ) , F ` ( x) m do 祠 Z伽 )
,

`二 1
,

…
,

k, 于 是 F ( x) 对模
, p (` )的 阶 为

N
,

而且 F ( x) 对模 切` ( x) 的阶亦为N
,

i二 1 , … ,

k
.

所以
,

对 V d
,

。 < d < N
, 《 F d (劝

一 1
,
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* , ( x ) ) = l
,

故 ( F ` ( x ) 一 l
,

。 ( x ) ) 二 1
.

又 因 为 F
N ( r ) , l m o d甲呀(

x )
,

故 F
N ( x ) `

1 m od 叭x)
.

根据定理 3
.

1
, <N

,

F ( x)
,

切 ( x) >构成一个多项式变换
。

证毕
。

定理 3
·

4 设 叭
` ) = 叫

,

( x) … 叽
` (` )是 * ( T )的素因子 分 解 式

,

N OI (叫
T ”

,

则

恰有 尹
七

( N )个长N 模 中 (劝且变换因子对模 叫 x) 两两不同余的多项式变换
。

证明 设 F ` ( x) 是模 列了( x) 的一个N 阶单位根
,

由二节性质 5 可知 尸 ` (了 ) 也 是 模

切 `
x( )的N 阶单位根

,

于是利用孙子定理构造 F ( x) 满足其
:

F ( x ) , F
` ( x ) m o d * {

` ( x )
, `二 l

, … ,

k

这样的 F (习对模 叭 x) 唯一
,

而且 <N
,

F ( x)
,

甲 ( x)
>
构成一个多项式变换

;
另外

,

若
<

N, (F x)
,

抓 x)
>
构成一个多项式变换

,

由定理 3
.

1 可知
,
F (` )必然是模 训“ (对的 N

阶单位根
。

由于对每个词“ (二 )
,

其 N 阶单位根恰有 , ( N )个对模叫
` (` )两两不 同 余

,

因而对模 中 ( x) 两两不同余的长 N 模 切 ( x) 的变换因子恰有 甲“ ( N )个
。

证毕
。

由定理 3
.

3 可知
,

若 , ( x) = 叫
,

(` 卜
·

*分( x)
,

N (I p , ” , 一 l, …
,

p ` ” ` 一 l)
,

则 只

要 F (x) 是每个 材 J ( x) 的N 阶单位根
, <N

,

F (` ), 切 (` 》 便构成一个多项式 变 换
。

因

而问肠是如何求祠了( x) 的 N阶单位根
。

下面的定理将使这个问题简化
。

定理 3
.

5 设 N = N
:

N Z ,

( N : ,

N Z ) = l
,

则

1
。

若 F `
( x )为 切 ( x )的 N

`
阶单位根

,

f = l
,
2

,

则 F ( x ) 二 F
; ( x ) F Z ( x )m o d 切 ( x )

是 中 ( x) 的N 阶单位根 ;

2
。

若
<N 。 ,

F
` ( x )

, 切 ( x ) >构成一个多项式变换
,

i = l
,

2
,

则
< N

,

F ( x )
,

甲 ( x ) > 构

成多项式变换
,

其中 F ( x) 二 F ; ( x) F : (劝m od 切 ( x)
.

证明 1
。

显然
,

( F : ( x ) F Z ( x ) ) N二 1 m o d 切 ( x )
,

所以
,

若 F ( x )对模 切 ( x )之阶为 d
,

则 d ,N
.

另一方面
,

( F : ( x ) F Z ( ` ) ) “ N
, , F了N

`
( x ) F梦N

, ( x ) “ F
: “ N ,

(
x ) ` 1 m o d 切 ( x )

,

所以 N :
}d N

; ,

但 ( N l ,

N Z ) = l ,

故
,

N : 】d
,

同理可证 N
:

!d
,

所以 N !d
.

综上所述得 d 二 N
.

2
。

由 1
“

及定理 3
.

5 前的说明知其成立
。

证毕
。

现在
,

我们可以给出如下求多项式变换的方法
:

1
。

分 解 , ( x ), 设 * ( x) 二 ,个(
x 》 ” *

分(
x ), 再分解 N

,

设 N = 叮
, ”

·

“少
,

“ , , … ,

q
。

是互异素数 (当然要求 N !O (甲 ( x) )

2
。

求每个叭
` (` )的 叮

` 阶单位根
,

设为 F . , (
` ), 取 F . ( , ) , F ` : (` 》 二 F `。 (` 》

m o d中毛
` ( x )

.

3
。

用孙子定理构造 F ( x) 满足
:

F ( x ) , F
` ( x ) m o d甲气

` (x )
, ` = l

,

2
, …

,

`
,

则
<N

,

F ( x)
, 中 ( x)

>
构成一个多项式变换

。

味
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诫
例 在 ` F ( 5) “ 2 5

上求模护 十 l 长为 24 的多项式变换

解 不难验证 x4 + 1二 (护 十 2) ( x Z 一 2) 是 它 在 Z 。
上 的 不 可 约 多

.

听式 分 解
,

故

O x( ` + l) = (5 2 一 l
,

5
’ 一 1) 二 24

,

由定理 3
.

3 知长 24 模 x4 + 1 的多项式变换存在
。

2 4 = 8 K 3

求护 + 2 和
x Z 一 2 的 8 阶和 3 阶单位根

。

对 任 意 正 整 数
。 ,

若 ( a
, 5 ) 二 l ,

则
a ` 二 z m

`〕d s
,

而 x `二 一 I n l ( 》d ( x , 士 2 )
,

故

( a x )“
一 l m o d ( x Z :=I 幻

,

( a x ) “二 l m o d ( x , 士 2 )
,

故
a x
是模 ( x Z 土 2 )的 s 阶单位 根

,

a 二 1
,
2

,

3
,
4

.

设 ax + b 是模护 + 2 的一个三 阶 单 位根
,

则 必 然 ( ax + b)
“ 二 1 m

.〕
d( 护 十 2)

.

故

(
a x + b ) 5 . ( a x + b ) 2 m o d ( x Z + 2 )

,

注意到 ( a x + b ) “ 二 a x s + b , 一 a x + b m
o d ( x 4+ 1 )

,

所以可得 b + 2 a 2 一 b Z 二 0 m o d s

a + Z a b二 0 m o d s

该方程组之非零解为
a 益 0

b二 1

m o d s

m o d s

b` 2

a , 士 1

m o d s

m o d s

加

第一组解显然不是三阶单位根
,

因而第二组解必是三阶单位根 (因为 x Z + 2 的三阶

单位根恰有两个 )
,

郎士 x + 2 是模 护 + 2 的两个 3 阶单位根
。

同理 可得 士 x2 十 2 是模 护
一 2 的两个三阶单位根

。

所以 护 十 2 的 2 4 阶单位根为
a
x( 土

x 十 2)
.

护 一 2 的 24 阶单位根为 bx( 士 Z x + 2)

a 等 o m o d s
,
b共 O m o d s

利用孙子定理构造 F ( x) 满足
:

F ( x ) , a x (士 x + 2 ) m o d (x Z + 2 )

F ( x )二 b x (士 Zx + 2 ) m o d ( x Z 一 2 )

解的一般形式为

F ( x )二 a x (士 x + 2 ) (x Z 一 2 ) 一 b x (士 Zx + 2 ) ( x Z + 2 ) m o d ( x 4 + ]
.

)

这样的 F (x) 便是所求的变换因子
,

恰有 甲 2 ( 2 4) 二 6 4 个
,

它们对模 x’ + 1 两两不同余
。

取
a = b = 1

,

可求得 4 个解为

2 x 2 + Zx + 2
, 4x 2 + Zx + 1

,
x Z + Z x + 4

, 3 x 2 + Z x + 3
.

它们都是长 24 模砂 十 l 的变换因子
。

四
、

两个有用的变换

利用上节的定理 3
.

2 可得到下面两个变换
。

l
’

q 是一个素数
, q奔 p

,

则 q< ` ,

F ( x)
,

M ( x)
>
构成 G F ( p勺上一个 多项 式 变

换
。

这里 M ( 二 ) 二 ( F
q `
( x ) 一 1 ) / ( F

q ` 一 `

( x ) 一 1 )
,

F ( x )是 G F ( 尹协 ) [
x 」中任何次数不 小

于 1 的多项式
,

l 是 任 意 自然 数
。

特 别 地
,

若 取 F (劝 = x ,

则
<
护

, x ,

(到
` 一 l) /

(x
“ ` 一 ’ 一 l) ,

构成一个变换 ; 又若 q = 2
,

便有 2< ` ,
x ,

沙
` 一 ’ 十 >l 构成一个多项 式 变 换

(若 p 是奇素数 )
。

2
。

设 p
,

q 是互不相同的两个奇素数
,

则
` 2少

,

F (劝
,

M ( x 》 构成 ` F ( p吟上
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一个多项式变换
,

l 是任意自然数
,

F ( x) 是 ` F ( p 邢 )【x] 中任何次数不小 于 1 的 多项

式
,

M (x ) = ( F
q `
( x ) + 1 ) / ( F

q ` 一 `

( x ) + 1 )
.

特别地
,

若 取 F (
x ) = x ,

便 有
< 2叮̀

, x ,

卜

x(
。 `

+ 1 ) / x(
。 ` 一 ` + 1》 构成一个多项式变换

。

我们选择 2
。

加以证明
。

1
“

的证明类似
。

根据定理 3
.

2
,

只需证明 ( F
q `
( x ) 一 1

,

M ( x ) ) = 1
,

且 ( F Z , ` 一 ’

(
.

: ) 一 1
,

M ( x ) ) = l

(因为显然 [ F (x ) )
2 “ `

, 1 m o d M ( x ) )

事实上
,

由于 2一 ’
( F g `

( x ) + z ) 一 2
一 ’
( F

“ `
( x ) 一 1 ) = z

,

故 ( F
“ `
( x ) + 1 ,

F
,I `
( x ) -

l ) 二 l ,

但 M ( x ) }F
“ `
( x ) + l

,

所以 ( F
q `
( x ) 一 l

,

M ( 二 ) ) = 1
.

另外
,

M ( x ) == ( F
q `
( x ) + l ) / ( F

q ` 一 `

( x ) + l )

二
丫 ( 一 1 )

`
二 ` q `一 ’ (、 ) -

` = 0

( q一 1 ) 2
.

[ (一 ) 2 、 一 1 尸 ( “ i 一 ` ) q ` 一 ` ( x )

+ ( 一 z )
, `尸 2 `“ ` 一 ’ ( x ) + l ]

= 习 { (
一 1 ) “

`一 , 〔F ( 2` 一 ` ) q `一 ’ (二 ) + 1 ] + (一 1 )“
`

]尸
Zi q ` 一 ’ (

,

) 一 1 ] }十 。

若目 1

注意到上式中和式的每一项都可以 被 F
“ ` 一 `

( x) 十 1 整 除
,

故 可 设 整 个 和 式 为

( F
“ ` 一 `

( x ) + l ) Q。 )
,

于是 M ( x ) = ( F “ ` 一 `

( x ) + z )Q ( x ) + Q
.

由于 ( g
,

M ( x ) ) = 一
,

所

( F
q ` 一 ,

( x ) + l
,

M (
x
) ) = 1

,

又 因 为 F
q ` 一 `

( x ) 一 l ! F
q `

( x ) 一 l
,

故 ( F
” ` 一 `

( x ) 一 1
,

M ( x ) ) = 1
,

综上有 ( F “ q ` 一 ’

( x ) 一 l
,

M (
二 ) ) = 1

.

证毕

在实际应用中
,

通常要求变换因子越简单越好
,

而上面两个变换中
,

变换因子可取

x ,

因而是很好的
。

致谢 本文承蒙蒋增荣老师指导
,

深表谢意
。
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