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允 许 拒 绝 的 秘 书 问 题

金 治 明

摘 要 本文考店 了一类特珠的秘书问题
,

每一名候选 的姑娘都因某种理

由以一定棍率拒绝入选
,

而 且仅定这个拒绝概率 只与候选人 的绝对名次有关
。

本文给出了这一问题 的滚优停止规则
,

推广 了文献 〔Z J的结果
。

_ 砚1 佳
.

、 谬 母 口

吞
秘书问题是最优停止理论中一个重要而又引人入胜的理论模型

。

它的意义当然不只

限于选择秘书
,

实际中许多最优选择的问题都可以化为秘书问厢来解决
。

秘书问题的原型是这样的
。

一个经理要从 N 个姑娘中选用一名秘书
。

按 照 某 种 标

准
,

我们可以把这 N 位姑娘排成第 l ,

2
,

…
,

N 名
。

经理每次会见一名姑娘
,

通过面试

决定录用与否
。

如果录用当前这位姑娘
,

则停止下面的会见
,

否则进行下一次会见
,

而

且假定每名姑娘一经拒绝就再也不能招回
。

在每次会见时
,

经理 只能知道 当前的姑娘与

已会见的姑娘相比 的 相 对 名次
,

并不能知道她的绝对名次
。

我们假设姑娘到来的优劣

次序是随机的
,

问经理应怎样决定他的录用策略
,

也就是采取什么方式来停止他的会见

才是最优的
。

所谓最优
,

可以有不同的标准
。

比如
,

使得选中最好的姑娘 (郎选中第 1

名姑娘 ) 的概率最大
,

或者使得选取姑娘的绝对名次的数学期望最小
。

在 〔4 1中我们选

用第二种标准
,

本文采用 第一种标准
。

令 口 = { a(
: , a Z ,

…
,

aN ) :
其中 (a : ,

…
,

仰 )是 1
,

2
,

一
,

N 的一个排列 }
,

并规 定 每

办

一个基本事件的概率是相等的
,

都等于
六

·

“ ` 是“ 的一切子集的全体
,

它是一 个 。

代数
。

我们用 b : ,

b
: , … ,

如 表示某一个排列
,

则 b
。 , 1《 n《 N 是随机变量

。

设 夕。

等于 6 : ,

b : ,

…
,

6
。

中小于等于 b
。

的个数
,

郎 b
。

的相对名次
。

了
.
= a ( y : , y : ,

…
,

协 )
.

X
。
= 尸 ( b

。
= 1 }了

。

)
.

称取正整数值的随机变量 t 为停止规则
,

郎指它满 足 { t “ n} 〔
.

厂
” ,

且 t < oo
a . : .

容易

算得

E X . = P ( b` = 1 )
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按照第一个标准
,

我们的 目的是选一个停止规则 t 份 ,

使得

E X .t “ s
uP E X

。

叁尹
t C T

其中 T 是一切停止规则的全体
,

而称犷
万
为序列 {X

, ,

1簇 n 亥 N }的值
,

郎问 题 的 最 优

值
。

C h o w ,

Y
.

S
.

和 R o b ib sn
.

H 在文献 〔l] 中证明了
,

此时最优规则是

t 份 二 i n f {
。
)

r . :

加二 l }

卜

其中
犷 .

△r `
( N ) 一 `n ` l

犷 ,

恩 {
一

( 1 )
,

而且证明 了
R )

_ _

.
, ·

r

1 1 1 11

—N呻 .

又鬓) = 1i m 犷二 = 工、 。
.

3 6 5

j V N , , 仑

经理该怎样运用这个最优规则呢 ? 比 如应试的姑娘有 10 0 名
,

那么经理 对 前 37 位

只会见而不录用
,

而当接见第 38 位姑娘就看它是否比前 37 位都好
。

如果她 比 前 37 位

好则录用第 38 位
,

否则会见下一位
。

如此下去
,

一道到遇见一位比前面都好的 姑 娘
。

最不幸的事情也可能发生
,

也就是从第 38 位之后再也找不到一位比前面都好的 姑 娘
,

于是只能录用最后一位应试者
。

但是容易算得这件事发生的概率是很小很小的
。

秘书问题近年来有许多深入的研究
。

比 如
, ’

研究第二标准的秘书问题
,

无限个秘书

的问惬
,

多个选择的问题
,

姑娘到来的次序服从特定分布的问题
,

可招回的秘书问题等

等
。

M
.

H
.

S M I T H 在文献【2] 中讨论了每一个候选的姑娘都有固定的概率 1一 p 拒绝入选

的问题
。

【幻中证明了此时最优停止是
t .
二 i n f (

。 > r 奋 : 夕, = l }

峨

其中 r 番二 i n f 拭
1 +

平)
(

箭名.rr

1im
凡篇 N

1

= 1im犷刀 = 夕 l 一 p

二
、

允许拒绝的秘书问题

本文考虑每位姑娘的拒绝概率与她的绝对名次有关的情形
。

当然更符合实际的应假

定拒绝概率是绝对名次的递减函数
。

但是我们的研究表明不必作此假定
。

设每位姑娘拒绝与否及其概率只与她的绝对名次有关
,

与她的相对名次以及其它姑

娘是否拒绝是独立的
。

第
n
时刻应试的姑娘b

,

拒绝入选

否则
( 1 )

则 y
: ,

Z
, ,

y Z ,

2 2 ,

… ,
y 万

,
Z 二 是独立 的 随 机变量

,

且假定

P ( Z
。 = 1 }b

。
= k ) = P 。

了
, = u ( Y : ,

2 1 , …
,

Y
。 ,

Z
,

)
, l 《 儿镇 N

于是
,

当葱二 1
,

k二 l 时

( 2 )
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喊
P( b

,
= l

,

Z
, = l }Y

, = k
,

Z
, = i )

= P ( b
,

= 1
,

Z
,

二 1
,

Y
,

= l ) /尹 (Y
r = 1 ,

Z
, = l )

二 P ( Z
,

== 1 !b
, = l )尸 ( b

, = l )八夕 ( Y
, = z )

·

p ( Z
, = l )」

一
,

了愈
, `

( 3 )

显然

X
,

些 P ( b
, = 1 ,

Z
, 二 l }了

,

)

= P ( b
, = l ,

Z
, = 1 }Y

, ,

Z
,

)

I / 坦 、
_

一
L

r p l

/ 魁
p `

)了
〔`

· “ ’ ,

`
· “ ` ’ ( 4 )

对任何停时

“ `
:
一

誊J
x

, -

I t = r l

I [。
, = 1 ,

z
r = 1 1 = P ( b

: 二 l
,

Z ` = 一) ( 5 )

月

!
`

断N
习咭

我们的 目的是求停时

令

使 E X
.

达到最大
,

亦郎最好的姑娘被选中的概率最大
。

ó

、.尹、 .产

67
了.、了̀、, 二一 x ;

一华色 , 〔 Y , = : ,
z 、 二 1〕

奋

`、产、 .声

80甘
矛.、、了吸
、

习 p `

` 目 1

v ,

= X
,

V E (下
。 十 :

}了
。

) n = N 一 z ,

N 一 2 , … ,

1

容易由后退归纳 法证明
,

八
、 ;

与了
。

独立
, n = N 一 1 ,

N 一 2
,

… , 1 于是

? 。
= X

o

V E 丫
。 十 :
丛X

”

V
t, 。

其中记
v :

二 E 价
, : , n = O

,

1
,
2

,

… : , N , L 那么最优规则是

t 朴 = i n f {
r 》 z : X

,

>
v ,

}

因

lPǔN一一
、 .产j .上

一一汾Z
刁.1

一一刀y
了̀
、

P靶勤一一万刃E一一万下E一一-
NV

v , _ , = E 丫
, = E X

,
1 r x

,

》 。 ,
J + v r

P ( X
,

<
。 r

)

f
。 。

.

、
二 U ,

十 . 几
;

~
- 一 V f .

(么
p `

)

N
+

习 尹`

. ` = 1

N r
( 1 0 )

这样 v ,

单调 下 降
,

且 枷
一 : =货>

” ,

书色 随
、 :
单 调 上 升

,

刁 p 。

且 当
; 一 N 时

,
一

誉必 >

习 p .

` = 1 ` 一 1

加
p :

>
v , 一 :

.

因此必有
r . ,

使得当
r
)

r 朴

时
, v r

狡
r 户 l

八

万 P .

` , 1

由式 ( 10 )得
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P `

) t护 - -一 口 , =

N

习 p 。

一 诉 鱼

湍亩
卜

+

灸
r > r .

( 1 1 )

我们来解上述差分方程
。

用试验法先求得它的一个特解
。

令

C
r ~

了气r ) =
一花下 , r ` 分 r ”

1 V

代回 ( 1 1 )式定出常数 C
,

于是

f ( r ) =
r P -

r > r .

N 一
习 p `

令
: , 二 。 , 一

(j
, )

,

它满足齐次差分方程

“ , -

一 材一
= 一

分
, `

主

赘万
u· r

>
r .

边界条件

助万 _ 一 = 刀脚 一 l

一 l( N
一 l )二续 +

巡二鬓巨
,

JV
、 r

带
,

z v 一 名翻 P `

` 一 1 峨

从而解得

、 了 么 、
+

~
.

兰续弄
一

}
.

节
`

!
; 一

遨竺}
N

一

众
, 。

) “
+--r ,

(
` , “

)

1一N

了J.̀....、、

角一一f
材

经计算
,

P一
口

左习旦N
一

万奋了.....、、

谧.盛

问只
几

V r = 夕鱼犷
N

N 一
习
` = l

_

}竺鱼
一

N r

p `

l

P 一r

N

N 一
习 P `

陡
;

}
N 一

鱼
, `

{

{
-lrI (

“

~ )
一 ’ ( 12 )

= 1

)t 一 == 口 r签 一 1
r = O

,
1

, … , r

一 l

_ P -

`户口 . 1 —
一

`
~

于

JV

一勿一
"
习间

+
, .几

了口才̀....、、、

其中 r . =

i一

{
柑一 1

r > ` :

月
r

万

N 一
名 P `

` . 1

N k

} , 刀
` 、 _

一—l ~
右

I 名匀 P d

N
( 13 )

孩
最优规则为

( 1 4 )l}t . = i n f {
n > r . : 夕。 = l

,

Z
。
二
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利用初等不等式
N

名 P` _

1

了甲、-- l
`
一

资
<;十

-- l迈
\介 /

一

左

N

习 尸 .

` l

工
,二

`

、、飞J.....lI
1 N

习 尹`

` = 1

P `

川

名 P `

= 1

NǔN一
N
习

( k + 1 ) 一

l
付 一 一 ;二

j V 目 1

丈

以及
r .

的定义
,

可得

(
N 一 分 p `

` 目 ,

1 卷
沂 ` J P `

Z V ` = 1

1 级
万 `仓 , I, `

N

名 P `

>
一

产
-

艺 p `

` = 1

>( 均

: _
l

N ` . 1

一
J.二

、、、.J....声/
1N

r

一 l 一

从而
1

二 l im
N 口今 . .

I N

}里〕
\ N

川

名 P
口 1

l i m篇
VI 叶 “ 1 丫

, \ l 一入

恩少
`

}
“

N l
( 1 5 )

r’

惫 (只要右方极限存在 )
。

如果再假定

l im P
。
= P

月 创心 . .

~ .
育 ·

r
i l
m下矛 =

yI 崎 . 上丫

P l一 p ( 16 )而则

l im犷万 = Ii m u o = l i m u r .

=

N叶 . N 砷 . 入叶。

~ .
, ·

了

1 1 11】一 二 二 P 一P l 一 ,

N叶 . N 共
; 1 -

习 p `

最后我们给出最优值的表达式

V 万二 u o

l
ee

…
Jes

一.上
一

`

、、,.....万了N

仁
,

{
二l

` 1 +

N
一
习 p `

二 r 价 一 1
.

` . 1

N k

= 1 \

P -

扣

N 一
习
` . 1

1 1 工 \ /

}
_

`
_

, N
一

卫 勿 ! 七
:

,

二}
( r ’ 一 ` ’

}
, + 万丈石二智.

{
`
性毛

·

(
“

一 r . + 1

+
曰.工

了了....几、加

_
尸

z

八

N 一
习 p `!

(
二

一

壳燕
, `

)
*

八
N 一

习 p .

一 r . + 1

二 r .

` 目 1

N k

. 1 ) {
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由 (3 1 )
,

( 1 4 )
,

( 17 )式可见
,

最优规则只与平均值太
1 V

习 p `
有关

,

而最 优 值 V 刀
却

卜
` 二 1

与 p ;
的值有关

。

这个事实是有趣的
。

当 p ` 二 刀 ,

1《 f《 N
,

就化为【2〕中所 讨 论 的 问

题
。

下面的表 1 给出了在

( l ) 尹
l
= 刀2 =

,

二 = P 、 = 0
.

5

( 2 ) , 1一 0
.

8
,

票
Z y

N

刁 )I ` = 0
.

5

两种情形下
v 。 的值与

r 价

值的比较
。

表 1

P I 二 p Z 二
. “ = P入 = 0

.

5

N

…一 巴竺些 里竺
`
竺

。乃

洲 洲

0 。 3 7 5 0 0

0
。

3 12 5 0

0
。

2 9 6 8 7 味
0

。

2 9 2 1 8

0
。

2 6 9 8 6

0
.

2 5 7 7 0

st
` .

0
.

2 5 3 7 9

10 0 0
。

2 5 1 8 7

36,三2

234610舫的

1 0 0 0 2 5 1 0
。

2 50 18

2 6

2 5 1

0
.

6 0 0 0 0

0
。

5 0 0 0 0

Q
。

4 早5 0 0

0
.

4 6 7 5 0

0
。

4 3 17 7

0
。

4 12 3 2

0
.

4 0 6 0 6

0
。

4 0 3 0 1

0
。

4 0 0 3 0
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