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电磁场边值问题的解法述评

张 钧

摘 要 本文综述 了时谐场边值问题的各种解法
。

从解的特性和数学物理

方法两方 面评述 了各种解法的特
.

点和应用范围
。

一
、

引 言

电磁爆边值问题的解法为分析和设计电磁踢工程问题提供了依据
,

它在解决和发展

电磁踢问题中占有极重要的地位
。

本文着重介绍时谐场的稳态解法
,

不涉及暂态解
。

且

仅从解的特性和数学物理方法两方面作 一评述
。

滩

二
、

按解的特性分类

由解的特性来分类
,

大致可将解法分为三类
。

1
.

严格解

釜

这是从麦氏方程和边界条件出发
,

能获得严格解的方法
。

严格解虽然比较复杂
,

但在

理论和工程上占有很重要的地位
。

郎使在数值计算技术日盆发展的今天
,

它仍然是人们

感兴趣的
。

这是因为有以下几点
:

( 1) 根据边值问题的唯一性定理
.

严格解的正确性可以通过充分必要条件来检验
。

因而它可以为近似解或数值解的正确性提供检验
。

( 2) 严格解可以得到解析表达式
,

由它可道观研究各参量之 间的关系
,

便于优化设

计
。

( 3) 它是许多近似或数值解法发展的基础
,

例如几何绕射理论和微扰法等都是在严

格解法基础上发展起来的
。

严格解的局限性为
:

( l) 分析和计算较复杂
,

目前只有少数电磁问题有严格解
。

( 2) 少数有严格解 的问题往往也是在理想化条件下得到的
。

例如
,

矩形波导的严格

解是在假设壁的电导率 。 = co 而得到的
。

如考虑 二 有限
,

还无严格解
。

圆形波导考虑 a

有限有严格解
。

2
,

近似解

它是指对某一实际边值问题所建立的数学模型
,

用近似解法得到一个具有明确表达

式的近似解
。

例如变分法和微扰法等
。

这是一种常川的方法
,

现今仍 占 有 一 定重要地

位
。

它的优点为
:
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( ) l有表达式
,

可以道观研究各参量 间的关系
,

计算简便和省时
,

便于优化设计
。

( 2) 有些近似法借助计算机
,

原则上可得到你所要求的任意精度
。

当然
,

实际上要

受计算机容量
、

速度和舍入误差的限制
。

( 3) 某些近似法 (如变分法 ) 可以估计解的误差范围
。

近似解的局限性为
:

( 1) 解的误差或正确性不易估计
。

现在对许多近似解的误差已有 了解
,

或者已得到

一些粗估误差的公式
。

( 2) 它的应用范围虽比严格解法已大大扩展
,

但仍有许多复杂边植问题无近似解或

得到的解误差太大而无法实用
。

3
,

数值解

这是近十来年发展最快的一种方法
。

它的突出优点是
,

原则上适用任何复杂的边界

问题
。

且可得到你所要求的精度
。

任何数值解法的主要特征都是将速续函数离散化
,

再

解联立方程组得数值解
。

边界形状愈复杂或要求精度愈高
,

则方程组的阶数愈高
。

因此
`

实 际上 数 值法还要受计算机容量
、

速度和舍入误差的限制
。

随着亘型计算机和数值计

算方法的发展
,

将使许多过去只能依靠实验来设计的问题都可借助数值法来实现
,

并可

作到优化设计
。

数值法除受条件和经济限制外
,

还有一点不足
。

这就是数值解目前还没

有找到一种比较简单的充分必要检验手段来验证解的正确性或估计误差
。

有的虽有误差

估计公式
,

但又偏于保守而无法实用
。

目前行之有效的手段除实验验证外 就 是 收 救试

验
,

但要以大量消耗机时为代价
。

综上所述
,

三种解各有特点
,

它们相互促进
,

互相补充
,

不能绝对肯定那一种
,

当

前以数值解法发展最快
。

本

抓

三
、

按数学物理方法分类

解法很多
,

这里我们只按数学或物理方面的主要特征来说明一些 基 本 和 常用的方

法
。

同时还应指出
,

一个具体问题往往可用多种解法或需数种方法联合使用
。

而且在解的

过程还要借助许多电磁定理和概念
,

如二重性原理
,

等效定理
、

感应定 理
、

巴 比 特 定

理
,

S
c hw a r z

反射原理和反应概念等 [` 〕[ 2〕 。

.1 分离变 t 法一偏微分方程法 3[
, 4〕

大家知道
,

释电磁爆边值问题可以归结为解拉普 J
一

立斯或泊松方程
,

再加第一或第二

类边界条件或二者组合
。

时潜电磁爆边植问题的稳态解为解矢童或标量的
、

齐次或非齐

次的波动方程 (又称亥姆霍兹方程 )
,

加边界条件
。

如求暂态解还要包括初始条件
。

根据唯一性定理知
,

由 S 封闭面包围的均匀空间
,

爆或位满足波动方程
,

如在 S 上

满足 E
.
或 H

`
的边界条件

,

则解是唯一的
。

如在二个不 同介质的均匀区域
,

则在交界面

S 。
上还要同时满足 E

`

和 H
`
的速续条件 解才唯一确定

。

还要指出
,

获得解答 的 充 分

必要检验是解满足麦氏方程加边界条件
。

因为虽然所有满足麦氏方程的爆量必须满足波

动方程
,

但反之则不然
。

为 了能写出边界条件的表达式
,

实际问题的边界必须选择与一组正交曲线坐标系的

一个或数个坐标面重合
。

而分离变量法只有在坐标系的斯达克尔 矩 阵 i萌足 一 定 条 件

呀
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下 ] 4 3 1 [ [才能应用
。

对于标量亥姆霍兹方程

甲
2功 +kZ功二 o( 1 )

目前只有十一种坐标系能用分离变量
,

它们是直角
、

圆柱面
.

球 酥
、

椭圆柱面
、

抛物柱

面
、

抛物面
、

旋转抛物面
、

长旋转椭球
、

扁旋转椭球
、

锥面和椭球
。

此外
,

还有二种坐

标通过适当变换后拉普拉斯方程可分离变量
,

它们是双球面和环坐标 41t
。

对于矢量波动方程除直角坐标系可分解为三个标量波动方程外
,

其它坐标系就不一

定能直接得到一个到三个标量波动方程
。

因此
,

必须找到爆矢量与满足标量波动方程的

量之间的关系
,

这有很多方法
,

大致可分为三种情况
:

( l) 直接解 忍或万的波动方程
,

而不借助位函数
。

这就要求爆矢量至少要有一个分

量满足波动方程
。

例如
,

在圆柱坐标
,

E :
和 H :

满足标量波动方程
,

通过 它 求 其 余 分

量
。

又 如
,

当爆量与 Z 轴无关
,

则在道角
、

圆柱
、

椭圆柱和轴物柱面坐标中 E :
和刀

: 可

展成标量波动方程
。

而在爆量对轴对称的情况下
,

在球
、

长和扁旋转椭球以及旋转抛物

面坐标系中
,

E , 和 H , 可化为标量波动方程
。

( 2) 将刃和 H 的分量由下列位函数表示。 `〕

石二 甲切 纵向分量

分量向横

、l!
J

漆

万 二甲
x (口叻)

刃二 工守
、
卫

九

_ 1一
= 二 , V

陀

又 7
x (。矽)

卜

则切和功可在直角
、

圆柱
、

椭圆柱
、

球
、

抛物圆柱和圆锥等六种坐标系下满足标量波动方程
。

( 3) 理论上可证明
,

任何一个踢量可用二个标量位函数来表示
。

因此
,

我们在确定

的某一坐标系下
,

可设法引入各种辅助位函数来求爆
,

而这些辅助位函数是满足标量波动

方程的
。

这是解矢量波动方程 常用的一种方法
。

解标量波动方程还需要用一组正交完备系来表示
,

这些函数组都是一些特殊函数
。

在

这些函数中
,

目前只有三角函数
,

指数函数
。

各类贝塞尔函数
、

各类速带勒让德函数
、

马许

函数和旋转椭球函数等研究比较完善
,

并已制有大量数据和图表供应用
。

其它函数如拉美

函数
、

贝尔函数
,

韦伯函数等虽有解的形式
,

但数据表格不全
,

应用时要自算
,

所以还不常

应用
。

目前实际应用较广泛的只有直角
、

圆柱面
、

球
、

椭圆柱
、

长和扁旋转椭球 等六种坐标

对于有源问题
,

需解非齐次标量波动方程
。

这时
,

除齐次方程的通解外
,

还应加一

个特解 (常为积分形式 )
,

特解一般的求法是用朗斯基行列式的方法得到 〔“ 1
。

如果源 为 d

函数形式点源
,

还可用 d 函数积分性质来求
。

事实上
,

在高频爆中许多问题具有以下特点
。

对不含源的边值问题
,

爆量或位函数

满足齐次标量波动方程
,

而边界条件常常是非齐次的
。

对有源边值问题
,

踢量或位函数

满足非齐次标量波动方程
,

而边界条件往往是齐次的
。

根据微分方程理论
,

一个具有非

齐次边界的齐次方程可以化为齐次边界条件的非齐次方程的求解
,

或者反之
。

因此
,

对

许多边值问题可以通过两种不同途径求爆
,

视那种更为方便
。

分离变量法可得严格解
,

特别适用于边界形状较规则的问题
。

它的缺点是无普遍性
,
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受坐标系的限制
。

幼
.

格林面数法— 积分法 [ 5」

对于一个已知电流源 J分布的边值问题
,

其电踢矢量满足

7
x
甲

x 刃 一 解刃二 一 j 。 月 J

如定义一并矢格林函数 G
,

它满足方程

甲
x
甲

x ` 一 护 G = 一 了d (于一 尸 )

本

( 2 )

( 3 )

其中 I 为单位并矢
,

d 为狄拉克函数
。

将 ( 2) 和 ( 3) 代入拜矢格林公式
,

可得

“ ` , )一 ,。 ;

J
B

J ( ,
,

)
·

承
, ,

} , ) d t, , +

J
·

【̀ O )。 ”̀ · “ ,
·

厦 ( r ’ ` , )

一 (元 x 刃 )
·

甲
` 、 G (于

,

1护 ) ] d
: ( 4 )

由上式可知
,

如已知体积厂 内 J (尸 )和边界 S 上的 * x 否和 元 x 万
,

并已由 (3 )求出

G
,

则由 ( 4) 可求出刃(劝
。

可见
,

格林函数法实质是把微分方程加边界条件的问题转化为

一个积分问题
,

它已包含了边界条件
。

实际问题往往只知道边界 S 上的 丽 义 忍或元 、
H 中

之一个
。

根据唯一性定理
,

爆应唯一确定
,

直接用 ( 4) 无法确定
。

为此可 规 定 ` 的条

件
。

如巳知 S 上 元 x 刃
,

则规定在 S 上

俪 x
G = 0 ( 5 )

称为第一类电并矢格林函数
。

此时
,

( 4) 中面积分中第一项消失

当巳知 S 上豆 x 万时
,

则规定 S 上

元 x 7
` x G = 0 ( 6 )

称为第二类电并矢格林函数
。

此时
,

( 4) 中面积分中第二项消失
。

并矢格林函数的种类很多
,

可见「5 ]
。

求解并矢格林函数的方法也很多
,

可采用分离

变量法
、

镜象法
、

傅里叶或拉普拉斯变换法
、

欧姆
一
瑞利法

、

复变函数法等
。

目前 对 各

种典型边界形状的各类并矢格林函数已在许多文献中〔” ][ “ 〕 中列出
,

可以道接利用
。

格林函数法的用途有三
。

( 1) 已知 S 内源分布 J (衬 ) 和 S 上边界条件之一
,

可以利

用此法求爆的严格解
。

( 2) 如源分布未知
,

可根据概念和经验
,

假设一近似分布
,

根据

此法求出近似解
。

(3 ) 如需求上一 问题的严格解
,

利用格林函数可方便地建 立 积 分 方

程
,

再利用积分方程法求出源分布或爆
。

格林函数法主要优点是
,

从数学形式上说
,

它具有普遍性
,

公式形式不依赖于坐标

系
。

当利用近似源分布求爆时
,

由于利用积分求爆
,

所以计算误差较小
。

它的主要缺点

是对复杂边界问题格林函数表示式求不出 ; 另一缺点是积分求爆有时积不出来
,

但总可

以利用数值积分
。

3
.

简正波法 7[ 〕

这是另一种已知源求爆分布的方法
,

它特别适用于将空 间爆展成波型的问题
,

例 如

传输线或辐射系统
。

当系统内有源激励时
,

可将系统内生产的爆展成各种波型的迭加
,

呀
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冻
( 7 )

式中万丈和 H 方为各种波型的模函数
,

上标士 号分别表示正反向波或踢
。

在体积 厂内有电流源 J
。

和磁流源 J
。 ,

则各波型的模系数为

“ 丈一 干

封 (eJ
·

, :
一 ` 。

·

“ : ,“ ·

( 8 )

甚

汾

一般 刃言和万丈可以通过解体积内无源的齐次波动方程得到
,

所以简正波法也可看成

解区域内有源的非齐次波动方程的一种方法
。

简正波法和格林函数法都是已知源求爆分布的方法
。

它们有一共同的特点
,

郎把包

含边界的复杂问题化成简单的单元 问题来处理
。

前者将垢分成若干基本波型
,

它类似于

电路分析中傅里叶级数法 ; 后者是将爆看成若干点源产生爆的组合
,

它类似电路分析中

的丢阿蔑尔积分
。

可见
,

这两种方法都是处理已知源求爆的最基本的方法
。

4
.

变分 法 [ 2 ] [ 8 ]

许多实际工程问题的求解都可以表为一变分式
,

通过求泛函极值的方法求出爆或参

量
。

求泛函极值一般都不道接利用欧拉方程
,

因为这又回到解偏微分方程
。

实际求解都利

用近似法
,

如里兹法等
。

利用变分法的优点有
:

( l) 它可以得到一个近似表示式
。

( 2) 当待求量是实数时
,

可以求出近似解的误差范围
。

( 3) 变分式是一个稳定解
,

因而它对未知函数的准确性要

求不高
。

当它具有一阶误差时
,

待求量具有二阶误差
,

郎精度提高一个数量级
。

如果需要

进一步提高精度
,

还可以采用迭代变分法
。

变分法应用很广
,

许多问题的近似解都可 利用它求出
。

而且 目前发展的许多数值解

法 (如矩量法和有限元法等 ) 都含有变分原理
。

6
.

徽扰法 [ 1 ] [ 3 ]

微扰法的基本思想是
,

对某一区域内的爆已有严格解或已知解
。

如在此区域内有微小

的扰动
,

则可利用已知解再加上一项扰动解
,

从而得到扰动后的解
。

此法只适用扰动很

小的情况
,

它是一个近似解
。

微扰法也是求近似解的一种常用方法
。

它和变分法是有区别的
,

变分法是从变分式

求出一近似本身的正确解的函数
,

而微扰法是从一个已知解求出扰动后的变分解
。

6
.

积分方程法 [ 2〕〔3 〕 [ 4 〕

这是解边值问题的另一种常用的方法
,

它可以获得严格解或近似解
。

积分方程的建

立方法很多
.

常用格林函数来建立
。

矩量法出现后
,

也常用 iR
o h m o

dn 反应 公 式 来 建

立
。

积分方程的形式通 常有第一类和第二类弗列德赫蒙和沃尔特拉积分方程
。

不同形式

的积分方程解法也不完全相同
,

但大致可归纳为以下几种常用解法
:

( l) 级数解法
,

将待求解的未知函数展成级数形式
,

通过逐步逼近法求出级数解
。

(劝 函数变换解
,

利用傅里叶变换或双边拉普拉斯变换将未知函数变换后求出变换
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解
,

再经反变换得解
。

(3 ) W ien e r
一 H叩 f 法

,

此法可得严格解
,

它适用于七类边值问题
.

其积分方程 的

形式为

,幼 一犷幼 +

介
(一柳

(一 )山 ( 9 )

其中V (习和 G ( 2 一 了 )是巳知的
,

功()z 是未知的
。

( 4) 解积分方程的近似方法也很多
,

但最适用电子计算机作数杭汁算的 还 是 矩 最

法
。

这种方法被认为 70 年代对解边值问题的三大成就之一
。

7
.

留数法和修改留数法 2[ 〕9[ 〕

留数法可得严格解
,

此法是将解边值问短的无限线性联立方程组变成
一

围线积分形

式

f F ( 。 )
,

,

—
口 田

J 口 一 仗 I

口

根据线性方程组可以求出复变函数 F (。 )
,

然后通过 求 F (。 ) 的 留 数 得 解
。

此 法 与

W i e n e r
一 H o p f法等价

。

对于一些不能得到严格解的问题
,

可以利用一个辅助形状
,

找到一个与严格解相联

系的问题
,

从而得到一个近似解
,

称为修改留数法
。

8
.

渐近解 [ 2 ] [ 3 1

( 1) 低频渐近解 (准静态法 )

当频率 f , o时
,

波动方程退化为拉普拉斯方程
。

所以准释态法不仅适用于低频似稳

爆
,

且也广泛应用于高频传输线
。

这是因为许多传输线可传T E M 型波
,

其踢满足 或 近

似满足拉普拉斯方程
。

对于传输 T E或 T M 型波的波导
,

由于高次型波有 几> > 久
。

(截止

波长 )
,

所以高次型波爆可近似按拉氏方程求解
。

解拉氏方程除前面已介绍的方法外
,

还可用复变函数法
、

保角变换
、

经象法
、

静电

模拟和奇异积分方程法求解
。

( 2) 高频渐近法

当物体尺寸远大于波长时
,

可近似认为义, 0
。

此时
,

可用光学法来求解
。

最初常用

的两种方法为几何光学法和物理光学法
。

前者比较直观和简单
,

能较准确预测天线主瓣

性能
,

其缺点是对旁瓣或阴影区误差较大
。

后者稍复杂一些
,

准确性略有提高
,

但无质

的变化
。

近年来在某些典型问题的严格解的基础上
,

发展 了几何绕射理 论 ( G T D ) 和 物 理

绕射理论 ( P D T )
。

G T D 的优点是概念简单
,

有数学根据
,

其缺点是在阴影边 界
、

反

射边界和散焦处理论上给出无限大爆
,

需加校正项
,

以及对具体形状根据严格解求绕射

系数比较困难
。

P D T优点是一般都给出有限爆 ; G T D能解决的问题 P D T 都能解决
,

反

之则不一定
。

其缺点是积分比较困难
,

对附加面电流项如何选也不易确定
。

所以目前应

用较广泛的还是 G T D
。

值得指出的是
,

70 年代天线三大成就为矩量法
、

G T D 和相控阵天线
,

三 者实质上

都是天线边值问题的成就
。

近几年还广泛采用儿种方法组合起来应用的所谓混合法
,

例

参

愉



奋

吞

电 磁 福 边 植 问 题 的 解 法 述 评 10 9

如矩量法与 G T D相结合等
。

9
.

模匹配法 10[ :

此法比较适合两个具有交界面的均匀区域问题
,

利用交界面述续条件和 波 型 正 交

性
,

可得一组线性联立方程组
,

求解它得堪
。

需要指出
,

模匹配法所得方程组与变分法 中用瑞利
一
里兹法

,

以及积分方程法 中 用

矩量法的伽略金法所得结果相同
。

说明三种方法等价
,

它们都符合变分原理
。

10
.

数值解法 r a〕 r l o〕

在数值解法中目前常用的有有限差分法
,

有限元法和矩量法等
。

任何数值法的本质

都是把速续函数加以离散化
。

对于用积分方程描述的电磁踢
,

则往往离散对象位于边界

面上
,

在微波中常用矩量法计算
。

对于用微分方程描述的电磁场
,

离散对象位于某一踢

域内部
,

此时常用有限差分法或有限元法
。

差分法较有限元法简单
,

但有限元法适用范

围较广
。

这两种方法所得 的系数矩阵具有对称
、

正定和稀疏的特点
。

而采用矩量法所得

矩阵为满阵
。

但在研究幅射和散射问题时
,

还是常用矩量法
。

这是因为
:

( l) 矩量法此时

只需处理物体边界
,

而有限元法却要在整个空间离散化
。

( 2) 矩量祛采用全域基时可以

利用波型或模的概念
,

而有限元法只能逐点计算
。

所以微波中矩量法用得更多一些
,

而在

一些强电工程中差分法和有限元法用得较多
。

数值法计算结果除实验检验外
,

目前还缺少充分必要的检验手段
。

目前常用的必要

检验手段有
:

( 1) 先验知识检验
; ( 2) 能 履守恒检验 ; ( 3) 对比检验 , (超 收教试验检

验等等
。

解边值问题的方法还可列举许多
,

如广义散射矩阵法
,

复功率法等等
。

这里就不一

一列举
。 。

郎使前面介绍的各种方法
,

限于篇幅
,

也只能简述
,

而不能展开讨论
。
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