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模态加速度法在自由界面的

复模态综合技术中的应用

陈兴 国 周科健

摘 要 本文提出 了一种考虑界面力影响的 自由界 面复模态绘合法
。

根据

模态加速度法导出 了部件的物理坐标表达式
,

再根据 系统的虚功原理导出 了来

统广义坐标 的运动方程
,

从而大 大地缩 小 了系统 的独立坐标数
。

并且在执行过

程中不需求 出部件的全部复模 态
。

该方法很适应于 系统各部件分散情况下的单

独实脸和计算
,

从而使得计算和模态试验更 有效地结合起来
。

一 日口
.

会
、 J . `二J

自从六十年代初 H ur t y 〔 1 〕 [幻 的固定界面模态综合法问世后
,

相继又 产生了将刚

体模态和约束模态综合考虑的 C r a
饱
一 B a m p t 。 。 法〔 ” 〕。

从而简化了原始的 H ur yt 方法
。

接着 G 。 ld m a袱 4 :和 H 。 u [ 。 ]又提出了自由界面的部件模态综合法
,

但是其收敛性很差
。

随后 M ac 二
a l[ “ 〕

.

C 。抢〔 7 〕 ,

R u b扭 〔 8 〕分别对其进行了改进
。

实际计算 表明
:

在这些

方法中 C
一 B 法和 C 一 R 法的精度相对地要高一些

。

木文证明了该二方法都可以根据部件

模态加速度方法得到
。

对于工程中的大量向题
,

例如新型的粘弹材料
、

加阻尼器的结构以及土壤 / 结构的

糊合问题等
,

传统的实模态理论已经远远满足不 了工程的需要
,

只能用复模态理论进行

描述
,

复模态综合技术也相应诞生
。

〔9了~ f 1 2了较全面地阐述了复模态理论
。

H邵 se lm an

和 K aP 坛
n l[ “ 了推广了传统的实模态固定界面部件模态综合法

,

其综合过程是在整个系统

一级完成的
。

C r a 谁和 C h u n g 自 4“相应推 广了 H o u 和 G o ld m a n 的 自由 界面 部件 模态综

合法
。

其首次变换虽然是在部件一级 进行
,

然 而
,

正如 H 。 u
和 G ol dm an 的 方法相 类

似
。

由于不考虑界面力的影响
,

其结果的收敛性是相 当差的
。

c r a i g 1[ “ ,虽然考虑了界面

力的影响
,

然而
,

其剩余模态的形成要涉及到部件的所有复模态
,

这就使得该方法很难

同实验过程结合
。

并且由于要计算部件的所有模态
,

因此
,

在计算速度上受限制和在内

存上也是相当花费的
。

L
.

W
u 和 R

.

C er if 〔17 」考虑了两次变换
,

首次是 自由界面的 实模

态变换
,

第二次是固定界面复模态变换
。

相对地过程显得比较繁锁
,

其价值也只局限于

计算方法
,

并且对于如何选取
“

固定界面
”

的广义坐标无一明确的规则和手段
。

本文从

部件的模态加速度法出发
,

得出部件的物理坐标表达式
,

其中考虑了类似的联结模态
,

* 本文曾在第二届振动理论及其应用学术交流会上宣读
19 8`年7月x日收到
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用虚功原理得出方程的最终形式
,

只需取少数几阶部件模态就能得出较好的结果
。

结合

文工18 】所提出的结构参数辩识技术
,

可以有效地利用实测数据进行模态综合
。

二
、

理 论 推 导

用模态加速度法推导实模态综合法部件的物理坐标表达式

C r a i g 一R u b王n
方法的推导

由部件方程 镬

隐 划侧
·

!之划侧
一

{刽
; { ` }

( 1 )

其中 i 表示部件的内自由度
,

j 表示界面上 自由度 (此处仅 表示部件与部件 间 的交界

面 )
。

{ x } = 「功:
] { P

a
} + [功

,
] { P ,

} ( 2 )

其中R 表示刚体位移
,

E 表示弹性位移
,

尸为广义坐标
,

功为部件 自由界面模态
。

[功
a
]

,

{ P :
}

,

[必
,

]
、

{ P ,
}分别满足

[
\

万
a 、

] {户
a
} = 〔功奚] { f } ( 3 )

[
\

M
: 、

] = 〔功:
]

,

[M ] I功
:

] ( 4 )

[
\

材 , 、

] {户
,
} + 汇

`

尤 , ,
] {尸

,
} = 〔协丢] { f } ( 5 )

f
\

M
: 、

〕= [功
,

1
,
[M ] [必

, 〕;
[

\

K
: 、

〕= [功
,

]
,
[尤 ]〔功,

] ( 6 )

设 功
, 已经正则化

, _

且整个系统的振动频率 。 远远地小于部件的某阶频率 。飞
。

则对

于高阶的 .P ( h ) .h )有

}凡! 叼。 莞!P
。
! ( 7 )

故对于高阶的模态坐标有

{ P 。
}士【

\ 。下2 、

1 [功
、
)

,

{ f } ( 8 、

将 ( 2
.

8 )代入 ( 2
.

2 )式得

{ x } = [功
: 〕{p :

} + [功
。

]〔
、

听
2 、

]〔功。
1

,

{ j } + 〔功: 〕{p :
}

= [功
:

] { P :
「

} + 〔功: 〕{p
:

} + { [功
,
1〔

“ 。 万
2 、

] [功
:

]
少

一 〔功:
] [

\ 。 王2 、

l〔功:
]

,

} { f }

= [砂
:

] { P ,
} + [功

:
] { P :

} + {〔R ]
,

[月 ] [ R 〕

一 〔诱:
] [

\

叮
2 、

]〔功:
3
全

{f } ( 9 )

其中 L表示低阶保留模态
,

〔R ] = 〔I 】一 〔M 〕 l功a] 〔功司
,

其证明见附录一
。

( 9 ) 式的结果表示
,

物理向量由三部份组成
;
第一部份表示刚体 运动

,

第二部 份

表示低阶的弹性振动
;
第三部份表示高阶弹性振动的近似贡献

。
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事实上
,

由计算结果知
:

在 ( 2
.

9) 式中
,

不计 〔功:
l 〔、 护\ ]睁

:
]

, 所得的结果也相差

无几
。

2 ) C r a i g 一 B a m p t o n
方法的推导

取方程 ( 1 )的
_ _

七半部份得

、 “ * ` + 二 “ x `

一 (、
` , ,

、 ` , )

矜
,

}
几x 夕 J

( 1 0 )

将上式视为一界面固定
,

内部作用有力

一 ( M
` , ,

“
, ,

仁:}
; { , }

( 1 1 )

的结构
。

根据模态加速度法的推导
,

类似 C 一 R 法可得

{二
`

} = (尤下卜 [功
: 〕〔

\ 。 万“ 、

] [功
:
1

, ) { f } + [必
:

] [ P :
]

可以证明 ( 2
.

1 2) 的结果同

{ x `

} = [尤 “ l
一 ’

{f } + 仁功
:
1 { P :

}

是一致的
。

(见附录二 )

结合 ( 1 1 )
,

( 12 )得

( 1 2 )

( 13 )

`一卜
一

t K “ ,一 ( M
` , ,

K
` , ,

仁:}
· ! ,

·
, { p

·
}

忽略界面加速度的影响
,

上式成为

{ x ,

}二 一 〔尤
, `

]
一 ’

〔K ` ,
] {二

,
} + [功

:
] { P :

}

娜
一

!含
一
尤丁李尤

` ,

1{
p ·

}
I J【x 了 )

( 14 )

此即为熟悉的 C 一 B法部件物理坐标的 表示
。

文 〔1 9] 考虑了体对对 {
x `

}的 影响
,

使

得计算结果精度有所提高
。

分
.

用模态加速度法推导复模态综合法部件的物理坐标窦达式

对于非比例阻尼结构
,

直接求解二次特征值问题是很困难的
,

常规地
,

将其化成状

态向量的形式

{
C

LM 1净!誉
一

刹仁}
一

!套} ( 15 )

方程 ( 15) 同方程

[M 〕{云} + [C ] {分}

是完全等价的
,

只是形式上的不同
,

{犷 } = {
x T , 分少 }

, ,

及
r J ,

r七 M l
_ [ , 〕一

l、
。

]
’

贝U( 15 )可以写成

+ 〔K 〕{ x } = { F }

记

( 16 )

{ F
.

} = { F
r , 0 }

T

: 。卜
!誉

一

刹 ( 17 )

[A l { r } + t B I {y } = { F
.

} ( 18 )
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其中〔M ]

,

〔C ]
,

[K l均为正定
、

对称的实数矩阵
。

将 {二} ” {功}砂
t
及任 } = 久 {功}

e 孟,
代入 ( 18 )得

{ 〔A ]几+ [ B ] } {护} = {F
.

} ( 1 9 )

其中 {护} = {协
, ,

功
, 几}

, 。

因为系统是欠阻尼的
。

因此
,

这些特征值共辘成对出现 [玛 1。 记作

几l ,

久2 ,
一

,

几
, ,
几

. + , ,
几

. 十 : ,
一

,
几: 。

其中 从
` = 从

` _ : l(’ 二 1
,

2 , … ,

的

当几
`转几 , 时

,

{叻
`
}

,

{沪
,
}对于 [A ]

、

[ B ]满足加权正交
。

设矩阵汇A ]
一 `

t B I不亏损
,

那么 { Y }就 可以 表示 成 {咖 }

合
。

将 { Y } = [护] { P } = [叻才] { P :
} + 〔护、〕{ P 一

}

代入 ( 2
.

19) 式得 (假设 {沪}已对 A 规范化 )

P ` + 久` P ` = {毋百
,
久`
价万} {F

.

}

根据模态加速度类似的推导将 { Y }写成

i( 二 1 , 2
,

… , 2的的 线性 组 .

、 .Jr、 .1、 .2、 .护尹
ǎ
0
J.工,é39曰O曰Q曰Q自了

.、、了、̀了、̀了、̀ t

{ y } = [B l
一 ’

{ F
.

} 一 [ B l

[B ]

一 ’

[A ] { r }

= [ B ]
一 ’

{ F .
} 一

当 降司》 }只 }时 ( 几为系统振动频率
,

一 ’ 〔A ]

而 久.

尝{劝
`

}户
`

为部件高阶频率 )

尸. 、 李{鲜
,

; .

鲜 } {F
,

}
八几

最终得

{ y } == 〔B l
一 `

{ F
.

} +
凡 A彭此

,

毋
:

叮

汽此
,

汽 A神

:

1
`F

·

} + : ,
·

, { p ·
}

一

I
K

一 `

黔
’ `至

1
` F , · 「’ · ’ `’ · ”

其中 L表示低阶的保留复模态
。

{x} = ( K
一 ` + 沪

: A r 价王) { F }+
2 I

习 {价
`
} P `

寸 . 1

倘若系统的阻尼是等于零
,

容易证明 ( 2 3) 退化成 ( 9 )
。

学一一一

3
.

系统运动方程的形式

设有两个部件 。 、

刀 (若部件数多于 2 也很容易推广 )
,

部件的运动方程为

、

l
.̀

J、卜
J

、卜
」

0B
.FF

r
魔
LJr

.、

[M
。

] {云
。

} + [C
。

〕{出
。

} + [ K
o

l { x a

} =

仁M
a
l {云, }+ tC , ] {士, } + [ K , 1 { x , } =

a
、

夕之间的连续条件为

{`
。

} , = {
` , } , , { F

.

} , + { F , } , = 0

( 2 4 )

( 2 5 )
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{x
a

} = 「功
。 : ,

{却 } = [价, : ,

系统的物理坐标表达式为

,二:

{柔: }
, ,

·

1

{;:: }
f凡

乙 ,

{
·

卜
侧

一

!含
`

黔慕
:

慕
.

}众
尸内

( 2 6 )

其中 [必
。 。

] “ 〔K 万
, + 价

。 ` A万之协百
:
1 Lf

。 。

]

[功,。 J = [尤万
` + 价, : A万王价百

:
]〔介

。

1

[,a
。 〕

、

〔加 ]分别表示在 。 、

刀中各交界面坐标依次取 1而其余坐标全部取零所对应的矩

阵
。

将约束条件 (2 5) 记成对 {尸乳
,

F 百
j ,

尸百
: ,

F 百
,
}

,
的约束

,

即

nU
一一

、 ...

l
es
.

J石l,乙I口,口
口口

.

G

其中 G 少
为高矩阵

,

因而存在高矩阵 S 满足

「G l
·

[ S 〕=

将 { P 百
: ,

F 百,
,

P万
: ,

8)7)而0)9)(2(2因(2(3{P百
: ,

0

}
,
记成

玛
: ,

F 石, }
, = 〔S 」

·

{夕}

因而

{筑卜{含
`

功
a 。

0 0

价, :
价,。

[ S 」{ q } 垒 [叻] [S 〕{q } }

此处 {时 为独立的坐标
。

事实
_

匕 由于 {
x

}的表达式中仅包含部件的低阶模态
,

若将 ( 2 8) 代入 ( 24 )则不能严格满足的
。

记误差

、 R }一

!管
“

二
,

}{::卜{乞
`

忍
,

1!::卜!誉
“

芬
,

}{之}
一

{套: l

此误差表示系统的不平衡力
,

令其虚功为零

d才二 {d x
盖

,

= {么百
,

= 叔式
,

= O

由百}
·

{ R }

七万} ( {R } + { F 百
,

F 石}
, ) 一 {由百

,

而百}
·

{ F 百
,

F 石}
,

x

石} ( { R } + { F百
,

F 丢}
, ) 一 ( {吞x百} { F

。

} + {面谷} { F , } )

_

_
_

【0 1
_

_
、

『0 1
若仅考虑 自由振动

,

则 { F 衬二 洛。 矛, {厂对 ” 1 。 矛
t厂 。 I ; 几I, 夕夕户
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所以 ( {衍百} {F
a

} + {占x百} {尸 , } ) = {占此 , } { F
。 , + {占

x

百, } { F , , } = o

其中考虑了约束条件 ( 2 5 )
。

结合 ( 2 8 )
,

( 3 0 )及 ( 3 2 )得

( 3 1 )

{`口
,
} ( !M

费

1 {口} + [C
份

! {空} + 〔K
异

〕{叮} ) = o ( 3 2 )

其中

〔,
·

卜 〔: 〕· : ,〕·

!答
“

县
,

1
。,。。“卜 。“ 〕·

!管
:

益
;

1
〔“ l

〔、
·

卜 : : :
· 「,。

·

!誉
“

异
,

}
: , 1:“卜 :“ :

·

}誉
:

异
;

}
「“ 〕

[C
.

] == 〔5 1
,

[砂1
,

C
a

忿
,

」
〔, : 。S卜 。“ :

·

!乞
:

ca0 !
: S ,

〔M
.

」{叮 }+ [C
.

〕 {空}+ 〔K
.

〕{口 } = o

将伪 }二 { Q }
e义` 代人 ( 2

.

3 3 )
,

且写成

( 3 3 )

(;[’. 管,a]
+

!誉
’ 一

二.){] 9
几

卜
。

( 3 4 )

其中 Z誉二 [功` : ,

功
, a

l
,

·

Z
` ·

[功
、 : ,

功
茗。

1 1= a
、

刀; Z = M
,

K
,

C

计算方程 ( 34 )的低阶特征对可得系统的前若干阶特征对
。

对于物理坐标的系统模态

可用

仁:}一
〔̀ I t“ 1 。̀ ’

`

反变换得到
。

由于 ( 3 4) 的 阶 数 远 远地低于 系统 的物理坐标数
,

因而
,

计算过程得到大大地简

化
。

三
、

数 值 计 算

为了检验方法的正确性和可靠性
,

本文对下图所示的两端固支梁的振动特性进行了

计算
。 a 部件由 6 个单元组成

,

刀部件 由 4 个单元组成
。

分别计算了三种情况
:

1) 整体阻尼是比例的
,

C
。 = 0

.

0 2 K
a ,

C , 二 o
.

0 2 K ,

2) 部件阻尼是比例的
,

而整体阻尼非比例的
,

C
。 二 0

.

0 2 K
a ,

C
, 二 0

.

0 1 K ,

3) 部件阻尼是非比例
,

整体阻尼亦是非比例
。

在例 2 的基础上将 C
。 、

C , 的对 角

线各乘以一因子
,

此时取为 1
.

1 。
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卜二一
一厂丰

PA= 1 El ` IL =0 1L 台6 L = 4

下列的各表仅以频率 (元) 的实部 (。) 和虚部 (。) 作为比较
。

为了节省篇幅仅列出部

份结果
。

设部件 a
、

刀的首项舍去频率为 久
。 , 、

久, , ,

由第二节的模态加速度 推导知
,

系统 的

又必须满足

1几 i < m i n ( i久
a r

}
,

}久 , ,

} ) ( 3 5 )

时所得的结果才正确
。

因此
,

计算结果只保 留了 满 足 ( 3 5) 的 几
。

事实上
,

在计算中可

以发现
:

当义不满足 ( 3 5) 时
,

误差激剧增大
。

表 1 列出了部件频率
,

表 2 对应于例 2 的结果的百分比误差
。

表 3为例 3 的计算结

果
。

其中精确解以十个单元有限元解为准
。

从计算结果可见
,

随着保留模态数的增多
,

复模态综合 结果 堆确地 收敛 到有限元

解
,

其收敛速度大大地优于 C r a i g 一C h u n g的 〔x 4〕
,

仁1 5 ]及 L
.

W
u 一R

.

C r e i f的
,

[1 5〕且计算

工作量又远远地少于文 【1 6 1
、

〔17 1
。

表中的 N
。 、

N ,分别表示取部件保留模态的
“

对
”

数
。

N
.

表示最终形成广义特征问

题的阶数
。

由于部件模态是两两共辘的
,

当部件阻尼是比例时每对模态中只有一个是独

立的
,

这就使得 N
:

的数 目大大地减少
。

对于部件阻尼不可解藕的情况
,

由于部件方程

只有 N
。

和 N ,阶
,

若取的保留数比 N
a

或N , 大时
,

其影响只反应在联结模态中
,

其影响

对高阶明显
,

对低阶影响不大
。

有幸的是
:

工程中多数结构的 自由度数往往很大
,

而从

实验得出的只是很少几阶模态
。

因而上述情况基本上可以排除
。

另外
,

如何搭配 N
。

和

N , 也是十分关键的
。

它们的最佳搭配将使模态综合法更加有效
。

原则上
,

从 第二节的

推导可知
,

部件物理坐标的表达取决于部件舍去模态
。

因此
,

最佳搭配应使各部件的物

理坐标表达式的误差最接近
,

即 巨
。 ,

}同 1标司最接近
。

四
、

结 论

本文提出了一种考虑高阶模态影响的 自由界面位移向量复模态综合法
。

根据虚功原

理及连续条件对物理坐标进行两次变换
,

只要用少数几个由实验或计算得出的部件复模

态参加综合就能达到满意的结果
。

着重用模态加速度法作为推导工具
,

建立实
、

复模态

的内在联系
。

复模态综合技术实施的另一难题在于部件阻尼 矩阵 的 如何 确定
。

本文认

为
:

在部件模态参数确定的情况下
,

根据文 11 5] 所确定的质量矩阵
、

刚度矩阵及阻尼矩

阵在当前缺乏强有力的工具时
,

仍不愧为一种有效方法
。

从而使计算更有效地同实验相

结合
。

模态综合法着重解决大结构在分散实验
、

生产和安装情况下的特性问题
。

在大型

工程 (诸如航天飞机 ) 中将会得到进一步的应用和完善
。
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附 录 一

证明
:

[价
: 」t\ 。 若三1〔价:

]
r = 〔R ]

,
[G

.

] [R I

其中

:。
·

卜 !含
丁, ,’ : }

, 〔R ,一 〔̀ , 一 〔M , L̀
·

, L̀
·

,
r ·

记 〔a ,
] = 〔功一 ] l \

听已] 〔必一〕全
,

则

[
a ,

] = 〔功,
] [\屹兰] [功

,
]

,
[K ] t价

:
] \[ 听三] [价

, 〕 r

其中

: ` 卜【蒸:::划
,

仁̀ l 〔̀ ” 〔̀ ,一

!之念
、 ; ,、 . ,

]
其中 j 表示界面上的静定约束

。

设尤“ 是 m x 二矩阵
,

则 (r K ) = 。 。

〔K I经过初等变换可化为

刀会

,....J

【
尤“ 0

K ” 一 K 到 K衬尤
` ,

则

所以

目p

因而

这样

又

所以

r ( K ) == r ( D ) = r (尤“ ) + r ( K , , 一 K , ` K下IK
` , ) = 二

r ( K
, , 一 尤

, `
K丁李尤

` , ) = 0

〔K , , ]二 [尤 一̀ ] 〔K丁} ] [K
` , ]

[K }仁G
.

] LK ] = t尤 1

[
a ,

] = [沪
,
] [\ 。万三] [沪

一
]

,
[尤 ] [̀

.
] [尤 ] [功

一
] t场万三1 [沪

,
]
望

[尤 ] 〔必一 ] l\听三]汇必
,
]

, = 〔M I [功
,
] [功

一
1

, == 〔M川M ]
一 ` 一 [价

,

I L功百] )

= [I ] 一 [M ] [功
r

] [价
r

]
r = LR ]

〔a ,
1 == IR ]

, 〔G .
] [ R ] 证毕

附 录 二

证明 记

{二:}
。 ,

,一

}含
一

K衬尤勺
一

K衬M
` J

1
{
p

L

I
』1二

,

}
一 {沪p ,

。 ·

“

几 J了矛
o

,

声

( 2
.

2
.

1 )

(2
.

2
.

1) 式对 a
、

刀部件组成立
。

同理记

}
x `

1
’

一

{吧
·

几x I J 一 ,
尸 L U

一
尤衬K

` , 十 沪
: A护叮 K

` ,

I

一
K衬材

` , 十 叻
` A护叮 M

` ,

0
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{
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,
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声
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}
“

t 0
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I

0

A矛功王

O

I

对应的自由振动方程为
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.

月 {尸 }
气且已J....

声

oD
护... ...L,月.....己

0M一 t “ :
·

!
D : M

a

功
。

0 D
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沪声

S

ō .......J

.口F

oMM :
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l
J ..
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夕

oDaD0

t K
份

们

D二

D百

急
百

}!誉
二

翻
[M二〕

,

IM 若〕
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〔K 轰〕
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IK 声) 表示取 ( 2
.

2 1 ) 式所 对应 的 冲
。

〕
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]
,

〔必,〕尹

i拟 ,」l沪,〕
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「价
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n
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一 `
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.
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即取两种不同的模态集对应的结果是一致的
。
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