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统计平均交换势的一种推导方法

宋显华 衰建民

(应用物理系 )

摘 要 本丈给出 了统计平均交换势的一种推导方法
,

其过程简单明 了
。

引 古口

用 H a r t r e e
一 F o e k方法 [` ]计算原子结构时

,

由于 H a r t r e e
一 F o e k方程中含有大量的交

换积分
,

计算起来很复杂
。

sl at er 通过引入平均交换势的概念
,

克服 了此向题 [“ 〕。

在统计近似下
,

可以导出平均交换势的具体表达式
。

这种近似的平均交换势称为统

计平均交换势
。

在未把求和化为积分时
,

统计平均交换势可以写成 s[ ]

犷 ,一黯系
“ m · ` ,

。
· ,

卜可子丙丁 ( 1)

式中
,

N 是原子中的电子数
,

V是 电子运动范围的体积
,

即原子的体 积
。

, :

是 电 子的

自旋投影量子数
,

户是 电子动量
。

需要指出
,

( l) 中已经包含 了电子的自旋相互作用势
。

要得出 ( 1) 的具体表达式
,

需要把该式中对 ` 和 J 的 求 和 化 为积分
。 1 9 5 1年

,

sl at er 2[ 」采用对 ` 和 J 求和分两次化为积分的步骤导出了统计平均 交 换势的具 体表达

式
。

本文中
,

我们采用对 公和 j 求和同时化为积分的方式导出了统计平均交换势的具体

表达式
。

对 ( 1) 中 落和 j 求和时
,

如果假定近似有

二
、

推 导 方 法

宕和 J 均从 1 到 N 共有 N .
项

。

N
ZV 平

二二 ZV 亨 =
一二 -

艺
( 2 )
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即假定原子中自旋向上和向下的 电子各占一半
。

则在N
Z

项中有N
Z

/2项因自旋方向反平

行而等于零
,

故实际上只剩下 N
Z

/ 2项
。

如果不考虑 自旋方向必须反平行的要求
,

在 ( 2) 成立的条件下
,

可以把 ( l) 改写成

V里
2万h Z

N V 系
1

l户
` 一 户,

1
2

( 3 )

现在
,

需把 ( 3) 中对 葱和 J 的求和化为积分
。

根据统计物理 4[ 〕 ,

在 电子运 动 的相空间

内
,

每个相格可容纳两个自旋方向相反的电子
,

而每个相格占 有 相空间 护 的体积
,

因

此
,

在 滋电子运动的相空间

」x 」 , 」: 」尸二 、 J p , `」尸 : `
( 4 )

范围内
,

共有

j 劣」夕」 z 」P , ` J P , ` J P : `

h 3
( 5 )

个电子
,

计及 ` 电子运动的空间范围为

V = 」劣」夕」名

可知在』尸二`」P , ` d P : `

的动量范围内共有

( 6 )

等
` p 一 ” p , ` ” ” 一

个电子
,

因而对 感的求和可以化为对

ZV
J n J n J o Z V , 衬

下
“ 厂 “ 肠厂 , `肠厂 “ ` =

下
“ 厂 ` ( 7 )

求积分
。

同理
,

对 j 的求和 可以化为对

等
d p · , d p , , d p · , 一

芸
d” ,

( 8 )

求积分
。

于是 ( 3) 成为

。 :一黯 (等)
’

仃
! ,

` 一 ” ,
,一` , “ ” ,

一飞藏可仃
,”广 ” ,

,
一 ’ `” “ ” ,

( 9 )

应从

其中

在绝对零度下
,

电子充满动量 p 从 。 到p 。 。 二

的所有态
。

因此
,

在 ( 9) 中
,

P `和 p ,均

0积到 P m 。 二 。

这样
,

上式又可改写成

厂: 一 飞忐而仃
,” ` 一 ” ,

,一 “ ` p 。

一
p ` ,“ ( p m

一 p , ,
·

` ” “ ” ,

( 1 0 )

当 P > O

当尸 < O
( 1 1 )

,10
才..咭.
几

一一
、 .了

P
子.、

0

是阶梯函数
。

令

( 10 ) 成为

户
` 一 户, 二奋 ( 1 2 )
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。
,

V r 「 _ 。 。 , 。 .

衬
.

一
、 。 ,

, n 、 , 、 ,
衬

「 王= 一丽丽下JJ
q

` 口 吸I’ m “ x 一 l I’ ,
`

+ q f少
’ 口 气I’ m “ x 一 I’ , , 。 q“ 厂 ’ ( 1 3 )

再令 户

( 1 3 )成为

_ 讨
,

1 ,

一 厂 夕一 万了 q
乙 -

( 1 4 )

户d比叮压d
`

、
口Z

林q
犷:

一揣啼万
,一 “

(
尸 m二

一瑟渝了
“ 一 ’ r啊

式
.

1 ,

{、 。
/
。

厂 十百钊
/ !

’

口

气f m ax -
户一

工
2

( 1 5 )

户d
、、.了

其中 一 f
“

(
p m

一 }
” +

合。})
“

(
p m

一 }
” -

音互 ( 1 6 )

为了看出
T 的意义

,

作两个以 p m ax 为半径的球
,

令球心
。 与另一个球心 o’ 之间相距

圣
,

并在 q ,

/ 2处作垂直于萝的矢量 户
,

如图 1所示
。

由图可见
, : 表示两球相交部分的体

积
。

图 1 两个半径为尸 m 。 工

的球相交
, 当

}苏
:

警石{P<
二二 且

1笋
一

弓 < 尸 m a l

- 夕
时

,

尸的端点一定限于位在两球相交部分内
。

图 2 两个半径为P 二
。 二

的球相交
,

以一个球的球心
。
为原点

作垂直坐标系
,

令两个球心间连线为公 轴
。
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为了计算
T,

按图 2 选定坐标
,

则图中阴影部分的体积为叮 2
,

因而

T _ 「
—

二二二 7` l

2 J

p m a x

今2房劣

其中 沙 + 犷二 P 敲
x

于是求出

一
2 ,

I:汀“
p `

一
” `·

一

誓
p `一

` p `二 , +

轰
。 3

令

则 ( 1 9) 成为

几= q / ( Z P m a x

)

一誓
尸“ ax

(
` 一

普
“ +

尹 )
把 ( 2 1 )代入 ( 1 5 )

,

得出

。
:

_ V 。 , 「
_

_ ,

r
,

3
, ,

1
。 ,

、 J .-

犷 二

一丽而不歹厂血 xj q
一

、
上 一百

几 十万人
一

少呵

因为 寸可在整个空间 4 , 立体角范围内任意取向
,

因而

`寸= 4万空2斌叮

又从图 1 可以看出
, q 的变化范围是从 。 到 Z p m ax ,

因而 ( 2 2) 成为

歹: = - 2V

3万 3几4
N

, ;
。 ·

J:
’ “ ` ’

(卜普
` +

合
“ :

)
` ,

再计及 q与 久之间的关系 ( 2 0) 后
,

上式成为

厂:一赫券了
尸:ax 厂(

` 一

普
` +

扮孙
根据统计物理

,

P ma
x

与电子数密度

N
介 = 下

的关系为

P m a 二
= ( 3万 2 . )

’ / 3 h

把 ( 2 6 )和 ( 2 7 )代入 ( 2 5 )
,

最后可得 出

( 1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

( 2 1)

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

( 2 7 )

犷:一%(a 八 , ! / 3

肋
一

普
, 十

尹 )
` “

一
3

(知 )
’ / 3

( 2 8 )

这就是统计平均交换势
。

在统计近似下
,

把原子中N 个电子都近似当作自由电子
,

它们均匀分布在原子体积

中
,

因而有 ( 2 6) 那样的关系式
。

然而事实上这些 电子并非自由电子
,

而是束缚电子
,

它

们在原子中的分布应用电子的波函数来描述
。

考虑到这一点
,

可在 (2 8) 中将电子的数密
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~一
~

-
~

一一

一
_ _

_
_

一
度

, 用电子的概率密度 p (刃来替换
,

即令

. = P (尹)

便得到

( 2 9 )

厂;一
3

1爵
, ( , )

〕
’ /“

( 3 0 )

P (村可根据电子的波函数表示成

p (尹 ) = 艺 . 了(尹 )“
,

(产) ( 3 1 )

( 3 0 )称为 S l a t e r交换势
。

以上我们用一种不同于 lS at er 的方法
,

导出了统计平均交换势的表达式
。
从推导过

程可以看出
,

其导出方法是简单的
。

本文的完成得到张志杰副教授和赵伊君教授的指导
,

在此表示衷心地感谢
。
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