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寻找二进制本原多项式的一种新方法
飞

饶 世 麟
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摘 要 本文提 出 了一种从已知的 。 次本原多项 式寻找 出所有的其他 。 次

本原多项式的新方法
,

与传统的方法相比较
,

这种方法的计算量大为减少
。

_ 前1 1刁勺 古口

二进制本原多项式 (以下简称本原多项式 ) 在编码领成有着广泛的应用
,

它是设计

二序列与M 序列的技术基础
。

本文提出一种从已知的 。 次本原多项式寻找所有的其他 ,

次本原多项式的新方法
,

与传统的方法相比较
,

计算量大为减少
。

二
、

传统的方法

传统的方法是以下述命题为基础的
。

命题 1 设 F (劝为已知的 。 次本原多项式
,

a 为尸 ( x) 的一根
,

正整数 l 与 ( 2饥 一 l)

互素
,

且
、 .2、j11q自

了̀、、了.声` = a Z ’
山

, `

G (劣 ) =

(玄= l , 2 , … , 叨

n ( 劣 + 刀
`
)

亦为 m 次本原多项式
。

因为 声
`
均为 G F ( 2吟 域中的本原元

,

命题 1显然成立
。

但是
,

要从 F (幻 寻找出

G (幻
,

必须展开式 ( 2)
,

计算出口 (劝的各项系数
。

即令

G ( 2 ) = 劣价 + b
: 劣价一 ’ + … + b 。 一 , 劣 + b。 ( 3 )

b
;
= 声

, + 刀
: + … + 刀。

b
:
= 夕

;

声
: + 夕

,

声
: + … + 刀

。 一 ,
刀

。

b。 = 刀
;

夕
2…刀

。 { ( 4 )
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不难看出
,

这种计算方法必须先计算出 吞尸 ( 2哟域中的所有元
,

其 中包括 夕
`
(玄= 1 , 2

,

…
,

二 )
,

再运用口 F ( 2哟中的乘法与加法计算出系数 b
: ·

b :
· ·

… b。
,

计算量是很大的
。

例如
,

已知 F ( x) = 护 + 砂 + 1 为本原多项式
,

a 为 F (约 的一根
,

l = 5 与 p = 2` 一 1

= 3 1互素
,

则

口 ( x ) = ( 劣 + a “
) ( 2 + a ` “ ) (劣 + a 2 0 ) ( 2 + a “ ) ( 劣 + a ’ “ )

亦为 5 次本原多项式
。

令

G (劣 ) = 劣 s + b ; 劣 4 + b Z劣 3 十 b a劣 2 + b 。劣 + b。

要计算出b
l ·

b Z
·

b 3
·

b `
·

b。
,

必须先从 F ( : )计算出 G F ( 2 5 )域中所有元如下表 [” 〕 :

0 = 0 0 0 0 0 1 = 0 0 0 0 1

a = 0 0 0 10 a Z = 0 0 1 0 0

a 2 . = 0 1 0 0 1 ` , 3 0= 10 0 1 0

于是

b
l = a s + a 1 0 + a 2 0 + a g + a l s

= (0 0 10 1 ) + ( 10 0 0 1) + ( 0 1 10 0 ) + ( 1 10 1 0 ) + ( 0 0 0 1 1 )

二 ( 0 0 0 0 1 ) 二 1

同样
,

计算出b : = o ,

b 3 = b
4
= b。 = 1

G (劣 ) = 劣 5 + 2 ` + 金 , + : + ]

可见计算量是很大的
,

特别当。 很大时计算量就十分巨大
。

三
、

新方法的原理

、 .产、 .产、 .尹

.(5(6(7
设 尸 (幻的根为

a ` = a Z `一 `

(玄= z
,

2
,

取尸 (幻之互反多项式
,

即本原多项式

f (
: ) = ( l + a ; ` ) ( 1 + a Z` ) …

…
,

饥 )

( 1 + a o Z )
再取了(幻的导数

f
`

(幻 二

引理 I f
,

( : )与 f (
: )互不可约

。

艺 a `
fl ( 1 + a 。 劣 )
四子 f

证 用反证法
。

假设 I’ (幻包含因式 ( 1十 a ` :

吟
,

则 f
`

( a 丁
`
) = 0

由式 ( 7) 得

必有某个

但由式 ( 5) 知
,

a `
fl ( l + a ot a 丁

,

)
: = 0

口毕 `

a . = a `

F (幻的诸根 a `
均不相等

,

故假设不成立
。

所以 f
’

(劝与 f (幻 互不可约
。

证毕
定理

ó

1
声、 .产

SQ
口

了.、了.、

作除法的升幂展开式
.

f
`

( : ) / f (
: ) = S ; + 5 2 : + 8 5 ` 2 + … + s 。` 掩一 ’ + …

a

.
艺叫则 召七 =
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为 F (幻诸根之幂和对称函数
。

证 由式 (7 )与 ( 6)得

f
’

( x ) / f( ` ) =艺 a 畜 /( l + a “ )

一 觉
。 `

( 1 + 。 ,: + 。
苍

: ,

+.
二 + 。

令
一 , : “ 一 1 + … )

故式 ( 9) 成立
。

定理 2 展开式 ( 8) 具有周期 , = 2扭 一 1
。

证 因
a `
为 G F ( 2吟域 中的本原元

,

故

证毕

于是 s 含 + , =

a 军

a
令

+ p =
咨

, “

证毕

根据上述定理作展开式时
,

仅需作出 s ;

至勺劣 p 一 ’

前 夕项即可
。

例如
,

F ( ` ) = ` 5 + : 2 + l
,

f (
: ) = 1 + : 3 + : 5 ,

f
,

(` ) = : 2 + ` 4 ,

尹= 2 5 一 1 = 3 1
。

f
`

( : ) /f ( : ) = : 2 + : 4 + x s + : 8 + x g + : ` ” + : , ` + : ` 2 + : ` “ + : ’ 7 + : ` “ + : 2” + x Z` + : 2 3 + x 2 5

十 劣 0S 十 …

目p [
5 1 5 2 5 3 5 ` … 5 2 0 5 3。 5 3 ,

= 〔0 0 1 0 1 10 0 1 1 1 1 10 0 0 1 10 2 1 10 10 1 0 0 0 0 1 ]

与此类似
,

因为 l 与 p 互素
,

为刀二 a `为根的二进制既约多项式 G (幻亦为 ” 次本原

多项式
。

取 G ( x) 的互反多项式 g (幻及其导数 g
`

(劝
,

则

g (劣 ) = fl ( 1 + 声
`劣 )

` = 1

( 1 0 )

g
,

(劣 ) = 艺 刀
`
n ( 1 + 刀。 : ) ( 1 1 )

也作除法的升幂展开式

g
’

( 劣 ) / g (劣 )

定理 3

证 根据定理 1 有

= 叫 + s
二
` 十 s

二
` 2 + … + s丈: “ 一 ` + …

s
二=

8 , :

( 1 2 )

( 13 )

。
孟= 艺 声含

为 G (幻诸根之幂和对称函数
。

由式 ( l) 知

刀
`
= a : (感= 1

,

2
, …

,

二 )

暇二 “ 。 证毕

有了定理 3 ,

就可从式 ( 8) 直接得出式 ( 12 )
。

因为展开式 ( 12 )亦具有周期 p二 2价 一 1
,

也仅需作出` 1至弓尸
一 ’

前 尹项
,

此外 ` :
的下标 kl 以 , 为模

。

已知式 ( 12) 的右端就不难

计算出 g
`

(幻
、

g (幻与 G (幻
。

不过
,

文献 〔4 ]告诉我们
,

还有一个更简单的方法
,

其原理

如下
。

命肠 2 设 R 为一域
,

甲 (幻
、

口(劝 为 R 〔司中给定的两互素多项式
,

Q (劝的次数为

哪 ,

甲恤 ) 的次数小于 `
o

设 甲 ( ` ) ` 口 (` ) s ( ` ) m o d` ,仍 ,

而 s (` ) = 8
{ + s

兰
` + s

石
: , + 一

+ s

二
。 ` , 价 一 ’

护 0
。

若 R 为满足基于 E u c l i d i a n算法的序列
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, 一 :

(劣 ) = 劣 2协 , r 。 (劣 ) = S (劣 )
, r ,

(劣 )
, … , r `

( 劣 )
,

…

中次数小于 , 的最高次余式
, `

(幻的下标号 `
,

则

中 ( : ) = d r 。 ( 劣 )

而常数 d 〔 R
,

在二进制场合
,

d ` 1
。

运用命题 2 到我们的方法中有

g
,

(劣 ) “ g (劣 ) s (劣 ) m o d 劣 2仍 ( 14 )

s (` ) = 8
1 + 8

孟
` + s

二劣
2 +

·

… + s
二
。 : 2“ 一 `

= s : + 5 2 : 劣 + 5 5 `劣 2 一
卜… + 5 2 . : 雷 . 价一 `

( 1 5 )

这就是说
,

仅需作出展开式 ( 12 )的前 Zm项
,

即可计算出 g
’

(` )
、

g ( : )与 G ( : )
。

在上例中
, m 二 5

8
1=

s 。 = 1 , s
三=

s ; 。 = 1
, s

二=
s : 。 = O

, s
二=

8 2。 = 1 ,

8
石=

5 2。 = 0 , s
丢= 5 3。 = 0

, 8
斗=

5 5 , = s 。 = 0
, s
石=

s 一。 = s 。 = 1 ,

8
二=

8 一。 = 5 1 ` = 0 , s 盆。 = s 。 。 = S ; 。 = 0

得 s( 幻 = 1 + 劣 十 护 + 扩

运用 E uc il id
a n 算法得序列

r 一 ;

(劣 ) = 劣 ` 0 , r 。 ( 劣 》 = 劣 7 + 劣 3 + 劣 + l ,

r l

( 劣 ) = 劣 6 + 劣 4 + 劣 3 , r Z ( 劣 ) = 劣 5 + 劣 4 + 劣 3 + 劣 + 1 ,

护3 (劣 ) = 劣 4 + 二 2 + l
,

因此 k = 3为最高次余式
, `

(幻的下标号 ￡
,

使气 (幻的次数为4 < 二
,

故

g `

( 劣 ) = r 3 (劣 ) = 劣 4 日
一劣 2 + l

夕 (` ) ` g
`

( : ) /
s (劣 ) m o d 二 ` “

然后 g
`

(幻及 s (幻按升幂排列相除
,

展开后以护 ” 为模得

g (劣 ) = l + 劣 + 劣 3 + 劣 4 + 劣 5

相应地得出以夕= a “ 为根的本原多项式 为

G (劣 ) = 劣` + 劣` + 劣 2
·

十劣 + 1

从上面可以看出
,

新方法不需要计算 G F
I

( 2 5 ) 域中所有元
,

而代之以展开式 ( 8) ;

不需要运用 口 F (2 5 ) 中的乘法与加法计算出系数 b
; ·

b
Z

·

b 3 ·

b
` ·

b 。 ,

而代之以 E uc l i d ia n 算

法
。

可见计算量大为减少
。

四
、

计 算 步 骤

根据以上的分析
,

可以归纳出计算所有其他的 m 次本原多项式的步骤如下
:

( 1 ) 已知 F (劝为一 二次本原多项式
。

( 2 ) 周期为 p = 2协 一 1
。

( 3) 将 夕分解为素数的乘积
,

设

, = ,二
, ,二

, … , )

则欧拉函数 价( p ) = p ( l 一 1加
1

) ( 1 一 1加
2 ) … ( 1 一 1加

“

) 表示 G F ( 2拼 )域中本原元的数目

而 1 /。 功(对表示 m次本原多项式的数目
。
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( 4 ) 根据f ( : ) = 劣价 F ( 1 /
: )找出 F ( : )之互反本原多项式

,

将 f (
: )取导数得 出f

`

(` )
。

( 5 ) 按升幂排列展开一个周期
,

即

f
`

(` ) /f (` ) = S ; + 5 2 : + s a : , + … + s , : , 一 ` + …

写出 [
s : 8 2 5 : … 。 ,

] = [… … ]
。

( 6 ) 将小于 夕且与 p 互素的数 l
,

按下列方法排成 1 /m 沪(川行
:

1
,

2 ,

4
, ”

一
,

2讯 一 l

l
,

2 1
, 4 1

, … … ,

2价
一 1

1} ( 1 6 )

上述各数均以p = 2价 一 1为模
。

例如
,

m = 6 ,

p = 6 3 = 3 2
·

7 1 /m 价( p ) = 1 / 6
·

6 3 ( 1 一 1 / 3 ) ( 1 一 1 / 7 ) = 6 ; 得下表

1
,

2
,

4
,

8
,

1 6
,

3 2

5
,

10
,

2 0
,

4 0
,

17
,

3 4 {

1 1
,

2 2
,

4 4
,

2 5
,

5 0
,

3 7 }

1 3
,

2 6
,

5 2
,

4 1
,

19
,

3 8 !

“ 3
,

4 6 , “ 9
,

5 8 , 5 3 , 4 3
{

3 1 , 6 2 , 6 1 , 5 9
, 5 5

,

4 7

( 7) 每次从式 ( 16 )第 2 至末行中选取最小的数 l
,

令刀= a ` ,

得

s (劣 ) = s ` + 8 2 :劣 + 5 3 : 劣 2 + … + 5 2。 : 劣 2价 一`

s 的下标以 p 为模
,

其值由 〔5 1 5 2 5 3 … s, 」中取出
。

( 8 ) 令 夕`

(: )二夕 (: ) s (: ) m o d: , ,

运用 E u e l id i a n算法计算出

g
`

(劣 ) = , 。
(劣 )

。

( 9 ) 由 g `

( : )及 s( 幻按升幂排列相除
,

计算出

g (劣 ) ` g
`

(劣 ) /
s (劣 ) m o d ` 2价 。

( 10 ) 计算出

G “ ,一 ` ’ ,

(专)
则 G (幻及 g (幻为所求的二次本原多项式

。

( 1 1) 重复 ( 7) 至 ( 1 0)
,

将所有的饥次本原多项式计算出来为止
。
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