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时延数字控制系统最优控制

问题的离散习巳交多项式解法

金 梁

(自动控制系 )

摘要
:

本文利用一般的 禹散正交多项 式研究 了具有 2 s个时延项离散系统 的

最优控制问题
。

文中导出 了系统状态和控制向量 离散正交级数展开式中系数向

量间的关系
,

然后
,

将离散动态系统 的最优控制问题转化为直接对二次型性能指

标中一组 系数向量 的参数优化 问题
,

并由 一组线性代数方程给 出 了这组最优 系

数向量 的解
。

最后
,

还介绍 了一个数值例子
。

关撰词 最优控制 , 时延数字系统 ; 离散正交 多项式

1
.

引 言

近年来
,

各种正交函数已被用来分析和设计控制系统
,

其 目的是利用正交函数得到

一些控制问题的有效算法
。

对于连续时间系统
, L ge e n dr e

多项 式
、

L ag ue r
er 多 项 式

、

C he b sy he
v
多项式

,

w al hs 多项式和方波函数等已被用来处理辨识
、

分析和控制问题
。

而在离散时间的情形
,

离散 L ag ue rr e 多项式
、

离散 C he b ys he
v
多项式等已被采用来讨论数

字系统的最优控制问题 2[ 〕〔 3」。

本文利用离散正交多项式的统一表达形 式 4[ 〕研 究了时延

离散系统的最优控制问题
。

文中分段地将系统的状态和控制向量进行离散正交多项式展

开
,

导出了状态和控制向量展开式系数向量间的关系
,

并将离散动态系统的最优控制问

题简化为直接对二次型性能指标中一组系数向量的优化问题
,

由一组线性代数方程给出

了这组最优系数向量的解
。

最后
,

给出了一个数值例子
。

2
.

序列的离散正交多项式展开

一般的离散正交多项式
,

如
、
C h e b y s h e v 、

L e g e n d r e 和 L a g u e r r e
多项式等均满足如下

的递推关系“ 〕

、 .声护、 ,户,土0自2.、

`
、之 `十 ;

( k )

之`
( k )

:

= ( a `k + b
`
) : `

( k ) + e ` : `一 ;

( k ) ; ￡
,

J 二 o
,

z
,

…
,

N 一 z

0 ,
公< 0
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其中` .、
b .和 c `

称为递归系数
,

其值由一些特殊的离散多项式确定
。

归一化的离散正交多

项式{名
` ( k) }满足正交性条件

柑一 1

习 名` (无)名 , (垂)二 a ` , ,

七 . 0

,

j
二:

0
,

1
, … ,

N 一 1 ( 3 )

其中吞
` ,
为 K or n e e k e r函数

。

对于任意序列了(幻
,

( k = O
,

1
, … ,

N 一 1 )
,

可利用离散正交多项式 {
z ` ( k) }将其展开为

柑一 1

f ( k ) - .go f
` z ` ( k ) 一 f

, “ ( k )

其中名 ( k ) = [
z 。 ( k )

, 名 : ( k )
, … , z , 一 :

( k ) ]
,
称为正交多项式向量

,

序列 f (幻的正交多项式系数向量
,

系数 f
。可由如下的公式确定

( 4 )

f = 〔f 。 ,

f
; , … ,

f
, 一 :

]
,
称为

一属【,
(̀ 卜试

,
`
一 “ ,

1
’

一
`·

( 5 )

因此
,

有

一一飞
声,

七
ó

了、
名

、 ,口声柑一 l

f
` “ 习

七= 户

N一 1

艺 f
, 名 , (无)

1 . 0

艺 f ( k ) 名
`
( k ) ( 6 )

云= 0
,

1
, 2 , … ,

N 一 l

并且正交多项式向量 (z k + l) 和 武幻之间具有如下的线性平移变换关系

名 ( k + l ) = T `名 (无)

其中

( 7 )

( 8 ):.......lat
otzZ…如

ù.二..月.且.̀

j公J̀

万 一 1
,
1

称为平移变换矩阵
,

可导出少的各元素由下式计算〔们

【“
`一 。̀

·

, , `“ 2
,

3
, ”

’
,

N 一 ’

1“
,一 “ “ ` 一 ,

,

` + ( a `一 ` ( ’ 一 “ , /a ,
) + b `· ,

) “
一 ` ,

, 十 “ `一 `
/

a ` 一 , “ 一 `
·

, 一 `
(。 )

}
_

一 `a

{
一 ,7 a , · ` , “ , 一“ 一 `

·

,

一 J一 “
,

` , ”
’

,

N 一 “ , `一 J十 ` , ”
`

, 刀 一 `

L名̀ , = 0 ,
夕夕`

在本文的附录中给出了各种
a ` 、

b
`
和 c `的表达式和相应情况下的 少

.

3
.

状态和控制向量展开式中系数向量间的关系

考虑具有 2 5
个时延项的离散系统

劣 ( k + 1 ) = A 。劣 ( k ) + A
: 劣 ( k 一 r . ) + … + A

, 劣 ( k 一 了 s

)

+ B 。 “ ( k ) + B : “ ( k 一 r : ) + … + B 二 (无一 了 ,

)

= 艺 A ` : ( k 一 了`
) + 艺 B

` “ ( k 一 r `
)

` 一 0 ` = O

` (无) = ` 。 、 、 ( k ) = “ , , 一 T ,

《 讼< 0 , ` ( 0 ) 二 ` 0

其中 A ` 和 B
`
分别为

。 x :
维和

。 x , 维矩阵
, ` ( k)

.

为 。 维状态向量
,

( 1 0 )

( 1 1 )

. ( k) 为
,
维控制向
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量
,

时延常数。 = 0r < lr < … < 几
.

利用离散正交多项式向量 (z k)
,

可假设状态和控制向量具有如下的展开式

: ( k 一 r `
) = 尹T

(￡) : ( k )
、 。 ( k 一 : `

) 二 W , (` ) : ( k ) ; ￡= l
,

… , s , o毛 k < : `

和
二 ( k ) 二 G r ( J )

: (无)
, 。 ( k ) 二 H

,

( J )
: ( k )

,

J二 1 , 2 , …
, s 十 1 ; : , 一 l

镇 k <
丫 ,

其中 ar
+ 1” N 十 1

.

将上两式代人 ( 10) 式中
,

有

夕一 1 哥

G
,

( J )
z (无+ l ) = 艺 A

`
口 ,

` . 0

z ( k 一 犷̀ ) + 艺 A `
P

,

(云)之 (而)
` = I

才一 1

+ 艺 B
,
H

r

(夕) : ( k 一 : `
) + 艺 B `

W r (云)万( k )
弓 . 0 官 = i

J二 1
,

2 , …
, 忿十 1

注意到
z (幻的平移特性

,

并在上式两端消去 z ( k)
,

有

夕一 1

` , ( j ) 一
`

三“ `“ ,

( j ) , 一 ’ `一 ` + 、

蓦“ 尸 ’ (` )少
一 ’

了一 1

设

十

属刀` H
,

(力少
一 “ 一 ` 十

( , 一 ` ) , 二 [t乓
`
)I〕
二 、 二 ,

l = 1
,

2 , …

艺 B `
W

,

(感) T 一 ’

i , j

则巧7可由如下的公式计算

2= l / t。 。
,

名乓粉= z / t吕
。 ,

… , t气
`

户= l / t 6
。 ; `二 o

,

z
,

一
,

万 一 z

t气仁不” t认吞

( 1 2 )

( 1 3 )

( 14 )

( 15 )

( 16 )

( 1 7 )
,--1艺倒

一一

...,.t<’,>j
、少才̀,火.

r J、几J乙
、

.

为,1.产、
-

-

{
乓

1

`一
,“ 。。

置
` J二`、: ;

,

`、: 、 一属
云= 0

,

1
,

t乓
`
广二 o ,

…
,

N 一 2 ;
j = 葱+ l ,

云+ 2
,

…
,

N 一 l

云> J

若记

… , s + 1 ; 云二 1 , 2 , … , s

f
“

{
( , ) -

1
尸

’

(̀ ) -

L夕二 l , 2 ,
·

[夕。 ( J)
,

g ;

( J )
, …

,

夕二
一 ,

( J )〕
,

H
全

( J ) = 〔h。 ( J )
,

h
;

( J )
, …

,

h二
一 ,

( J ) }

[ P
。 (么)

,

P
l

(葱)
, … ,

P 、 一 1

(云) ]
,

W
全

(葱) = 〔W 。 (云)
,

W
l

(石)
, …

,

W
二 一 ; (石) ] ( 18 )

则采用K or n e ck er 乘积⑧
,

不难从 15 式中将 G
,

( )j 解得为

_

尸
’

l
` 。一 :毓

` , 一 ’ ` 一

”
,

⑧“
{}粉

L
g N

( J )
( 1 9 )

,..............J

、 、产。,甘

、 、少
`、产了.、`

,J̀
.

JI2.、2.、一

0IN
VV
·。。

V

一 ;

( J ) …
其中
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V。 () j=省 , “ ;万z + , , 。 ` ( j ) +
全, “ 毛.l毛, ` (̀ ) +

艺 B
`吕 0

省
。 “气万:

+ ` , 、 ` ( j ) 、

` 一 0

= J

、
,、: 、 w : (̀ )」

万 A `名气飞飞P ` (感) + 艺
= j

,” “气气冬W “ ` ,

1
( 2 0 )

.r

.l

.

.l` .r...L
一名引一万一一

N1N
.

1

二
、
含少

.

,J了r、
V

才一 1

v , _ :
(j ) = 万 刀 `

t洛竺几裂
,几, 一 ,

(夕) + 艺 A
,
t脚

,
,

, 一 , p 二 一 ,

(云) + 艺 B `

犁
」 , 二 一 ,

W 二 一 :

(云)

l
聋

1!
`

`
、 、户

J

we

ee

l

` 。 j
钊有

右. 0

将 ( 1 6) 式代入 ( 19 )式左端的系数阵中
,

才一 1
一 艺 ( T 一

。一 ’
) ? ② A `

留 0 」n价I

r
...

sLe

、 11,
.
.

l
. eseses牙l
.
eses

l
.

/

`

宕
`忘、

; + ` , , ` 一 ’
至

, `毛、“
` , , ,

·

一
`

夕
:台丫: 11 , , `

心 . 0 召 . 0

j 一 1

I。 一 万
` . 0

` = 0

r么、
` 十 ` ’ 且 `

一

省
t
恐裂

I A ( 2 1 )

0
` . 0

j一玉

I
, 一
艺

t讥
` 十 ` ’ 通 `

` . 0

把上式代人 19 式中
,

有

问艺间
了一 1

属
`琉“

` ’ A `

}
; 。 ` , ,

-
t乞气

` 十 ” A ,。 1

( J )一
`忍公+1

`’ 通
` g二

一 ,

( J ) 二不
·。 ( J )问习间

t乞、
` 十 ` ’ 通 `

}
了一 1

g
:

( J )
一 艺

` = 0

:气气
: ` 十 ` ’ 通 ,。 2 ( j )一问艺间

t {公九
` ’ 通 , g 二

一 ,

( J ) = 1/ ;

( j ) ( 2 2 ),--1习-0t

J一 1

) 一 艺 t肛愁裂
,通 ` , * 一 ;

( j ) = V二 一 2 ( J)
` . 0

。

,J矛

`、
.̀

一
Ng

, .....J

,--1艺间,-l万间价 t么、
` 十 ” 河 `

`认
` 十 ` , 注 `

}
,一 ` , ,一 V

一 ` , ,

则可解得

, ...J
、 .了、 ,

产

k
了.g ` ( J ) 续 习 !

一
,

! ` , ,` ! “ , + “
·

; ( J )万 ( A ,尹: ( k ) + B 。 W ` ( 2 3 )
几留 i

感二 0
,

l
,

2
, …

,

N 一 1 , J = l
, 2 , … , s + 1

问习柯

了、
i

,J山

一....L口.二

工
,....J

了一 1

艺
自. 0

才一 1

习
沸= 0

`扮
· ` , ,

*

1
一 ’

{,l2
。 。

: (万,
· , , 、

J L七 = 0

全
r = f + 1

`:万, “
’ A:

一` , )

1
t琉

` 十 ` ’ 通 ,

气弓十
I

名
r 出 i +

才一 1

艺
1 介= 0

`乓万, “
’ A“ 一 ( , ,

}

一一
,左了孟

一一一一
。

,甘
。.了

中卜bI广其
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,...
.J, .
we
.

J .r.....̀护.....̀

1
“ “

l
“ `

r
。 一

,l2
`扮

+ , , , ,

七 = 0

I
, 一

,l2
:毛个

+ ” A扮

一 ’

省 , , 。:万夕
十 ` ’

七. 0

一 l
( 2 4 )

北 = 0

4
。

(,.
,
2

最优控制问题的近似解法

对于时延离散系统 ( 1 0) 式
,

取二次型性能指标为

;
_ 1勺

r : _ , 二 、 。 ,

` 一丁高
飞”西 t ` , 11。 `” 十 . 路 L` , .元`” j ( 2 5 )

其中口 ( k) 和 R ( k) 均为正定的权矩阵
,

则最优控制问题即是选取叮 0)
,

叮 1)
,

…叮 万 一 1 )
,

使得
公 ( 0 ) = 劣。 , 劣 ( N ) = 勺和 J 二 m i n

.

不妨引人增广性能指标

J = l: ( o ) 一 : 。
l乙

。 + I
: ( N ) 一 : 二

13
二

+

音其
{ !

· (` ) l。(一 + l
· “ , l̀

(。 )
,

垒 J
:
+ J : + … + J

。
十 J

, 十 ,

其中Q。 、

口,
> 0

,

并且

J : 二 l
二 ( 0 )一 劣。

l

。 +

音饭
’
{ l· (` ) l。

(一 + 。· “ , ,,
(一 }2O

_ 1

2

了目一 1
_

艺 { l
` (无) 16

( , ) + l
“ (无) l吴

( , )
}

招 . 1

甲 . ~ l

习
儿 . , . 一 I

{ l
` ( k ) }!己

( * ) + }!
” ( k ) l吴

( * 》
}

1一2
一一

J
: 十 l = l劣 ( N ) 一 : 二

l
1

。` 十 厄

N 一 l

艺
而 . , .

{ l
` ( k ) 13

(。 ) + 卜 (无) l吴
( , ) }

将袱 k) 和叮 k) 的离散正交级数展开式 ( 13 )代人上式中

除

得

万 一 1

州川L卜

O

飞
-J

击r万一 1

2QJ
l = `

蕊g` ( ’ ) “ ` ( 0 ) 一 ` 。 1
。 州一 —

2
艺 g

`
( l )名

,

( k )
沼 . 0

川
那一 1

E h ` ( 1 ) z ` (无)
` . 0

十

J : =
工

’

誉
`

Z k丁
二 : {}}氮

, ` ( 2 )一 (̀ )

l};
。 , ) +

l}
N一 1

艺 h , ( 2 ) 名 , (无)
口 . 0 R ( 含 )

( 2 8 )

尸 (今 ) }
N 一 1

艺五. ( s )名 ` (无)
` 汽 0

十
,

,

(。 ) · ` (* )

}!;
( , ),-I习叫

扮. J

J
, _ 1

2

了 : 一 1

艺
肠 . r

一
1

声

厂,苍̀
..les.leel
尹

、

l

…
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万 一 l

艺 夕
,

( s + 1 ) z `
( N ) 一 x 二

才合 O

+

!1氮
” “ · + ` ’ “ “ ` ,

:
,

+

舌复{lj氢
, “ 一 , ,一 “ ,

1};
(。 )

;
(。 )

}

一一+丹
J

.r之.

则最优控制沪 ( k) 所对应的正交多项式展开系数向量 h
`
( )j 应满足的关系

,

能指标 J , 求极值得出
,

即有最优性条件

。 J ,
/。h

`
( J ) = o ,

j = 1
,

2
,

… , s + 1 , ￡= o
,

1
,

…
,

N 一 l

而利用 ( 2 3) 式
,

不难求得

均可直接由性

{
d g `

( J ) /。h : ( J ) = e
不

:

(夕)

J g `
( j ) / J h ` (夕) = 0

,

艺= O
,

l , … , 入一 1
,

, l = 云
,

成+ 1
,

…
,

N 一 1

云= 0
,

l
,

… , 人
r 一 1 , l = 0

,

l
,

…
,

玄一 1

( 2 9 )

( 3 0 )

这时
,

即可由 ( 2 8) 至 ( 3 0) 式导出最优状态和控制的展开系数向量 g `
(力和 h

`
(力满足如下

的方程组

N 一 1

艺 a ` , ( l )夕
`
( l )+ f

` , ( 1 ) h
`
( l ) = q , ,

j
= :

0
,

l
,

…
,

N 一 l月万网Ǹ

` = 0

刀一 l

艺 r ` , ( l ) g ` ( l ) + 艺 f
` , ( l ) h

`
( l ) = 0 ,

l = 2
,

3
,

… , s

粼
艺 刀` , ( s + l ) g

`
( s + 1 ) + 艺 f

` , ( S + 1 ) h ` ( s + l ) 二 s , ,

夕= 0
, l , … ,

龙 一 1

厂")\
1
es
es

J
、

其中

。 ` , ( 1 ) 一 :
兰

e
百

,

, ( 1 ) : ,

( o ) : `
( o )。 。 + , ` , 、 ( 1 )

f
q , 二 2 艺

P = 0

r ` , ( l ) =

二
, , ( l ) z ,

( 0 )口。` 。

艺
为 . r 王_ 1

f
` , ( l ) = 艺

沁 . T 乙一 l

全
: `

(。 ) : ,

(。 ) 。百
,

, ( , ) 。 ( k )
P = 0

R (无)名
`
( k )名 , (汤: )

, ` , ( , + 1 )一 :
乞

。
至

.

, ( ; + 1 ) :
,

( 、 )。二 : ,

( 、 ) + , ` , (。 + 1 )
P = 0

s , 一 :
玄

。
百

.

, ( 。 十 1 ) : ,

( 、 )。二 x J、

刀 = 0

子

厂
l

,

lee

|
esl

|
|l、
、 I卜

…
les

!
L

lwe
l
气

、、

云
,

夕= O
,

1 , …
,

万 一 1 , l二 1
,

2
,

…
, s + 1

进一步的利用 ( 2 3) 式从 ( 3 1) 的第一式中消去 g ` ( 1 )
,

得

习 雪` , h
`
( 1 ) = a , ,

J = 0
, z , …

,

N 一 l

其中

{
雪

` , = f
` , ( l ) + 习 a ,

,

, ( l ) e 。
.

` ( 1 )

( 3 1 )

( 3 2 )

( 3 3 )

( 3 4 )

叮 , = q 了一

N二 1

万

N二 1

艺
a ` , ( l ) J ` , ( l ) 习 ( A

,

P *

( , ) + B
,

W 。 ( r ) )
成一 0 肠. f { )
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从 1 3后二式中消去 g`
( l)和 g`

( s +z)
,

有
N一 l

艺夕` , ( l ) h ` (l ) = 夕
, ( l )

,
l = 2

,

3
,

…
, s ;

学 学 报

j = 0
,

1 万 一 1 ( 35 )

万 几
` , h` ( s + 1) = ; , ,

j 二 0 , 1
,

… ,

N 一 1

其中

{
护

` , (l ) = f
, , ( l ) + 习 , 。 , ( l ) e 、 ,

( l )

N一 I N 一 l

刀, ( l ) = 一 艺 习
心留 0 k . ` {一

(` ,`
: 。 (̀ ,

万 ( A
,

P * (俨 ) + B
,

W 。 ( r ) )
r 二 I

( 36 )

}
( 3 7 )

久
` , = f

` , (。 + 1 ) + 全 , 。
.

, ( ; + 1 ) 。
。 `

(。 + 1 )

5
.

数 值 例 子

设有时延离散系统

劣 (无+ 1 ) = 2劣 ( k ) + 0
.

5劣 ( k 一 4 ) + Z u ( k )

` (无) 二 0
, 。 ( k ) 二 0 , 一 4 镇无< 0

二次型性能指标取为

J 一
冬色{ 2 : , (。) + 。 , ( k ) }一 m ` n

乙 七= 0

初始和终端条件为
二 。二 1和 : 1。 = o

,

选取口
。二 Q二二 10 0

,

分别采用离散 L a g u e r r e 、
c h e b y s -

h ve 和 L eg en dr e
多项式来近似计算上述最优控制问题

。

求解线性代数方程 (3 3) 和 ( 3 6) 式

得最优控制展开式中的系数向量 h
`
( 1) 和h

`
( 2) (￡二 o

,

1
,

…
,

9) 并由 ( 13) 式计算得最优控制

沪 (论)如表 1 所示
,

然后
,

由 ( 38 )式计算得 g
`
( 1 )和夕` ( 2 ) (`= o

,

z
,

… , 9 )
、

,

并由 ( 1 3 ) 式计

算得最优状态尹 k( )如表 2 所示
。

在采用离散 L ag ue
r r e 多项式进行计算时

,

取可调参数

s = 0
.

1
。

限于本文的篇幅 h
,

( 1)
、

无
`
( 2 )和夕

`
( z )

、
夕`

( 2 )的计算结果未在此处#ll 出
。

表 1

“ (为 )

L a g u e r r e

l00

一 0
:

6 1 8 2 7 3

一 0
,

4 6 74 1 8

一 0
。

3 8 84 6 0

一 0
.

3 5 0 9 4 1

一 0
。

3 0 9 6 0 8

一 0
。

2 8 1 6 0 4

一 0
。

17 8 19 6

一 0
。

1 0 3 9 4 0

一 0
。

0 2 83 55

一 0
。

0 2 6 6 2 5

一 0
。

0 17 3 0 7

C h e b y s h e v

一 0
。

6 1 8 2 5 6

一 0
,

4 6 7 4 0 9

一 0
。

3 e 8 5 93

一 0
。

3 5 09 0 4

一 0
。

3 0 96 52

一 0
.

2 8 16 3 8

一 0
。

17 8 19 9

一 0
。

10 3 8 7 2

一 0
.

0 2 83 04

一 0
。

0 2 6 6 0 8

一 0
。

0 1 73 4 0

L e g e n d r e

一 0
.

6 1 82 6 1

一 0
。

4 6 7 3 74

一 0
.

3 8 84 17

一 0
。

3 5 09 8 !

一 0
。

3 09 5 8 4

一 0
。

2 81 6 14

一 0
,

1 78 3 6 7

一 0
。

10 3 9 8 1

一 0
。

0 2 8 2 94

一 0
。

0 2 6 6 52

一 0
。

0 17 3 6 4
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表2

J
(壳)

L
ag 姚 e r re

h C
e b了 sh v eL eg e n

d
re !

一

\

\ k

1
。

0 00 0 1 41
。

0 00 00 90
。

7 9 99 魂5

0
,

7 6 3 4 8 2 0
。

7 6 3 5 0 7 0
。

7 6 3 4 5 2

0
。

50 2 12 8 0
.

5 9 2 1 1 5 0
。

5 9 2 1 2 0

0
。

4 0 7 3 3 6 0
.

40 7 3 14 0
。

4 0 7 3匕8

0
.

1 1 2 7 9 0 0
。

11 2 7 5 2 0
.

1 12 7 6 4

0
。

1 0 6 3 6 4 0
.

10 6 3 0 8 0
。

1 0 6 3 6 7

0
.

0 3 1 2 6 1 0
。

0 3 飞2 6 1 0
.

0 3 1 2 1 8

0
。

0 0 2 1 94 O
。

0 0 2 1 7 5 0
。

0 0 2 2 3 0

0
。

0 0 0 1 7 6 0
。

0 0 0 1 2 8 0
。

0 0 0 2 0 1

0
。

0 0 0 0 3 5 0
。

0 0 0 0 3 1 0
。

0 0 0 0 2 5

0
.

0 0 0 0 0 1 0
.

0 0 0 0 0 6 0
.

0 0 0 0 0 2

6
.

结 束 语

本文利用几种不同的离散正交多项式研究了具有时延离散系统最优控制问题的近似

解法
,

使得系统在二次型性能指标下
,

最优状态向量护 ( k) 和控制向量砂 ( k) 的求取归结

为一组线性代数方程组的求解问题
,

所得结果简单和便于使用
。

数值例子的结果是令人

满意的
。

有关利用离散正交多项式研究时延离散系统辨识问题 的 结 果
,

拟 在另文中叙

述
。

附录 递归系数
a ` 、

b
` 、 c ,

和矩阵 T

1
.

离散 I卫 g u er er 多项式

a `二 8 一 ,
/ 2 ( 1 一 s ) /苏+ l ,

b ` “ 一 s 一 ’ / 2 (玄+ (玄+ l ) s ) /云+ l , e `二 一 奋/店+ l

和

!l!
1

..

1!
l

!
J

d

,

接r

八U

r
、 .产

d一
了三、

( 一 d ) r r

( 一 ` ) N 一 2 护 ( 一 d ) 万
一 8 , …

其中
s 任 (0

,

1) 为可调因子
,

且

乡一 :

(无) “ 0
, z 。 ( k ) = ( ( 1 一 , ) s 七 ) ` / 2
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2
.

离散C heb ys hv e 多项式

a `~ 一ZB ` 、 ,

/葱+ 1 , b 、 二 ( N 一 1 ) B 、 , 1

/艺干 1 , c 、 = 一 乞B
; 十 1

/ (感十 1 ) B `

和

一 ZB
I

O 、

1 B Z

ZB 几

尸卜尸卜沙灯

t万一
。

l

一 2 B 2

2 B 2 B 3

t ; l

t刃
一 1 -

1

一 2 B 3

ZB 3 B 魂

t万
一 1 2

t 刃
一 I

,

3 … 1

其中 嘴
B , = ( ( 2感一 1 ) ( 2感+ 1) / N Z 一 坛

2

)
` / 2 , 之一 1

(无) 二 0 , 名。 ( k ) = N
一 ` / 2

和

“ 了一

(
` 、

一瓷
一 2“ 一

+ “

一耸
一 `
一韶)

B !

“

j = 0 , l
,

…
,

N 一 2 ; 感= 了+ 1
,

…
,

N 一 1

3
.

离散 L e g en d er 多项式

a ` = 一 2 ( 2葱+ 1 ) / (艺+ l ) ( N 一 乞)
, b ` = N ( 2艺+ l ) / (坛+ 1 ) ( N 一 葱)

e ` = 一 云( N + 云+ l ) / (感+ 1 ) ( N 一 感)
, 名一 ,

(k ) = o , 名。 (无) = l

和

/ 1

! t ; o

少 = 一人
。

l

t
Z I

O

t刀
一 l

,
I

t万
一 z

,

2 … 1n
,

ō .ù

ù

…刃

J乙

||||火

其中“ ,由 ( 9 )式计算
。
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