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T oenl it s行列式的递推算法

及其在系统辨识中的应用
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( 电子技术 系 )

摘要
:

本文将 T oep lt i
z 行列式的递推公式

,

应用 于 T oe lP i tz 阵的软的判定
,

因而就得到 了在计葬量方 面具有明显优越性的 系统定阶方法
。

本丈还给 出了儿

个应用实例
。

最后 的模拟结果证明 了此算法的可行性
。

关提词 T o e p l i t z
行歹

,

]式 , 系统辨识

1
.

前 言

T oe lP it z阵在系统辨识中经常遇到
,

因而有关 T oe p ilt
z 型方程组的快速算法在这领域

内有着极为重要的意义
。

L ve in so n关于对称 T oe p ilt :
阵的算法导致了谱估计方法的一个突

破
,

即最大嫡谱估计
。

近几年兴起的 A R M A 模型辨识和谱估计法
,

则是 对一类非对称

T Oe p ll tz 方程组的快速求解问题
。

C ar a y a nn is 在 T er n hc 算法基础上推得 了 一类非对称

T o eP il tz 方程组的快速递推算法 4[ 1
。

本文则是注重于 C ar a y a nn is 算法中关于 T o eP h tz 行

列式的递推算法
。

把这种递推用于模型系数阵的秩的判定
,

因而就完成了相当广泛的一

类辨识问题中模型阶次的确定
。

和其它判阶方法相比
,

此种方法的主要优点就在于在没

有增加参数估计运算量的情况下
,

达到了定阶目的
。

而其它定阶方法
,

如常用的对系数

阵使用 G ar m一 s h m idt 正交化方法 l[ 兀 “ 托 ” , ,

则需要相当一部分专门用于判阶的运算量
。

2
.

基 本 算 法

A R M A模型辨识 问题中常遇到如下一类被称为扩展的 Y lu e一
W al k er 方程

:

艺 a 汤 ( 。 一 玄) = h恤 ) ( , = q + l , q + 2
,

…均可 ) ( 1 )

其中 q 常为M A 部分阶次
。

设
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H ( . ,

k
,

l ) =

无(林 )

几(几 + l )

h ( ” 一 l )

吞( n )

… h (几 一 k + l )

… 吞( 扮 一 k + 2 )

. .

…
` . . .

… …

t无(九 + l 一 1 ) h ( . + l 一 2 ) …几( 几 一 k + l ) J

兀: (仍 ) = [h (饥 )
,

而(二 + z )
, … h (仍 + l 一 l ) ]

’

。 , == [
a : , a Z ,

… a p

]
,

其中H (。
,

无
,

l )一般为非对称非方T o e P l i t z
阵

。

这样 ( 1 )式可以改写成

H ( , ,

垂
,

l )
·

己p = 蔫. ( : + l ) ( 。 > 叮+ l ) ( 2 )

上式的最小二乘解为
4 , = [ H

,

(。
, 尹,

z)
·

H (。
, 尹

,

l ) ]
一 ,

·

H
, ( : ,

, ,

l )
·

兀: (。 + 1 ) ( 3 )

其中
: p毛l

,

且假设求逆有意义
。

当取尹= l时
,

得如下解
:

己, = B
一 `

(枯
, , , , )

·

万, (铭+ l ) ( 4 )

关于方程 (4 )
,

c a r a y a

nn i s推 得如下递推算法 [` 〕 :

设已解得 西, 二 H
一 `

(。
,

k
,

无)
·

兀。 (。 + i )
,

则

4卜 : 二 H
一 `

( 。
,

k + i ,

k + 1 )
·

万。 + : (。 + l

的各分量可用下面各式求得
:

5)6)7)8)9)
·艺间
·艺间“ ’

一之(
” `“ + ` + ` , -

(
“ ” 一 ` 一 ` , -

。 。 , ; 一 ,
·

、 (· + , )

)
。

:
+ : 一 ,

·

。(。 一 , )

)1几
一一a

a ` = a ` 一 a艾
十 : 一 `

·

a , 、 :

(感二 l
,

2
,

…无)

a 亨= a 丁一 a , , 1 一 `
·

a 丈
, : (云= l , 2 , … k )

a 。 + : “ a 。 ( 1 一 a , 十 :
·

a ;
十 :

)

初值
: a 。 = 毛( 。 )

, a l
_ 几(绍 + l )

几( 升 )

上式中
,

叮
, : , a ,均为辅助递推变量

,

h (忍 一 1 )

h ( . )

其中此 满足如下方程
:

「h (“ 一 ` )!
H

r `

一
,一`一

}
“ (

{
一 ”

}
Lh (介 一 k ) J

( 10 )

( 1 1 )

而。 。
为

a 。 = 几(。 ) 一 [a
, , a 卜 : , … a :

]
·

万。 (。 一 k )

由T o e P l i t z
阵性质可知

r
H ( 犯

,

k
,

k )

( 1 2 )

H ( 。
,

无十 1 ,

k + 1) 二卜
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

… …
_

:
L

[无(、 + k )
,

… h ( “ + l ) J

三石, ( , 一 k )

: 无(几 )

因而由行列式分块求解公式〔 7 ]可得
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d et H (: ,

垂+ l ,

k + l ) 二 d e t H (。
,

k
,

k ) {无( : ) 一 〔几( : + 无)
, … h ( 。 + z ) ]

·

H
一 `

( 。
,

k
,

惫)
·

万。 (。 一 无) }

注意到 I无( : + 无)
, …

,

h ( 。 + z
、

) ]
·

H
一 `

( : ,

k
,

k ) = 〔a 。 ,

… a ,

]

因此就得到
:

d e t H (忆
,

k + z ,

无+ l ) = a 。 ·

d e t H ( . ,

无
,

论) ( 13 )

这就是各阶 T oe p ilt
z
行列式的递推公式

。

对于 1式给出的 Y ul e 一
w al k er 方程

,

在预先不知阶数 p 时
,

就存 在 一 个 在 参 数

估计过程中同时要定阶的问题
。

使用方程给出的相关性约束条件
,

从已知数据阵 H ( : ,

无
,

k )中判出阶次 户是可能的
。

C h o w 指出 [” ]在无
,

l > 尹时
,

r a n k H (刀
,

无
,

l ) = 尹

且 k簇尹时
,

H ( : ,

k
,

幻为强非奇的
,

所以有

` e`B (“
,

`
,

` ,一

{象
。

:重: ( 1 4 )

因而可以从各阶行列式的数值中提取 尹的信息
。

显然
,

首次碰到 的 a , = 0 即为 a , = 0 ,

这时 k = 尹
.

这样
,

关于 ( 1 )式方程的参数估计和定阶过程可 以用流程 图表示
,

如图 l 所

示
。

图 1 定阶与今数估计流怪图

对于 ( 3) 式
,

也可以同时完成定阶 与参数估计
,

其过程为

1) 使用图 1流程递推直到 a , = 0 ,

这时无二尹
.

同时得到心
;

2) 使用以下最小二乘递推在 m > P下继续计算
,

直到 m 二卜 1
.

d贾
+ ` = d贯+ K

. ( h ( : + 1n + l ) 一 衬
. + ; `男) ( 15 )
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K . = 护偏
.

淤二
+ : (l + 对. + : ·

尸、 衬熟
: )

一 ’

尸碗
十 ; 二 ( I 一

K 二 M
, + :

)
·

尸 .

M . 十 :
= 【h (。 + m )

,

… h ( “ + m + 1 一 p ) 〕

几 = [H
,

( : , , ,
p )

。 ·

H ( “
,

尹, 尹) ]
一 ` ,

在男= 己,

K
, = 几

·

肚石
, :

(1 十 。石
·

d ,

)
一 ’
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一

( 1 6 )

( 1 7 )

其中

递推初值
:

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

此种递推并不能减少多少运算量
,

但完成了定阶
。

一种更为行之有效的 T oe lP i tz 方程最

小二乘解的方法是奇值分解法 [ “ 3 ,

它也同时完成了定阶
。

3
.

具体辨识问题中的应用
1) 基于相关函数的 A R M A 模型系统辫识

对于一般 A R M A 模型
,

数学描述为

P q

夕 ( n ) = 艺 a ` ·

夕(几 一 石) + 艺 b
` ·

劣 ( , 一 云)
宕 = 1 心 = 0

( 2 1 )

其中
劣 (幻为输人量

,

两边同乘 今( 。 一 m )并求期望得
:

P q

于 ,

(叨 ) = 万 a ` ·

r , ( m 一 云) + 艺 b
` ·

, 二 ,

( m 一 葱
` = I f 一 0

( 2 2 )

此仅考虑输入抓叶为单位方差白色序列
。

待识系统为因果时
,

有

r 二 , (叨 一 云) = h (感一 拼 ) = h (落一 m )
·

公 (云一 仇 ) ( 2 3 )

其中 h( 时为系统单位冲击响应
,

叮幻为单位阶跃序列
。

这 样
,

当 二 》 q + 1 时
,

由因果

性
,

(2 2) 式后项为零
,

这时就得到如下扩展的 Y ul e一
w al k er 方程

:

, , ( m ) 二 艺 a `
·

r , (。 一 落)

很明显
,

使用图 1 方法就可同时求得 尹和 d ,

值

( m > q + 1)

,

因而完成 A R部分辨识
。

( 2 4 )

在 b。护 0 这类

A R M A模型中
,

有下式关系
:

r ,

( q ) 二
P

艺 a ` ·

r ,

( q 一 云) 十 b。
·

b。 ( 2 5 )

因而在求得 尹后
,

可从上式定出 M A 阶次 q ,

即对 ( 24 )式
,

让 。 递减验证其成立 与否
,

不成立时 二 二 q
。

M A参数估计可用 C a d OZ w 文献中方法求得〔“ 〕 ,

从而整个模型的定阶和

参数估计均能完成
。

2) 甚于单位冲击响应序列的 A R M A模型辫识

对于 ( 2 1 )模型
,

当满足 , > q十 1时
,

文献 【2] 中已证 得如下系数与冲击响应序列的关

系
:

艺 a ` ·

h (
。 一 玄) = 无( n )

` = 1

( 。 > q + l ) ( 2日)

文献〔“ 〕中定阶 与参数估计分别进行
,

定阶方法是使用 G ar m 一 S hc m i id 正交化
,

这样除参

数估计外
,

需要在定阶上化费专门的运算量
。

然而很明显
,

(2 6) 式 与( 2 3) 式在数学意义上

无甚区别
,

因而可用图 1方法同时完成定阶与 A R参数估计
,

所以减少了相当的运算量
。

M A部分参数估计和定阶可用文献 〔2 1方法获得
。
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3) 签于单位冲击响应序列 的二维A R M A系统拼识

对于如下一类二维 A R M A 系统

N 一 1 万一 1

、 .产、声,、 .产、 ,Z厅JRùgn
àQ自,勺自自OU了、

廿

了、了.、吸了、
歹( . , 。 ) = 艺 登

` 一 O 夕一 O
i + I呐 0

a ` ,
·

即 (。 一 感
, m 一

J) + 习 习 b ` , · : ( : 一 云
, 。 一

J)
沼二 0 夕= 0

文献 [3 ]推得了二维的 Y u l卜w a l k e s方程
,

.0P 三
“ ` , ’

无(卜 `, , 一
j ) == 无 (”

, m )

` + j 哈 0

在五( 。
, 二 )不含冲击项时

,

爸

文献【3 ]证得如下式子成立
:

a 。 , ·

吞( 0
,

l 一 夕) = h ( 0
,

l ) ( l> 万 + l )

a `。
·

h (无一 落
,

0 ) = h ( k
, 0 ) ( k > N + 1 )

a 二,
·

h (云
, l 一 J ) = h (名

, l )

( l > 万 + l ,
东= l

, … N
, a , J = a

二
,

·

a `。 )

,:1
N艺间
"艺伺

( 3 1)

则使用图 1方法从 ( 2 9 )
、

( 3 0 )解得 M
,

N 和寸
。 ,

、
西, 。 ,

再使用常规 C a r a y a

nn i s
方法由 ( 3 1 )

解得
a

:
, (感= l , … N

,

J = 1
,

…万 )
,

最后由 a ` , = a
:

,
·

a `。 (宕“ 1 , … N
,

夕= 1 ,

…万 ) 就完成

了二维 A R M A系统的 A R部分定阶和参数估计
。

4
.

模拟结果及讨论

1) 非理想情况下强非奇钊定

实际辨识和谱估计问题只能从有限个观察点中得到对
, ,

( 。 )或 侧幻的估计值
,

因而

( 14 )的强非奇判定式不可能绝对成立
。

在这种情况下
, C h o w提出了使用定阶阵H (。

,

k
,

k)
,

用 在 无> 尹时其行列式值的期望应为零的特性进行定阶 [ 5〕 ,

一些文章还提出了用

下面的关系式进行定阶
:

,̀
e’ H `”

, ` , ` , ,一

1重: :重:
其中 占为门限值

。

这两种方法在理论上均是可行的
,

但实际中却产生问题
。

因为
:

1
’

r ,

( m )或 h (幻可能为有偏估计
, 2

。

抽样数据的大小是相对的 (如抽样前的放 大 等 ) 这就

造成估计值
, , ( , )和 h (幻绝对大小值的不确定

; 3
0

Y ul e一
w ia k er 方程在两边同乘系数后

仍成立
。

由于 1
。 、

2
。 、

3
。

的原因
,

使得实际计算得到的行列式 d et H ( 。
,

无
,

k) 成为一个幂级

数形式
:

{ d e t H ( : ,

k
,

希)
· 劣七

}君
。 ,

其中
: 为乘性干扰因子

,

它由原因 1
0

2
。

引起
。

显然二
> l时序列可能发散

,

所以一个较小

的 de t H ( : ,

无
,

k) 值就可能被
z 的幂次淹没

,

因而使得前述两种非理想情况下判阶方法失

效
。

模拟实验表明这种现象是存在的
。

鉴于这一问题
,

本文模拟实验用行列式比值检验

法进行判阶
。

即 :
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! a。
! =

d e tH (.,

k + 1
,

希+ 1) : 七辛 `

d e t H ( . ,
垂

,
惫) 忿 .

:l 鲤旦二丛鱼土1进土
! d e t H (

移 , 舌, 未 )

” 二
}
一

弓忿 (3 2 )

其中 占为检验显著性水平
。

从上式可看出
, :
对 {。

.
}中每一元素的影响均是相同的

,

因

而解决了由原因 1
0

2
。

引起的问题
。

只要选定合适的水平因子
,

就可得到较准确的 p 值
。

2) 模拟结果

模拟主要验证使用行列式判阶的可行性
,

因而只就基于相关函数的 一维 A R M A 辫

识问题作如下模拟
。

A R M A模型参数
:

[
a : , a Z , “ 3 , a `

] 二 [2
.

7 6 0 7
, 一 3

.

8 10 6 ,

2
.

6 5 3 5
, 一 0

.

9 2 3 5 ]

[ b。
,

b:
] 二 [ 1 ,

0
.

0 0 1 ]

a

卜
i , : (。 ) ~ N ( 0

, z )且为白噪序列

N (样点 ) 二 3 0 0
, ” = 4

使用前述递推算法
,

可得 a ,

值变化如下
,

a l “ 2 5 1
.

5 2 5 9 a Z = 9
.

8 14 05 6 , a s 二 4
.

7 1 2 3 4 2

a 一
= 9

.

1 18 6 5 2 E 一 0 2
,

a 。 = 0
.

4 9 0 3 5 6 5 , a 。 = 1
.

6 02日3 9

从上面数据可看出
: 1

。

干扰因子
`的影响是明显的

; 2
.

a 。在无= ,处有较明显的变化
,

只要

选取显著性水平占= 1
,

就可得到正确的定阶 , = 4
.

这时递推到这一步的参数估计值为

[。
: , 。 2 ,

a : , a 4
] = [2

.

7 9 1 9 5 7 , 一 3
.

8 5 4 2 5
`

奥,
2

.

6 8 5翎 5
, 一 0

.

9 2 3 9 9 65〕

模拟中也发现
,

在 q 值未知时
, 。 的选取很重要

,

一般要据先验知识作出 q 的最大可能

值的估计
,

否则一旦取到。 ( q时
,

估计结果非真
,

没有理由接受这些结果
。

但
.
值取得

过大也会降低估计的精度
。

5
。

结 论

l) 使用 T oe lP it z
行列式递推能够在节省相当运算量的情况下

,

完成一
、

二维 A R M A

模型的 A R阶次判定 ,

2,) 在非理想情况下
,

应选用行列式比值作为检验量
,

3) 需要由先验知识给 出合适的
: 和 d 值

。
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