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’

与对策的 A N一致连续性

黄 振 高

(系统工程与应 用数学系)

摘 要 尹 A N是无原子对策理论中极其重要的 Ba na c h空 间
, K o hl be gr 和

T a u m a n 已经刻划 了尹N A 中某类对策的特征
。

本文从另一 角度来研究这一困 难

的 问题
,

目的是刻划 比夕N A更大
,

但又 与P N A极为相似的 B a
an hc 空 间尹N A

`

中

的对策之特征
。

我们证得尹N A
’

中的对策可用 N A一 致连续性来刻划
。

关搜词 对策论 ; , N A
`

空间 , N A一致连续

PN A是无原子对策理论中极其重要的 B a n a
hc 空间

。

如何刻划 PN A中的对策? 这是

一个颇为困难的问题
。

19 7 3年
, K o hl b er g[ 们 发现 了形如 f (声) (其中拼是无原子测度 )

的对策属于 P N A 的充要条件
。

最近
, T a u 爪 a n[ 们 进一步刻划了 p N A 中的向量测度对

策
,

即可表示为某个无原子向量测度之函数的对策
。

这是讫今为止最令人满意的结果
。

本文从另一角度考虑上面的问题
,

目的是刻划比 p N A更大但又与 p N A 极为相似的 B a n a
hc

空间
,

即 p N A
`

中的对策
。

下面首先引入本文必须的定义
,

这些定义都可在 A u m a n n 和
,

s h a p l e y的标准著作 [ 2 ]中找 fIJ
。

设 ( I
,

留 )是同构于 ( 〔O
,

1 ]
,

毋 )的可侧空 间 (其中岁是 〔O
,

l] 中的 B or el 集合之全体 )
。

一个对策是指定义在 留上的实函数 , ,

满足川们 = 0
。

用 B V
`

表示有界 对 策之全体赋以

范数 l川
`
二 su p {城 S ) }后得到的 B a n ac h空间

, N A表示 ( l
, 留 )上无原子测度的全体

,

那
S 〔 矛

么 p N A
’

定义为由N A 中的测度及其诸次幂生成的闭线性子空间
。

对策 妙称为N A一致连续的
,

如果对任意的
。
> O

,

存在d> 0 及无原子向量测度 娜二

(拜
; , 声2 , …

,

丙 ) 使

l{声 ( S ) 一 声 ( T ) l< d今 l
” ( S ) 一 粉 ( T ) l<

。 ,

( 1)

其中卜 l定义为卜卜 m a x
l
: `
!

,
V : = ( :

: , : 2 , …
, : n

) 任五
” 。

1 ( i簇 ”

定理 设 。 是对策
,

则 , 任 p N A
’

当且仅当 。 是 N A一致连续的
。

为证此定理
,

我们需要如下的引理
。

引理 如果 f 是 R
”

上的连续函数
,

满足 (j 0) = 0 , 拼是 n
维无原子测度

,

则 f( 产 )

任 P N A
’ .
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与 对 策 的 A N一 致 连 续 性 9 9

证明 山文献 〔 2〕}飞勺引理 7
.

2,

当了是多项式时
,

结论是对的
。

在一 般 情 况 下
,

先

由 L ia p u n a ff 凸性定理 ( 即 12〕的命题 1
.

3) 知道 尽 的值域 R (川是 R
’`

中的 紧 集
,

再根据

S t o n e一
W

e i e r s t r a s s定理
,

仔在一歹11n 元多项式尹
。

使 尹
。

( 0 ) = 0 ,

m a x }f ( x ) 一 尹
。

( : ) { 、
x 任 R (赵 )

。
,

于是 m a x }f (l ` (月) ) 一 尸 ( 八 ( S ) ) } 卜 。
。

由于尸
。

(川 任 p N A
’

对每一 n
都成立

,

故 f (川
S 〔 留

任 P N A
`
= P N A

’ .

定理的证明 必 要性已为 A u m a n n 和 S ha lP ey 所证
,

见 〔2 ]之 148 页
。

下面证明充分

性
。

任取 。
> O

,

由充分性条件
,

存在占> O ,

以及无原子向鼠测度 声二 (八
: ,

产 2 ,

…
,

群
。

) 使 ( l)

成立
。

根据 L i a p u n o f f定卫}!
,

/` 的行t域 R (川是 R
”

中的紧集
,

所以存在有限个 S , ,

S : ,

… ,

S 二 任 留 使

m i n }!产 ( S
,

)
一 八 ( T ) {! < d / 2 ( 2 )

l粗 i抓 ”

命

G o 二二 J x 任 R
” :

l : l < d / 2 飞

G , 一 { x 任 R
” :

l州 > d i/ 比 lx 一 八 (泞
,

) }< 占}
,

感二 1
,

2
,

…
,

。

G 二 + , = { x 任 R
” :

!{
x
{!> d / 4且 }!x 一 八 ( S

,

) }{> d / 2
, 玄= z

,

2
,

… m }

显然
,

{ G
,

}甲易 是 刀
”

的

续函数 a 。 ,
a l ,

…
, a , 、 1

使

盖
,

根据 恤位分解定理 (见 11]
,

19 8页 )
,

存在 R
”

L的连

、
、 .夕、尹OJ4la

z̀、护了
、
了吸0 ( a ,

( x ) 《 1

x 百 G ,

公 a ,

(劣 ) 一 0

门土 1

艺
a ,

(
淤 ) 二 1

作对策
。 。

如
一

卜

” 。

( S ) 二 ) ;
a ,

( /乙 (月 ) ) ” ( S
`
)

` = 1

洲为。百 G , , ￡二 了
,

2
,

…
,

。 ,

故 a (0 ) = 0
。

干是由引理知道 : :

任 P N A ` 。

另一方而
,

我们有

!沙 ( S ) 一 v :

( S )

一

…葱
一 ( ,̀ (: ) )

· ( S ) 一
`

叠
一 ( ; “̀ , , 2, ( s

艺
)

{
艺 a ,

(声 ( S ) ) {。 (
,

g ) 一 。 ( S
*

) { + 了̀ 。
( 1/ ( S ) ) f

”
( S ) }

+ a m 十 ;

(产 ( S ) ) !。 (
,

夕) }
.

由 ( 2 )
,

# (泞 ) 百 G
、 , ,

干呈上式录后一项为 O
、

再 l! l ( 4 )
,

中间项不超过 召 ( S ) 任 G 。时的

,” ( S ) }
,
r而

` 「

}那 ( S ) 任 G 。 }}寸
,

( z ) 说明

喃 (习 、 { 一
’

v ( S ) 一 : (功i) < 。
.

最后由 ( 1 )
,

(斗)
,

( 5 )
,

第 项 为

艺 介 ,

(厂̀ (习 ) ) }” (习 ) 一 (国 ) }
一

二 a (了, ( S ) ) e成 。

一乙 ( S ) 任 G ` 子̀ (习 ) 〔 G 、

1抓 f ( 从 1 ` i < 州

牛合 L述 }J!J得 !!
。 一 。 。

)
`

了 2 :
.
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至此我们证明了对于每一
。
> o

,

存在
, :

任 p N A
`

使 l
。 一 。 :

l
`

< 2。
。

这表明 : 任 p N A

P N A
` .
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