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C A D /C A M中的两种曲线招晨凸拟合

方 逮 钱正在
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 文中描述 了一种保凸参数拟合方法
。

对 于任意给定 一 个 平 面开

(闭 )的凸 多边形
、

可 用 二次 (三 次 ) B ez i er 曲线段构造 了一条 C `
二次 ( C

“
三次 ) 的

保凸插值样条曲线
,

并且 简略讨论 了该方法 在 C A D / C A M 中的应用
,

知凸轮轮

廓 曲线 的拟合
,

外形 的儿何设计等
。

我们在 I B M 一 P C 机上编制了通用 的交互式

作 图软件
,
只要输入相应的坐标和控制参数

,

即可快速绘制 出 C
`
二次 ( C

Z

二

次 ) 的保凸插位样条曲 线
。

关趁词 参数 曲线
,

扦值样条
,

保凸拟合

1
.

引 言

计算几何已广泛地应用于机械设计与制造 〔 1 〕
,

曲线拟合是计算几何的重要课题
,

也是机械设计与制造 中经常遇到的数学问题
。

比如
,

在 自由外形设计中
,

给定一组型值

点 (曲线的轮廓 )
,

要求寻找一条光滑的曲线通过所给的型值点
,

然后不断地调整型值

点以满足问题的要求 ; 反过来
,

给出一个曲线型几何体
,

要求给出 它 的 外 形数学表达

式
,

通常的方法是测得一组数据
,

进行曲线拟合求得数学表达式
。

当几何体是凸的时
,

自然要求拟合曲线也保持原来的凸性
。

比如许多进口机械设备中无规则的盘状凸轮常常

不提供加工图纸
,

又无备用盘
,

若凸轮损坏
,

会导致传动机械失灵
。

因此
,

如何精确地

测定凸轮轮廓曲线
,

提供加工图纸是一件十分重要的工作
。

文 〔2 1中研究了盘状凸轮轮

廓曲线的拟合
,

所采用方法是三次样条擂 值拟合
。

由于三次样条插值必须在小挠 度 ( !鱿
’

!

《 l) 的情况下才保证 良好的光顺性
,

所以用于凸轮轮廓曲线拟合是不保凸的
。

因此必须

寻找新的保凸拟合方法
。

保凸拟合在数学上有过许 多研究 〔3〕L4 ]
,

但计算复杂
。

我们构

造的保凸样条插值曲线与坐标系选择无关
,

结构清晰
,

计算简单
,

几何意义明显
,

优于

[ 3 ] 〔5 ]中的方法
。

2
.

基 础 知 识

定义 2
.

1 给定 , + l个空间向量石
`
( `二 o , 1

,

…
, 。 )

,

称
。
次参数 曲线段

, (` )一 全石
`刀

` .。

(̀ ) o《 ` 《 1
( 2

.

1 )

为 B` z i e r曲线
,

其 中
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B` 二

(t)= c
二 t` (1 一 ` )

” 一`

几 !

艺l (一 感 )!
二 0

,

1
,
二

’ , ”

依次用线段连接 吝
`
(`= o

,

1
,

……
,

耐中相邻两向量的终点
,

这样组成 的 。 边 折线多

边形称 B改i e r多边形
。

从 `2二 易得
:

矛( 。 ) = 弓。
,

爪 1 ) = 石
二 。

这表明B o iz er 曲线以石。和瓦为始点和终点
。

对 ( 2
.

1) 式两边求导得

乡
’

( t ) = 称 艺 。` B `一 ;

卜
;

( t ) ( 2
.

2 )

式中J `
二石

`

由 ( 2
.

2 )得

` 二 1

一 石
*一 ;

(￡二 1
,

2
, · ·

… 嗡

户
,

( o ) = . d ;

乡
`

( z ) = 移` 。

( 2
.

3 )

进一步还可推得

笋
I,

( 0 ) = ” (而 一 1 ) (己
2 一 云l

)
,

户
即

( 1 ) = . ( ” 一 z ) (。
,
一 `卜

;

) ( 2
.

4 )

定义 2
.

2 设 仁a
,

司的分划」: a = 孔 < 毛 < … … <
: 。

= b
,

在每个结点上给定 相应的

型值梦̀
,

如果成立

成验旦二里三
劣` + 1 一 劣`

云二 1
,

2
,

… …
, 码 一 l ( 2

.

5 )

则称数组 {阶 ; 2
一 。具有下凸性质

。

将 ( 2
.

5) 中的不等 号 换 成
“ 》 ” ,

则称 {豹 }下
, 。有上凸性

、

、

.
儿一。

丫
质

。

具有凸性质的数组称为凸数组
。

定义 2
.

3 设户。
,

声
, · ·

…币
。

是平面
, 边形的

。 + l个

一一 . J` . . 目目 J卜
-

`

-
)

顶点
,

设 在 ,
二夕碑

; , 改2二色尹2 , 二 ” 二
,

4
:

= 尹卜 1外
,

又设芭

是户
。 ,

户
: ,

… …矛
,

所在平面的法向量
,

如果 (成
, 火 d Z )若

,

( 4
2

` 往3 ) `
,

……
,

(氏一 l x 刁
。

)甘同号
,

则称 该平面多边形为

凸多边形 (如图 1 )
。

,
。

了 飞繁
一 ’

` 沪

3
.

0 连续的二次参数样条曲线

基本思想
:

图 (2 )中笋
。户

l

…孙是一个凸
n
边形

,

不考虑相邻三型值点共线的情况
,

寻

找 一个凸。 十 1边形 尹扭
。

又
1

…又
, 一净

” ,

使点 妙
` ( i = 1

,

2 ,

…
, , 一 1 )在线段 A `一 : A `

上
,

然后在每两个结点熟
一 , ,

孙

之间
,

以两边形梦
`一 ,

万
`一 1

矛
`
为特征 多边形作二次 B o iz er 曲

线段
。

由定义知所得二次 B亡iz e r
插值样条曲线在结点户

, ,

户:
,

…
,

矛
; :一 l

处 c `

连续
。

在不考虑相邻三型值点共线 的 情 况 下
,

我们来作

卢
。

注
。
宜

,

…瘫
。一 ,

户
。 。

记

图 2

儿9ù1J
l一

心公

一扒J
:

二孙

令
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一

~ ~一一
~

一
~ ~

一
-

一

一
一一一一 -

一一一
~ ~

-
-

.

一 ~
,

一
~~ ~月 ~

一一一
一 -

, .~ ` ~ . ~ , ` ~
~

一一
- -

一
. .

`̀

石。= t 。西1 + ( z 一 `。 ) ( 一云2 )

石
`
= t

`西` + ( z 一 t ` )汀
` 十 :

云= 1
,

2
, ·

石
。

= `
。

( 一 寸
,

) + ( x 一 t , )己
, 一 ,

其中0 < `。
,

t
l ,

…
,

八< 1是任意的常数
。

( 3
.

1 )
!
卜...J

月,山
一扑.刃

..

过多。点作平行于石
`
的直线 l `

,

则 z`的方程为 尹( t ) == 声
` + t石

, ,

i = o , l
,

… , :
.

联解方程组

{
尹( t ) = 乡

` 一 、

尹( t ) = 矛` 十 : 一

一

, 云= 0
,

1
,

…
, n 一 1

妙白` + z

求得直线 l `与 l
` 十 :

的交点
:

“
`
一
殉 一

盟黔
`一 O

,

1 ,

一
1

( 3
.

2 )

由型值点的凸性及相邻三型值点不共线保证了 旧
` 火石

` * ,

} 子 。
。

如果 出现相邻三型值点共线的情况
,

比如
,

矛
`一 , ,

乡
` ,

户` + 1

三点共线
,

可取 l `一 : ,

l `
, ;

的直线方程为

尹( t ) = 梦卜
; + t (户` , , 一 乡卜 ; )

即 l
`一 ; ,

l `
, :

的方程均为线段 扒一 ; p `十 ,

所在的直线方程
。

取

又
`一 ;

= 多卜
, + 乡`

2
万

` _ 户
` + 户

` + 1

2

这样
,

对于具有凸性质的型值点户
。 ,

矛
, ,

…
,

乡
。

在每两个型值点 劝
一 ; ,

户` 之间得到

了两边形户卜
:

万
`一 ,

户
`
(有间能退化成一线段 )

,

记

石`。 = 户卜
; ,

石。 ,
= 又

`一 ; ,

石` 2 = 乡`

可求得 c ’
连续的二次 B郎 ie r

插值样条曲线户( t )
,

其中抓 )t 在尹卜
: ,

户
`

之间的曲线段为

, ` (` )一 `

氛
” ` , B ,

,

2 ( ` ) ” 《 `、 `
( 3

.

4 )

如果平面凸多边形笋J
,…孙是闭合的

,

则在 ( 3
.

1) 中令

石。二 t 。。 : + ( z 一 t 。 ) 。
。
= 万

:

用上述方法可求出擂值样条曲线
。

注意
:

( 3
.

1) 中的 t ` (0 < t ` < 1) 是控制参数
,

用以调节结点处拟合曲线的切线方向
,

使每段曲线达到设计的要求
。

由 石
`
( `二 o

,

1
,

…
, : )的表达式知

:

每改变一个 t ` 的值 只影响

石
`
的值

,

即只改变两边形矛
`一 l

又卜
1

户
`
与户`互

`
户
` 十 :

的形状
,

而不影响其它的两边形
。

由此可

说明用 t ` 作为控制参数只改变两段 曲线的形状
,

而其它曲线段不受影响
。

4
.

C
,

连续的三次参数插值样条

如果认为 c ’
连续的拟合曲线还不满意

,

那么
,

在
c ’
连续的基础上

,

我们还可以构造
c “
连续的三次保凸插值样条曲线

。

基本思想
:

暂不讨论户
。 ,

户
, ,

…
,

产中相邻三点共线的情况
。

图 ( 3) 中
,

{
z

魂`

}挂占由上一

节中的方法求得
,

现在分别作 力
`

口
`

Z 户
`
户

i + , ,

且与 户
`

互
` 、

又
`
户
` + ,

分别交于万
` ,

乙
`
(`= o ,

1
,

2 ,

…
, , )

,

以三边形户
`乃

`

口币
` * ,

为特征多边 形所得的三次 B o iz er 曲线在 户
`与户`

、 : 之间
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显然是

连续
。

。 ’
连续的

,

如果我们选取的石
` 、

子
`

适当
,

就可以使该拟合曲线于结点户
:

处达到 。 ’

下面我们将具体构造三边形尹`刀
`
口

`
户
` 十 , 。

、

,一.J

.
4

Zr龟

、!犷
及」衫`一 , = 又

;一 ,

户
`一 , + ( 1 一 大`一 ;

)又`一 ;

乙
一 : 二 又*一 ,

厂
`
+ ( 1 一 几卜

,

)又
`一 ;

其中林
`
) 罗

_ 。是一组待定常数
。

记 乒一 :

反
一

厂
`一币` 做成 的 B吹 ie r

曲 线为

反
一 ,

(t)
,

设 呀
; ,

堂2 ,

夕
。
依次是三边形的各边

,

则

壁
1
二 ( 1 一 又`一 1

) (又卜
, 一 户卜

:

)

互2 = 几`一 : (户` 一 笋卜: ) = 久卜
,。 `

璧3二 ( z 一 几`一 , ) (尹` 一
又卜

: )

由 ( 2
.

3 )
,

( 2
.

4 )可得

图 3

:
一 ;

( 1 ) “ 3互
3

犷
一 :

( 1 ) = 6 (圣
: 一 圣

:

)
( 4

.

2 )
若若r

.,、

l

我 们知道
:

要使两段曲线 云
`一 ; (t )与 石

`
( )t 在结点 矛

` 处达到 。 `
连续

,

则 几
一 ,

(` )与

万
*

(t) 在户
`
点必须有连续的曲率

。

曲线段若
`一 1

(` )在户
`
点的曲率为

K
`一 ,

( 1 ) =
}刀 ;

一 :

( l ) x
若扛

; ( z ) l

了万弃而 )
( 4

.

3 )

将 ( 4
.

2) 代人 ( 4
.

3) 中得

K
、一 1 ( l ) =

2 儿 `一 z

3 ( 1
一 六卜

1

)
2

1(尹
` 一 直卜

;

) x 西。 l

一 !尹
; 一

二宜
、一 1

}” 一
= 1

,

2
,

…
, 几 一 1 ( 4

.

4 )

同样可求得曲线段万` (t ) (0 簇 `簇 1) 在结点户
`

处的曲率

K
`
( 0 ) =

3 ( 1
一 几

乡, 一
又

` ) x 己` 、 1

1
一

丽
十

汗
一

不下
一 艺二 l

,

2
,

…
, 忍 一 1 (

、

j
.

5 )

为简化表达式
,

我们记
_

}(尹
` 一 元

*一 1

) x “ } 1(梦
: 一 通 x d ` + l

一 }抓
一

: 又卜门
3

阿子 又津

令 ( 4
.

4 )
,

( 4
.

5 )两式相等
,

则得到 凡`的递推公式

又
:

= l +

_

_ _

f / 4 久` _ 1。
_

\
( ] 一 人`一 1

) “ 气1士 V万刁 ;二i )硕 + 1
/

2久卜
I c

云二 1
,

2
,

…
, 祝 一 1

。 , 一 、 `一 1

) 2`

(
卜了1 +

式 :

~ 1+

4久卜
I c

( 1
一 又卜

;

)
2
吐)

2久
`
一 e

当久。取值范围为 0 < 久
。
< 1时

,

则由不等
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o > 1 一
甲了耳石二

一 “ _
一 a

二一丁
.

一万 = = = 二盛) 一
二

1 十丫 1 + a
一

艺
( a ) 0)

可递推证得

o < 久`
< 1 ￡= z

,

2
,

…
, 。 一 z

这就保证了乃
` ,

己
`
分别不超越线段不百 {

,

万万不
+ ,

的范围
,

同时将所求得的久
`代入 乃

` ,

己
`

就可求出第 艺段B 趋iz 改曲线
。

记
产` 。二 , `

,

尹、 ,
= 乃

, ,

产̀ 2二口
、 , 尹̀ 。 = 户

、 千 :

则第 落段B吹 i er 曲线的方程为

户` ( ` ) = 艺 沪。 , B ,
,

s ( t ) ( 0 ( t《 1 )
, . 0

如果给定的多边形是闭合的 (户。 “ 户
:

)
,

这时在最后一段曲线 户
,

( t) 要 作一个特别处

理
,

即解一个二元四次方程组
。

一个严格的闭合凸轮轮廓 曲线
,

一般说来不会出现三点共线的情况
,

但由于测量上

的误差
,

测出的三型值点共线也是有 可能的
。

对于相邻三型值点共线情况我们作如下处

理
:

( 1) 若相邻三型值点共线
,

相邻四点不共线
,

如 丸一 1 ,

尹` ,

户
` + ,

共线
,

在误差允许

的范围内改变型值点梦
`的值

,

使得改变后的型值点笋
`
与其它型值点按原来的次序构成一

严格凸多边形
。

( 2 ) 如果出现相邻四个以上型值点共线
,

如户
, ,

户
` 十 , ,

矛
` 十 2 ,

户
` 十 3 四点共线

,

我们就

认为拟合曲线上有一直线段尹
。尹` , 3 。

5
.

程序框图与应用分析

4
.

1 程序框图

以下是求 c ’
连续的二次与

c Z连续的三次参数 B奴 ie r 曲线拟合的简要程序框图
。

我们

用 , 1

代替有用型值点个数 (闭时
, ,

= 九 + 2
,

乡
: 、 1
二 多

: ,

开时
, 1
= 。 + 1 )

。

以判定曲线是否

闭合
,

用 沁} r
. 。作控制参数

,

以便修改曲线的形状
。

4
.

2 应用分析

设一光滑凸轮轮廓线的函数方程为 y = f (幻
,

在凸轮上测得一组凸数组 {街
,

夕`

} F
二 。 ,

它们的 c “
连续的 B奴 i er 插值 曲线为 B ( x)

,

则根据拉格朗 日插值逼近误差有如下估计

E ( 工 ) 二 If ( x ) 一 B ( x ) } ( h
“

万
2

其中

h = m a x 乏!
: ` 一 : 卜

1 {
!̀ = 1

,

2
,

…
, 。 , 。 + l }

万
2二 s u f lf

ll

( 念 ) }

m i n {
二`

}落= o
,

1
,

…
, ,

} 《
: ( m a x {

二 ` !̀ 二 o
,

z
,

…
, 。
}

例 若测得某一凸轮轮廓线的一凸数组如下
:
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翰入
型值点个数

”

型值点和

曲线闭合否
开

.:士砚十 2

飞二瓦俩
+` ’ 一 `。 , `

’
升皿= 璐

给控制渗盆 t . 赎值

修改 t `值
求又

`

竺斤呢喃万社兰

画 C盆曲线
求 刀

, ,

己
`

二二二工二二

国 C 忿曲线

笙打印纸图
E N D

劣。 = 0
.

5
,

梦。二 0 公 2
= 一 0

.

5
,

夕2 = 0

x z二 0 ,

夕
一= 0

.

3 x 3二 0
,

y 3二 一 0
.

3

劣 4
二 0

.

5 一 今` = 0

我们绘制 了它的 c ’
连续二次 B ez i er 保凸插值曲线图和 (图 5 ) 和 c Z

连续三次 eB
z i er 保凸擂
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