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真有最佳乞又明相关性能的跳频序列族
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摘 要

在非正交跳频扩展频谱多址通信系统中用作跳频图样的 p k 进制序列族要求具有小的汉明

互相关
。

文 口〕中得到了给定
一

长度和字母表大小的序列的异相 自相关及互 相关的下限
,

并构

造 了具有最佳汉明相关性能的序列族
。

本文中提出一种更一般的构造方法
,

文 [ 1 ]的构造是它

的一个特例
。

构造出的序列族具有最佳汉明相关性能
,

并且可部分解决H oP 一an d一 S tay 问题
。
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1 引 言

跳频通信技术具有抗干扰防窃听和选址多址组网等优点
,

在战术无线通信方面得到

重视和应用
。

跳频通信的实现是用伪随机码 (称跳频码 ) 控制信号载波频率在一定频率

范围内跳变来完成的
,

频率跳变的规律称为跳频图样
。

寻求和设计比较理想的跳频码是

研究跳频通信技术的重要课题之一
。

国内外应用于扩频系统的跳频图样设计技术
,

主要

基于 m 序列
、

叮序列
、

R 一S 码
、

本原序列及一般 B ent 函数序列等
。

文〔1 1中考虑 了基于

二 序列进行跳频图样设计的一般模型
。

即使用有限域G F( P) 上的
忍 级最大长度线性反馈

移位寄存器
,

并且以寄存器的 无个相邻级控制频率合成器而不 用 全 部
:
级

,

如 图 l 所

示
。

这种序列具有最佳的汉明相关性 能
,

但是每当 在 移 存 器 里 出 现
。 重 x x ⋯ x ,

x 共。时
,

则输入到频合的是连续
。 一 论+ 1次跳变的 无重 x x ⋯ x 。

当 0 0. 二 X 出现在

移存器时类似情况也会发生
。

这样信号将停留在一个频隙上相当长时间
,

易于被非法接

收机检测
,

这称为H o p一
a n d一st a y问题

。

本文提出一个改进的构造方法
,

论证其产生的序列族具有最佳的汉明相关性能
,

该

方法可部分解决 H o p一
a

lld 一st ay 问题具具有更大的密钥量
。

改进的方法是
:

使用 k 个

非相邻级而不是相邻级去控制频率合成器
,

如 图 2 所示
。

首先给出汉明相关的定 义及最佳性判据
。

给定字母表 A 上的长为 q 的两个序列 X 二 {《力 }和Y = {梦(力 } 之间的汉明相关如下

定义
:

H
x Y

(丁)一 ,r0 ”[
‘(j)

,

‘(J +
T )]

,

O《‘
< q (1 )
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其中二是字母表 A 的大小 】川 二饥 ,

b 是 q 模 。的最小非负余数
,

而 H (Y )如定义(3)
。

定理 2 对于尸
‘

上长为q 二川 一 1》 2的任意一对序列 X 和 Y ,

有

M (X
,

Y )) p
倪一介 ,

z长k ( 刀 (8 )

由定理 1 和定理 2 知
:

如果序列的自相关以等式满足(7) 式
,

则该序列为最佳序列
;

如果序列对的互相关以等式满足 (8) 式
,

则该序列对为最佳序列对
; 如果序列族 尸中任

何一对不同序列都以等式满足 (8) 式
,

则 F 就是最佳序列族
。

现在考虑一个 p 上长为 q 的序列 X 二 {x( 力 }
,

设 X (j
,

幻 表示 X 中第 j个相继或非

相继的 k 重
:

工‘(j +
。。) : (J + e ,

)⋯ : (J +
e卜

,

) ]

这里 e ‘

<
e ‘十 1 ,

且。簇 e *
<

n 一 l(对任何 葱)
。

对于每一。 任P气 设
。x (叨 )表示 X 中不同相位

夕的数 目
。

这里0《j《q
,

满足 w = X (j
,

幻
。

七 (。 ) 被称为 X 中 w 的重根数
。

应用映射
。 于 X 中相继或非相继的 无重

,

可得到尸。

上长为 q 的序列Y = {今(力 }
,

而

今(力 = X (j
,

无)a =

将 X 和 Y 间的关系 (9) 表示成 Y = X 。 * ,

X
= 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1

0 1 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

介一 1

艺 : (J + e ‘), ‘, 0《夕< q
‘昌 0

(9 )

称序列 Y 为 X 的叮。

变换
。

例如二进制序列

1 0 1 1 1

1 0 1 1 1

0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

(1 0 )

如果抓力 二城力 十城夕+ 1 )
·

2 十减 j + 2 )
·

4 ,

则 X 的凡变换为
:

犷 二 2 5 2 5 6 3 1 4 6 3 导 8 7 8 5 6 8 5 2 1 4

2 1 4 6 7 3 1 0 4 2 弓 6 7 7 3 1 4 2 6 2 1

0 4 6 3 1 0 0 4 2 1 0 0 0 4 6 7 7 7 7 8 5

(1 1 )

如果夕(力 二城力 + x( J + 2 )
·

2 十《夕+ 4)
·

4
,

则 X 的a 3

变换为
:

丫 二 0 7 4 8 2 6 5 2 6 5 7 2 7 5 3 6 1 8 4 1 2

4 5 6 2 8 1 5 0 6 4 7 6 8 3 5 1 6 0 8 0 5

4 2 2 1 1 4 0 2 0 1 0 4 4 6 6 7 7 8 7 1 7

(12 )

为简单起见
,

并不失一般性
,

我们在例题中均假定 尹= 2
。

所提出的最佳序列的构造方法基于下述定理
。

定理 3 设 X 为G F (川上长为 q 二尸 一 1 的一个 m 序列
,

那么对所有 无
,

1 《无< : ,

X

的 , *
变换是尸。

上长为 q 的最佳序列
。

证明 设 Y 二 {抓力 } 是一长为 q 二尸 一 1 的。 序列 X = {城j)} 的 , 、

变换
,

这 里 1《无

( n 。

设扔表示循环移位运算
,

如下定义
:

X 俨二 {
二(j)}俨二 {

z (j十
, ) }

则有 Y y
T

= (X a *

)夕
,

二 (X ,
t

)a
,

q 一 1

H
Y Y

(‘) 一属无〔‘(j)
,

‘(j十
‘)了

, “( ‘< q

h〔犷(j)
,

梦(力 ] = 口州习间州当丫 = 0时
,

H
: 犷(0 ) =

当了
矢O时

,

H
: r

(幼 = 名 呵X (j
,

幻 ,
,

X (夕十
: ,

j = 0

k )a J
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X (j
,

幻 , 二 X (夕+ : ,

k) ,
,

当且仅 当X (j
,

幻二 X ( j + 二 ,

幻
。

定义Z 二 X 一 X 犷
,

则

叙j
,

幻 二 工 (;’
,

幻 一 X (J’
卜 T ,

幻
。

因此 X ( j
,

幻, 二 X ( J+ 二 ,

扔 ,
,

当 且仅 当 Z (J
,

幻

二 o 七
。

所以H : , 吸二 ) 二 。 : ( 。
舟

)
。

, 戈。时 Z 二 X 一 X 犷是 。序列 X 的某一个位移序列
,

由m 序列的性质知
:

H ; 犷( 丁) = 公 : (o
左

) = 。二 ( o
k
)

二夕
”一k 一 1 , 下

矢0

现回到定理 1
,

如 果 q 二尸 一 1
,

A 一 尸。 ,

l《无《 , ,

则 衍 = 广且知

( 7 )式得

( 1 3 )

b = 尹含 一 1
,

代入

H ( Y ) )
( 尹

介
一 尹介) ( 尹

” 一 2 )
尹抢 ( p

” 一 2 )
= 尹

”一k 一 1 ( 1 4 )

由 l二正了推导知
,

若 X 是一 长尸 一 1的 , 序列
,

则 X 的 几 变换 Y 二 X 。, 的异相 自相关

H ; :

行 )恒为川一 ”一 1
。

所以 11 了X , 、

) 一 m a x {H
; : (丫 ) ) 二广动 一 1 ,

即 X 口,

以等式满足
0 了 r < ?

( 工4 ) 式
。

由最佳性判据知 X 的。 ,

变换是P]:
_

L长为 q 的最佳序列
。

(证毕 )

现在证明图 2 结构的序列族是最佳序列族
。

先用数学语言表述图 2 的构造方法
:

设 X 一 几刽J少}为G F( 州 上长为q 二护 一 1的一个 , 序列
。

对任意J任尸
,

及 p 任 P , ,

1 ( 无

( , ,

用 X
。
( j

,

幻代表 X 的第 j个 无重 X (j
,

幻和 无重
刀, 一,

任 p “的逐项模 尹之和
,

即
:

工抓j
,

幻 二 万 (j
,

助
一

二
一 ,

(1 5)

对任何”任 尸、 ,

Y
。

= {歹
。

(力冬是 尸、_

仁长为q = 尸 一 l的序列
,

该序列的第 j项由下定义
:

夕。 (j) 二 X
。

( J
,

无)了 ( x 6 )

从 X 到Y 。

的复合变换可用Y , 二 X a 、

(约表示
。

定理 4 设 X 二 定城 J)少是 G F( 川 上长为 q 一尹气 1》 2 的一个 m 序 列
,

对每一 k
,

1 ( k

( , ,

广个序列Y 。二 X a 、

(川
, ”任 p , 的集合是一个最佳序列族

,

而且 F 中每一序列本身

也是最佳的
。

证明 考虑一对序列Y
, ,

Y
:

任F
,

有
g 一 1

H
: , : 二

( , ) 二 习 h [梦
,

(j )
,

y 。

(j + , ) ]
了= 0

因为映射 。 是 -

一 对应的
.

y
,

(力 = 歹
:

(j + 灼当且仅当 X
,

( j
,

幻 = X
,

(J + 二 ,

幻
,

或等效

地
,

当且仅当 X ( j
,

幻 一 X ‘j
一

卜二
,

幻一 s , 一 ‘ 一 , a 一 ,
、

取 Z 二 X 一 X 环和 , = s a 一 , 一 , a 一, ,

匕式等效为

Z (夕
,

k) 一 劝

由此得到

H
: , , ,

( 了 ) “ u : ( 叨 )

若 : 一 。 则 、 点犷
。

情况和定理 3 完全一样
。

故知每一序列Y
,

任 F本身是最佳的
。

假 设, 纷 、 ,

则 切等0;:
。

若 , 一 O ,

则 z 是长为 q 的全 。序列
,

显然 Z 中 。的 重根数为

()
,

即 H ; , r ,

( 0 ) “ O , r
等忿 ( 27 )

若;
汾。

,

则 2 二 X 一 X 必 二 X 尸
,

而 X 讨中。 的重根数与 X 中的一样
,

为夕
”一 “:

H r , r ,
( 了) = u x ( 叨 ) = 尹

几一k , ,
今

s , o< 丁< 叮 ( 2 8 )

由 f 1 7) 式和 ( 18) 式知
,

对于 尸 中任何一对不同的序列有
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H (Y
, ,

Y
s

) = 尹
”一 左 (2 9 )

己经证明
,

每 一 Y
,

任尸 本身 是 最 佳 序 列
,

且 H (y
,

) 一 11 (Y
,

)二 尹~
沦 一 1

。

因 此

M (Y
, , Y ,

) = 厂一 “ 。

由定理 2 知序列族 尸是最佳的
。

作为一个例子
,

考虑 (10 )式的二进制 m 序列的 a 3

(约 变换的 8 个序列的集合 F
,

取

夕(j) =
, (j) +

: (j + 2 )
·

2 + : (j+ 4 )
·

4
,

8 个序歹11如下
:

r 。 :

如(22 )式

Y l , 1 6 5 2 3 4 4 3 7 4 6 3 6 4 2 7 0 2 6 0 3

5 4 7 3 2 0 4 1 7 6 6 7 2 2 4 0 7 1 2 1 4

5 3 3 0 0 5 1 3 1 0 1 5 5 7 7 6 6 2 6 0 6

Y Z 二 2 5 6 1 0 7 7 0 4 7 5 0 5 7 1 4 8 1 6 只 0

6 7 4 0 1 3 7 2 4 6 5 4 1 1 7 8 4 2 1 2 7

6 0 0 乃 8 6 2 0 2 3 2 6 6 4 4 5 5 1 5 3 二

Y 7 = 7 0 3 4 5 2 2 5 1 2 0 5 0 2 4 1 6 4 3 6 弓

3 2 1 5 4 6 2 7 1 8 0 1 4 4 2 6 1 7 4 7 2

3 5 5 6 6 3 7 5 7 6 7 3 3 1 1 0 0 4 0 6 0

容易验证
,

H (Y
。

) = 7 , O《。 二7 ; 且有 M (Y
, ,

Y
。

) = 8
,

对所有 , , s 任 {O
,

1
,

2
,

⋯
,

7}
,

护
等

8 。

3 序列的游程
:
H o p 一a n d 一S tay 问题

序列的最长游程对应于跳频 图样在某个频隙上的最长停留时间
。

为了抗截获和转发

式干扰
,

总希望跳频序列的最长游程越小越好
。

定理 5 设 x 为G F‘川上长为q 二尸 一 1的一个 。序列
,

X 的a 、

(约变 换 Y ,

的最长游程

的极大值为
n 一 论十儿

证明 X 的叮 。

(” )变换 Y
。

的最长游程等于 X 的 a 、

变换 Y 的最长游程
,

只要证明 Y 的最

长游程的极值为
, 一 无十 l即可

。

用反证法
。

已经知道
:

当 X (歹
,

幻 表示 X 中第 夕个相继的 k 重时
,

即是说以寄存器的 无个相邻

级控制频合时
,

X 的 , *

变换 Y 的最长游程达到
n 一 无十 1

。

假设最长游 程的 极大值不是

: 一 无十 1
,

即大于
n 一 论十 孟

,

不妨假定为 , 一 论十 2
。

考虑连续
, 一 论十 2个码元所对应的矢量

X (j
,

无)
,

1《j簇
n 一 无牛 2 ,

作如下矩阵
:

劣(l + e 。

)

劣(2 + e 。
)

劣(1 + e ‘一 , )

《 2
一
卜。 ‘一 1

)

z (1 + e 、)

x (2 十 e ‘)

x (1 + e 。一 1

)

劣(2 + e卜
;

)

x( 斗 一 无+ 2 斗
一 e 。) x( 儿 一 无月

一

2 十 ei 一 1

) 《 n 一 k 十 2 + e ‘) x (儿 一 无+ 2 + e卜
,

)

共中行矢量即为 X (j
,

幻
,

1‘j(
: 一 k + 2

.

若 X (1
,

幻 二 X (2
,

k) 竺⋯ 二 X (; 一 无十 2
,

幻
,

对 应 跳 频序列 Y 中存在长为
。 一 k 十 2

的游程
,

则矩阵 中每列的元相等
,

即x( 1 + 。‘) ~ x( 2 十 。 ‘) =
·

一城 : 一 k + 2 十 e ‘

)
,

o《‘(

无一 1
。

如果证明相邻两列元素中存在相位标志相同的码元
,

则这两列元素相等
。

任取相

邻两列
,

如第 公列和第葱+ ] 列
,

比较第 艺列最后的元x( : 一 无十 2 + e 、一 : ) 和第 云+ 1 列的第

一个元城 1 十 e ‘)的位标
:
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e ‘

( 衡一 , 十 忍 一 矛十 1

1 + e ‘

《 n 一 无+ 2 + e 卜
1

因故

这说明第 艺列和第‘十 1列有相位相同的元
,

推知这两列所有元均相等
。

因为这相邻两列的

选取是任意的
,

最终得出上述饭阵 中所有的元均相等
,

即 《l) = 常 数
,

1 + 。。长 l( ; 一 k

一

2 资
一

。

、
.

而。、一 :

》无一 卜朴。
。,

所以 ; 一 k 十 2
一

卜‘
》

、
,

> 。 十 1 十 e0
,

推出在
, 级 。序列中存在

一

长为 , }
一

1以 卜的游程
。

显然
,

这 与。序列的游程特性相矛盾
。

故知假设是错误的
。

定理

得证
。

定理 6 设 X 为G F( P) 上 长为q 二尸 一 1的一个 m 序列
,

X 汀
,

幻 表示 X 中第 j个相继

或非相继的 k 重
:

f城 j十 e 。

) 双 J十
e 】

) ⋯斌j + 价
一 2 ) x( j + ‘

一 1

)]
。

仅当如下情 况时
,

X 的 , 。

(哟变换 Y
,

的最 长游程 才可能达到极大值
; 一 无+ 1 :

z ) 当e 、一艺+ e o , o( 艺( t 一 z而
e ‘= , 一 (k 一 坛) + e 。

,

t《艺( 无一 z时
,

序列Y 。

可能出现

长为 , 一 无十 1的游程
。

是否出现与 阴序列 x 有关 ;

2) 当。 ‘

一￡+ e 。 r

o《‘( k 一 l时
,

序列Y t,

一定会出现长为
, 一 k +- 1的游 程尹

一 l个
。

证明 考虑如下矩阵
劣(1 + 。 。)

x (2 + e 。

)

劣(1 + 仑卜
:

)

劣(2 + e一
,

)

劣(1 + e ‘

)

劣(2 + e ‘

)

念(花 一 无十 1 十 e 。

) 城几 一 无+ 1 + e卜
l

) x (n 一 ‘ + l + e :

)

x (l + e卜
1

)

劣(2 + e卜
1

)

叭 n 一 无+ 1 + 氏一 1
)

假设上述
, 一 无十 1个码矢 X (夕

,

k) 相等
,

则矩阵中每列的元相等
。

比较任意相邻两列

中前列的最后一元与后列的最前一元的位标
,

如比较城
, 一 k 十 1 + e ‘一 ,

)和 x( 1 + 。 .
) 的位

标
。

因e :

《。卜
, 十 , 一 无+ 1

,

分两种情况考虑
:

1 ) e , 二 . 卜
1 + 丹 一 无+ 1

由e 卜
,

》 t 一 z “
一

e o
.

推出 e :

> , 一 (k 一 艺) + e 。

由定义有 自《 : 一 任 一 t) + 。 。

故得出

e : 二 n 一 (惫一 t) 十 e 。

e 卜
r = t 一 1 + e o

这意味着
: e , = 艺+ 。 。, O簇艺《 t 一 1 ;

e 才= 儿 一 (k 一 云) + e 。, t( 艺《念一 1

由此继续推得矩阵中前 艺列中所有元相等
,

后悉一 t列中所有元为另一常元
:

劣(l) = 元 1 , 1 + e 。《l《 n 一 k + t + e 。

x( l) = 元 2 , : 一 k + t十 1 十 e0 ( l《 2 忍 一 无十e0

这种情况在
。 级。 序列中可能出现也可能不出现

。

定理 6
.

1得证
。

2) e’< 街
一 : 十 , 一 无+ 1

这时有
。‘( e卜 t 十 n 一 k

,

得 1 十 e .

《 : 一 k 十 1 + e卜
t 。

由此推得第 t 列元素等于第 t 十 1

列元素
。

继续 比较任意其它两列元素时
,

如果不相等
,

则归入上述 l) 中的情况
。

直到比

较完所有的相邻列
,

得到矩阵中所有的元均相等
;
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城l) 二常元
, 1 十 e0 ( l《。 一 无十 1 十 “、一 1

由。 k一 ,

> 无一 1 十 。 。 ,

推得
几 一 无+ 1 + 。卜

,

> 。 十 。 。。 由。序列的游程特性知
,

氏一 1

的值

只能取无一 1 十 e 。 ,

这意味着
e ‘= 艺+ 。 。 , o《艺《无

一 1
。

因为 。 序列中一定会出现长为
n 的游程 , 一 1个

,

所以当
e ‘= ￡+ 。。 , o簇云《无一 1时

,

序列Y
一定会出现尹

一 l个长为, 一 k + l的游程
。

证毕

定理 5 和 6 是很有意义的
。

它指出了最佳跳频序列族的最长游 程 的 极大 值
,

表明

A
.

Le m pe l和H
.

G re en be rg er 提出的模型存在最严重的H o p一 n d 一St a y问题
,

并为避免出现

最差情况指明了方向
:

使用 无个非相邻级去控制频合 (这里假定第 1 级和第
。 级亦为相

邻级 )
。

比较序列 (1 1) 和序列 (12 )中的最长游程
,

(1 1) 中为4 ,

(1 2) 中仅为 2
。

笔者对
n 《10

,

无= 3的情况进行 了计算机模拟
,

表明使用 k 个非相令曰吸时最长停留时间减少一半左右
,

大大改善了抗截获性能
。

4 结 束 语

当k = , 时
,

q 一尸 一 1
,

H (Y )一 。且M (Y
, ,

Y
:

)二 1
。

具有 尸 个序 列的跳频序列族是

G F (犷)上一阶 R 一 S 码的子集
,

它已广泛应用于跳频系统
,

尤其是具有 自同步技术的跳

频系统
。

当无<
,
时

,

叮= 尹
几 一 1

,

H (Y ) = 尹
“一 无 一 i ,

M (Y
, ,

Y ,

) = 尹
”一奋 ,

具 有 犷 个跳频序#lJ
。

使用 k 个非相邻级控制频合
,

可部分地解决使用 k 个相邻级时存在 的 H o p 一a n d 一st a y 问

题
,

并具有更大的密钥量
。

感谢周兆祺教授
、

李情与副教授
、

饶世林副教授的指导和帮助
。
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[ 2 〕
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