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多维 A R 模型梯格滤波的一般形

式及其在不同数据窗下的实王见

茅 宁

( 自动撞制系)

摘要 本文 以基本的矩阵代数为工具
,

对于多维 A R模型推导 了梯格滤波

的一般公式
。

在此基础上
,

可 方便地得到在不 同数据窗下 (如预加窗
、

协方差

窗和 滑动窗 ) 的实现算法
。

关挑词 梯格滤波
,

递推佑计
,

时序建模
,

系统辫识

分类号 T 1P 3

l 问题的提出

近十多年来
,

在线性系统建模问题 中梯格 ( L ad d er 一 l at it ce ) 形 式 的运用已经引 起

人们愈来愈多的兴趣
。

在许多应用领域
,

如谱估计
、

语言处理
、

系统辫识
、

信号检测
、

自适应控制等方面
,

梯格算法正在起着 日益重要的作用
。

在系统辫识领域
,

与通常的递

推辫识方法相比
,

梯格算法及其归一化形式具有计算量小
、

数值稳定
、

易于硬件实现及

正交性等一系列优点
,

它特别适用于系统阶次预先未知的场合
,

因而更具有吸引力
。

考虑由如 下线性差分方程表示的系统模型

y :
+ A , y ` 一 , 十 … + A

p y `一 , = e :

( 1 )

其中 夕` 为 m 维观测向量
, 。 `飞为零均值的 饥维白噪声

,

尹为系统的阶
。

关于该模型的梯

格滤波方法已经有许多讨论
,

洋细情况 可见 F rj e dl a n d er 的综述文 章 〔` 〕
。

但 就 作 者 所

知
,

现有的结果大都是在系统零初始条件 (即 夕。 二 0
,
乙< 0) 的 前提 下得到 的

。

这就是所

谓的预加窗 ( p
r e w in d o w )

。

当这一假设不成 立时
,

需要考虑其它数据窗
,

如方差窗
。

此

外
,

当所研究的数据缓慢变化时
,

为 了跟踪系统的时变特性
,

通常采用了指数加权法
,

但

它不适用 于数据突然变化的情况
,

因此又导致了滑动窗算法
。

关于后两种窗
,

目前的结

果限于归一化后的算法
。

对于系统辨识而言
,

为了得到原系统参数的实时递推估计还需

要作非线性变换
。

因为梯格算法并没有给 出原参数的估计而是一组称为反射系数的等价

参数集
。

因此在某些场合给应用带来不便
。

针对这一情况
,

本文首先给 出一组有关矩阵代数运算的基本公式
。

在此基础上可推

导出系统 ( 功梯格滤波的一般形式及其相应的模型参数估计公式
。

这样通过对起点 参 数

S 的选择即可方便地得到在不同数据窗下的实现算法
。

10 5 5年 4 月 10日收稿
,

作者为博士生
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2 定义及矩阵运算公式

定义数据矩阵

y
; + n一 1 歹

: + n ’ . ’

梦卜 1

( 2 )

夕, y : + l

兰 y卜
。

r..........L

一一ó
n8

Y

其中
s 表示数据的起点

, : 表示模型的阶
,

t 为观测时刻
。

对 8 的不同选择对应不同的

数据窗
。

如
二 = O 为协方差窗

; s = 一 : ,

且设 夕`
= o

,

t < 0 ,

则为预加窗 , s 二卜
。 一 L ,

L 为一正整数
,

则为滑动窗
。

注意到 Y
, . 二 ,

一 ;

具有如下结构关系
:

)
Y

一 1 [
Y

, , · · 1

一 }
_ _

”
`

}
,

犷
· - 1

, · · 1
,

!

一 }
LY

。 , , , `一 1

J L

召 , 几 心一 1

s 一 1 : 召一 n 一 11
Y

s ,
。

, `
= [ Y ,

,
。

,

卜
;

: * 〕= 【* 三Y
。 十 卜 , `

“ * , ,

忆

,
产、、了、 ,
声

八045
了.、了.、产`、

表示相应维数的非零向量
,

而数据失量

Y , 、 。 : ` = [歹
: 十 ,

… 夕
,

]

先来给出一组矩阵代数运算公式
。

设 A 为一矩阵
,

记

P务= A T

( A A 少

)
一 `

尸支= I 一 A
T

( A A
,

)
一 `

A

单位向量 汀 = 〔 .0 二 0 1 ]
, a = 〔 1 .0 二 0 〕

.

有如下结果
:

r A ,

( ` ) 设 ` 一
l蕊

’

J
r a l

D = ! 二
。

!
,

则

尸召-

尸召=

尸丢=

( 2 ) 设 C = 〔A : a

L A J

〔P 蛋三O J + p玉
a ? ( a p支

a , )
一 `

[ 一 a 尸里: I

〔 O : 尸务

尸去== 尸支

I D 二

J + P如
,

( a 尸如
少

)
“ ’ 〔I 三一 a 尸务

一 尸玉了 (“ 尸为了 )
一 ’ a 尸二

[ a :

U : : `

和 V , : .
为任意分块行 向量

,

A J

则有

P 咨
p 会二

r 二尸咨
二尸亡`

,

RltA)日
J.

0尸
。

l

!众 尸召
_ 尸五『

少 a p召
a 尸去, T

一一一一

, ....J, ...且.1

和

U , : ,尸合V百
: : 一 U ; : , 一 1尸戈V

I 了 p l , 了
,

了 T/ D l , T 、 少
L尹 , . 泛工 r

,

. 廿夕 、 r , . 建 L 了 , J 〔 ,
· ` _ ,

月
~ i 二 竺

止
巴

一
」二 - 止巨

- -

口。

一
1

·

一 口 」 ~ T
2 ` J 护、 J `

, J

U
l : .尸去V百

:

一 U : : .尸戈V百
; . +

现在定义梯格变量
。

对于任意阶
。 ( n < 尹m

: 二

U , : . p去a 少

( V ; : :尸去, r

)
,

a 尸力, 了

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 1 2 )

尹m 。 二

为模型最大可能阶 )
,

( 1 1) 可表为
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(梦
; 十 ,

…夕。 ) + ( A ;

… A
。

) Y
: , : . ` 一 ; 二 (

e , 十 。

… e :
)

由 L s 估计理论
,

参数 ( A : … A
,

)的估计及相应的残差和残差平方和为

A
”
一

,

` 二 一 Y一
: ` p 择一 卜 ;

( , 3 )

e n ,

一 ` = Y
。 + · : `p 乡

· J 。 ,

卜 l ` T 0 2 4 )

R : s,t 一 Y
。 。 : `尸扒

j 卜 : Y七
+ 。 :

“
15 )

另一方面
,

设 夕: 一 , 一 :

为基于 夕` 一 , ,

…夕` 一 。

关于 夕` 一
。 一 ,

的 .
阶线性向后预测

夕
`一 。 一 l = 一 ( B ; 犷: 一 ,

+ … + B 。
拳

` 一二
)

则相应的向后预侧误差 , , ` 一 , 二 犷`
一 。 一 1 一夕

: 一 。 一 :

及向后预测误差方差为

r 二
, 。 一 l

,

卜 ,二 Y一
、 : 卜

。 一 l p 乡
。 ,

卜 1二 ,

( 1 6 )

R众
。 一 ,

.

卜 ,一 Y
, 一 互 : 卜卜

, 尸乡
氏气卜 : Y百

一 , 、
卜卜

,
(l 7 )

而 ( B
,

… B
,

)的 L S 估计为

B
, ,

卜 卜 卜 l

一
l 一

1 : 卜卜
, p扩

: , 。 ` 一 :
( 28 )

此外
,

定义其它梯格变量如下

」
, 。 一 1

. `二 }
, 十 , : ` p乡

。 n

卜 , Y毛
一 1 : 卜卜

l

( 2 9 )

d
。 ,

: ` = Y
· + 。 : ` p 争

。
, ,

卜 ; , ,

( 2 0 )

q
n l

卜 卜卜 : = }
。 一 l : 卜卜

: p 韦
。 ,

卜 , a T

( 2 2 )

” , 。 ,

卜 , 二 ` p 争
。 ,

。 卜 , 汀 ,

( 2 2 )

h
。 :

卜 ;二 ` p 奋
S : ,

: 一 , a T

( 2 3 )

`
,

饥卜 , = “ p 朴 j J 一产
,

( 2 4 )

以及

`
、 。
声 ` 一 : 二 一 二尸乳刃 ` 一 ;

( 25 )

D 凡 .s 卜 : 二 一 『 p长j 声
一 ;

(2 6)

下节将利用
_

_

七面给出的矩阵运算公式及数据矩阵的基本结构关系
,

得到梯格变量关

于时间和阶次的双重递推公式
。

3 梯格滤波的一般公式

由矩阵运算公式 ( 1 4 ) ~ ( 20 )
。

数据矩阵的递推关系及基本梯格变量的定义
,

可得到

如下基本关系式
:

( 1) 时间向前
一阶递推

尸孚
`

.

二

1 `一

1 召一

i O 尸华
, , ,

: 一 , 」+ p 参
: , , ` 一 飞Y百

十 , : .
R万厂

: : 〔I : 一 Y
; 十 。 : `尸华

。 。 ,

。 一 ,飞

P 乡
、 二

尸幸
。 , ` 一 , 一 尸奋

; , : 一 , Y百
十 。 : .凡万几

` Y
。 十 。 : ` p 争

。 , . ` 一 ,

( 2 7 )

( 2 8 )

( 2 ) 时间向后
一阶递推

尸 ;
, 一 ,

. , 、 , ` 一 L 二 L尸书
, , ” ` 一 , O } + 尸乡

。 , ; ,
: 一 ; Y百

一 : : : 一 。 一 I R 万:
: 一 ;

.

` 一 1

1I,
·

;
一 Y, 一 : : , 一 , 一

l p孚
, , ` 一 ,

8

l丫P P洛
: - . , 二 P 乡

、 , , ;
,

一 , 一 P 备
; , : 一 : } 百 R 石

` 一 ” 一 l 孟 ` . 。卜 1 ` 一 I Y
, 一 1 : 卜

。 一 l

` 一 l

( 2 9 )

( 3 0 )

( 3 ) 时间向前递推
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8
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( 4 ) 时 间向后递推

O

书
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)
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l
, ,

一
,

*
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由这些基本关系式可方便地得到梯格参数的递推关系
:

( 1 ) 时间向前
一阶递推

r 几 + 1
. 吕 一 l ` = r ” . 5 一 z 卜 1

, 。 一 x .
R 石, ,

` e ” s , `

,

.
d

o .

。 `

叮
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,
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,
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叮
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( 2) 时间向后
一阶递推
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一
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( 6 4 )

( 6 5 )

( 6 6 )

( 6 7 )

( 6 8 )

4 梯格滤波在不同数据窗下的实现

4
.

1 预加窗

此时
; = 一 、 ,

且 y ` = 0 , t < 0
.

由梯格变量的定义易见 、

d
, , : 一 z

,

* ` 0 , l
, , , ,

卜 z “ l ,

h
o a

,

卜 l “ 0

因而有
:

在 t 时刻
,

对
、 = 0 , x

,

…
,

m i n ( t
,

夕m 。 : 一 1 )
,

e , ,

卜一
十 , 二 e , ,

,
, `十 z ,

R盆
,
。 一 ;

. ` 十 ; = R篇
. , ,

: 、 , , v , 。 一 1 . * ; = , , ,

. ` 十

因此可略去起点变量
吕 ,

得到如下预加窗梯格算法
:

」
。 . 。 = J

, `一 , + e , ,
. : 百

. `一 ,

/
,
· 。 ,

一 ,

e , 十 1
,
. = e ,

一 」
, ,

. R二:
: 一 , , , ,

一 ,

r 。 + 1二 = r ,

一 , 一 J百二 R百尸
` e , .

R 篇
卜 ,

一 R 二
` 一 」

, , ` R ; 厂
` 一 , 」蕊

,

.

( 6 9 )

( 7 0 )

( 7 1 )

( 7 2 )
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鲜R 二
、 1

,

= R 二
,

: 一 ; 一

叮v 几 十 1 卜 l = v 刀
,

` 一 l

: R石了
: 」 , :

,

: 一 I R 石厂一
, : , , ` 一 1

或v 几 十 z
,
: = v ” ,

` 一 l R 百了
: e 。 :

5 5

( 7 3 )

( 7 4 )

( 7 5 )

初始条 件 为
e 。

, ` = , 。
,

一夕。 , v 。
, ` = 1 ,

果是人们熟悉的
。

R吕
, ` = R 石

, ` = 艺 夕心军以及 」
, , `二 o , t <

。 .

以上 结
` = 0

相应的系统参数估计公式为

B
二 . `一 ; = B

。 。 一 r 二
,

: C
” `

/ , , :

叮

A
, 十 , 。 = 〔

B
, 十 ,

. ` = 〔

C
, 十 ,

,

. 。 〔

A
, ` 一 」

, ` R万了
` 一 I B

。 ,

: 一 ,

: 一 J
,。 ` R 而:

: 一 l

]

一 J百“ R石尸
`
: B

, , 。 一 , 一 」百
: R 万尸

。 A
二 . 。

〕

C
二 ` R i,r

`

ftB
`
: 一
嵘

, ` R 7,r
`〕

( 7 6 )

( 7 7 )

( 7 8 )

( 7 9 )

由于参数估计所需的全部信息可由梯格 德 波 器 提供
,

其本身不需要存贮 ￡时刻以前的

估计参数
,

因而参数估计可以在任意所需要的时刻获得
,

并不要求在每一时刻都实施计

算
,

此外
,

也不需要任何的验前信息
。

4
.

2 协方差窗

此时
; = 0 ,

在 t 时刻
,

对 n = 0 , … m i n (` , 尹m 。 二 一 1 )

d
二 ,

。
.

` = d 。
,

。
,

: 一 ,
+ e 。 , 。 ` h百

。 : 一 1

/ , , , 。 `一 ,

珍
, 1

, ` = e 。 ,

。 ` 一 己
, ,

。 `
h百。

,
: 一 1

/ l
, 。

. `一 1

v 。 .

1
, ` 一 1 = , 。 。 ` 一 ; 一 h

。 。 ` 一 l
h否

,

。 ` 一 1

/ l
, 。 `一 ;

J 。
,

。二 二 J
。

,

。
,

一 :
+ e ,

,

,
,
: , 百

,

。
,
: 一 ,

/ v 。 ,

, ` 一 l

R 篇
,

, ` = R蕊。
, ` 一 d

。 ,

。 `
d百

,

。
J `
/ l

。 。 , ` 一 ,

e , + 1
,

。 。 = e , ,

,
, ` 一 」

。 0 :
R下: 0

, ` 一 ,尹。 ,

。 ` 一 1

二 。 、 , 。 。 = , ” 。 ` 一 ; 一 」百
,

。 : R 石产
,

, ` e , ,
, 。

R 万
、 ,

,

。 : = R 轰
,
l

, ` 一 」 , 。
,

:
R万: 。 ` 一 I J不。 `

R石
+ l 。

,

: = R 二
,

。
, `一 ; 一 J 否。

, ` R二了
,

, ` J
, ,

。 `

, 。 十 ,
,

。
, `一 , = , , :

, ` 一 1 一 , 百
,

。 `一 ; R ; :
。 `一 , , , 。

,

` 一 ,

v , 十 : 。 ` = v , 。 ` 一 ; 一 e 否。 ` R 二了
。 ` e 。 。

,

:

h
, 十 1 。 ` = h

。 ,

。
, `一 ; 一 d百。 :

R万了
。 ,

: e 。 . 。 ,

`

l
。 十 :

,

。
,

. = l
。 。 `一 , 一 d百

,

。
J 。
R ; 广。

, `
d

, . ,

。
. `

( 8 0 )

( 8 1 )

( 8 2 )

( 8 3 )

( 84 )

( 8 5 )

( 8 6 )

( 8 7 )

( 8 8 )

( 8 9 )

( 9 0 )

( 9 1 )

( 9 2 )

初始条件为
e 。

,

。
, ` = : 。 。

,

: = 歹: , R石。 ` = R 石
,

。 ` = 艺 夕理圣
, h o

. 。 , ` = o , v 。 。
,

: = l 。
,

。
. ` = z ,

` = 1

d
o .

o
.
。
二 e , ,

。
. , , d

。 .

。
,
: = 0 ,

t <
,

.

相应的参数估计公式为

D
, 。

, `一 ,
二 D

, ,

。 : 一 h
, . 。

, `
C

。 ,

。
.

`

/ , , , 。
, `

A
。 ,

, `二
,

1
。 ,

。 ` 一 d
, 。 . ` D

。 , 。 , ` 一 1

/ l
。 ,

。
, `一 ,

C
”

,

,
,

. = 〔了
, ,

。
一 h

, ,

。 . D
, ,

。
,

.

/ l
, 。 :

B
, 。

, ` 一 1二 B
, 。

,

: 一 r , 。 . C
, ,

,
,

,

/ v ” 。 ,

.

A
, 、 1

.

。 : = [ A
, 1

,

: 一 」
, ,

。
, ` R石.r

。 ` 一 : B
, ,

。
,

` 一 ,

: 一 」
, .。 ,

. R石 ,’
。 ,

一 :

]

( 9 3 )

( 9 4 )

( 9 5 )

( 9 6 )

( 9 7 )
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B
。 ,

.

0
一

` 二 毛
一 」百

,

0 ` R 石了
,

, 。
: B

, 0 : 一 , 一 J百0
.

o R石了
, ` A

, 卜 `

〕 ( 9 5 )

尸
。 _

; 。
、

: 二 仁C
。 ; ` 一 二

认
。 : R百: 。 。 B

。 ,

0 :

三一 : 百
, 。 ` R万 ,r二

`

) ( 9 9 )

D
。 `

1
;

0 ` 一 LD
刀 。 ` 一 , 一 d盖

,

0
, `R 万尸0

.

:
A

n 。
.

:

: 一 d百
.

0 : R万了
。 , ` 〕 ( 1 0 0 )

同样
,

参数估计值可以在任意时刻获得
。

4
.

3 滑动窗

此时
, = t 一 。 一 L ,

其中 L 为窗宽
。

估计时仅考虑一般数据 {犷
`一 : 一 ,

… , :

}
.

根据这一

特点用下标
“ , :

t
”

表示
“ , , s ,

t
, , ,

于是对任意
, `>

。 + L 和 , = o ,

… 尹m : 二 一 z ,

大甲
一 ,

,

` 一 」
二 : ` : + e 。 : `

戒
: ` 一 、
加几 、 .

`
一

, ( 」o功

e , 十 ; : ` = e 。 : ` 一 J
。 ; 一 , , R石g

` 一 , r 。 : ` 一 】
( 1 0 2 )

: , : 十 l : : 二 护 , : ` 一 , 一 」百
, 。 一 ,

. ` R万f
` e 。 : `

( 1 0 3 )

R 二
、 , : ` = R 盖

: ` 一 」
。 ,

卜 卜 ` R 二百卜
, 」百

, 二 一 ,
.

`

( l o J )

R二
十 , : ` 二 R二

: 卜 , 一 」百
,

卜
1

, `
R 万兮

. 」
, , 。 一 卜 :

( 10 5 )

」
, : ` 一 」

, , , 一 1 ` 一 d
, : : 叮否

: 卜 1

/ 1
0 . 5 ,

: 一 ,

( 20 6 )

法
、 ; : ` 二 J

。 : ` 一 」
。 , : 一 1

,

` R 育誓
` 一 , q

, : : ` 一 ,

( 1 0 7 )

q
, , : ` 二 叮

, : ` 一
卜

, 一 」蕊
. ` 一 , ` R下育

`岔
。 : `

( 20 8 )

, ,。 十 1
卜

1
. ` 一 ,二 , , 。

.

5
,

卜 ; 一 , 百
: 卜 I

R石石
: 一 l , 二 : 卜 ,

( 10 9 )

l
。

_̀

;
卜

卜 ` 一 , = l
, ,

卜 , 一 g百
: 卜 , R石犷卜 刃

。 : ` 一 ,

( 2 1 0 )

: , * ;
, 。

.

: ; 二 : 。 。 , ` 一 1 一 e 百
: `

R 万芍
: e , : :

.

( 1 10 )

初 始 条 件 为
e 。 : : 二 : 。 : ` = 即` , d。 : `二 q。 : ` = 夕`

一 : , ? ,。 : ` = l 。
: ` 一 ; = l , R石

: : = R石
: :

=

t 十 1

甲口` 日
f 二

卜 L + 1

y `即下
.

在 `簇 L 时
,

可采用前面两种窗算法
,

因为滑动窗算法只有当 t> L 时才有

相应的参数估计公式为

亏
, 。 ` 一 : 二 刀

, : r 。 : ` C
, . , 。 、

.

`

/
:

, 。 。

弓 : ` 一 ; 二 刀
。 , 。 , ` 一 1 丹

一

q
, :

〔注
。 : ` 一 」

,

习 一 l
,

心

R下誉

, D
, . : . `一 1

/ l
, . , ,

` 一 1

厅百百
` 一 ; B

。 : : 一 ,

: 」
, , , , 一 ,

,

` R 百万
`

代l”
注

l

厅月

`洲. |五
二 〔一 」蕊

. : 一 1
.

`
: B

。 :
` 一 1

; C
。 一 心

: ` R汀
` B

。 :

城
, 。 一 ,

. ` R就

:
一 戒

: `泞衬
一 ,

.

: 一 , 二 毛一 q蕊: ` 一 I R万万
` 一 1

: 口
; : 。 : 一 l

( j 1 2 )

( l { ;3 )

』 1 ( 1 1 4 )

: ( 2 1 5 )

〔 11〔; )
一

1召
` : ` 一 ,〕

( 1 1 7 )

林林漪月BA叮方

参数估计也不必在每时刻都进行
。

5 模拟计算结果

考虑如下 A R ( 3 )模型

歹` 一 0
.

7纷` 一 z
+ 0

.

4亨卜 3 = e `

其中。 ,

为五 臼
.

1 ) 的正态白噪声
。

对于上述模型
,

取 p m 3 二

用梯格滤波及相应的 参

长丫占计算居、迸仃 实时辫

啥占计恤收敛于真实值
。

图 l 给 l 了模型参数估计的实时跟踪曲线
。

可见结果相当好
,

队
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}}}
,

一
月匕匕

丫丫石
-

一石石
{{{ 丫味` 一声~ 拼二 J 岌~ 一一

八八厂~ \ 一一

一
,,

!!! v
.

一
’’

6 结 论

由基本的矩阵代数运算公式得到了多维 A R模型梯格滤波的一般形式及其在不同数

据窗下的实现算法
,

同时给出了相应的模型参数的实时估计
。

由于算法是关于时间 t 和

阶次 : 同时递推的
,

它特别适用于模型阶次未知的场合
。

在另一方面
,

对于 夕阶 A R 模

型
,

通常 L s 估计需要的计算量为 O ( p Z

)的量级
,

而梯格滤波只需O ( )P 的量级
。

相应的

参数估计为 O 印” ) 的量级
,

但它不需在每一时刻进行
。

此外利用本文得到的基本公式
,

还可得到一些更深人的结果
,

作者将另文给 出
。
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