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任意三三角域上的光滑插值
方 建

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 文中描述了任意三角域上擂值逼近的两种方法
,

一种是布尔和擂值
,

一种是 凸

组合插值
,

其特点是结构简单
,

易于计算
。

文中证明了三角网格区域上的整个擂值曲面是 C ’

连续的
,

并指出离散化的擂值曲面函数是空间散乱数据的一种光滑插值算法
。

关键词 几何
,

计算
,

插值
;

布尔和
.

凸组合
,

离散化

分类号 0 17 4
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三角曲面片是 曲面造型的基本单元之一
,

特别是一些有拐角的曲面
,

三角片必不可

少
,

如汽车车身外形设计许多地方就要用到
,

这说明研究三角曲 面 片 有 很大的实用价

值
。

三角形上插值曲面的研究
,

基本上可归为三类
:

( 1) 先在标准三角形上的插值 l[ 〕 ,

然后将其仿射变换成任意三角形上的插值
,

这种插值曲面计算繁杂〔2〕
,

( 2) 以重心坐标研

究三角形上的插值 曲面〔“ 〕 ,

但其实质与 ( l) 相同
,

只是表现形式不同而已
,

不 过 从 自由

造形的角度来看
,

这种方法仍是较好的队〕 ; ( 3) 在任意三角形上建立局部坐标系
,

在局

部坐标系下研究插值逼近 〔“ 〕〔6〕 ,

这种 方法结构简便
,

易于计算
。

本文描述局部坐标系下两种不同于【5〕〔6] 的插值逼近方法
,

给出了误差估计和代数

精度集
,

其中布尔和插值误差比【5〕小
,

代数精度集包含了【5] 中的代数精度集
。

在同一

坐标系下
,

证明了相邻三角形上的曲面片是 C ’
拼接的

,

从而整个的曲 面 可以在同一坐

标系下方便地表示
。

1 三角域上两种插值曲面的构造

1
.

1 布尔和插值通近

设△ A B C的较长边为 A B
,

取 A B作为 y 轴
,

建立局部

坐标系如图 ( 1 )
。

记
: 。 = }O C }

,

梦, 二 {O A j
,

女2 = 一 }O B {
,

△ A B C 为 T ,

它的边界为d T
。

如果三角形 T 上的函数 F ( : ,

妇给定
,

我们希望找到一
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个光汾的有理函数吞( 二
,

犷)
,

使夕 ( : ,

妇在 J少上场值 尸及 夕的一阶编导级
,

即

口 (公
,

梦) l
, , 二 夕(劣

,

梦) }
, ,

旦塑兰逻2 } * 旦些迪逻 ) }
d 劣 ! 刃劣 !

.

~
.

_

~
}

l
d , I, , J , ! , ,

J

( 1 )

设价
`
( )t

,

甲 `
(约是区间0[

,

l] 上的两点H e

mr iet 擂值基函数

必。 ( t ) = (名一 1 ) 2 ( Z t 一 l )
,

价
:

( t ) = t (名一 l ) 2

甲。 ( t ) = `2 ( 3 一 2` )
,
甲

,

( t ) = ( t 一 l )忿2

记

F
` , (劣

,

, ) =
d F ( 劣

,

梦)

J 劣` J 梦夕

文 【5 ]中构造 了平行 O C 的线性算子
1 l

P ; F ( 劣
,

夕) == 艺 沪
. ( 劣 /叨 )饥 `尸 `。 ( 0

,

犷 ) + 艺 甲。 ( 劣 /饥 )饥
`
F

`。 (扭
,

歹) ( 2 )

其中

跳 = 哪 (妇

_ : 。 一 ; 。 t。· , ,一

仁
犷> 0

犷 < 0

显然函数 P : 尸 ( :
,

妇在△ A B C 的三边上播值 F 及 尸的一阶偏导数
,

但在口 C上关于 梦

的偏导数不连续
,

从而 P : F 在 少上的光滑性得不到保证
。

文〔51 添加一有理多项式消除

了这种不连续现象
。

我们用布尔和与凸组合插值方法不 仅能在 d r 上插值 F 及 尸的一阶

偏导数
,

面且在O C上也能达到同样的要求
。

_

我们先引入口C上的秦勒算子

P : F ( 劣
,

鲜) = F ( 劣
, 0 ) + 犷F 。 , ( 劣

,

0 ) ( 3 )

令

G (劣
,

歹) == ( P ,

切 P , )尸 (劣
,

李) = P : F ( 劣
,
萝) + P Z F (劣

,

于) 一 P
,
P ZF ( 劣

,

梦) ( 4 )

下面来证明 G (二
,

妇就是我们所要寻找的函数
。

由〔5 ]知

P , F }
, ; 二 F {

, ,

旦三里里}
= 亘尸

d劣 ! d劣
Z T 口 T

由 ( 4 )式和以上条件可得

口 ( x
,

歹) {
, , 二尸 ( :

, 今) {

= F ( 2
,

犷) }

同理

旦卫」
引 =

鲤 !
。梦 !

, : d夕 !
, :

, , + P Z F (劣
,

夕) }
, , 一 P : F (二

, 少) } , ,

d G ( 二
,

_

_

尸 x(
,

妇
d工

d口 ( :
,

夕)
d夕

d F ( 劣
,

J 今

碑二. .....
.

,.、 .,一

即。ó ,

设 I 为单位算子 ( 即 I 尸 = 尸 )
,

则

G ` x
.

夕) 二 P Z F ( 劣
,

!l ) + P ; ( I 一 P Z ) F (
: ,

少、
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一 尸 : F ( : ,

; ) +

全“ ( : / , )。
`
L,

, : 。 ( 。
,

; ) 一 : ` 。 ( 。
,

。 ) 一 ; 尸` ,

( 。
,

。 ) ]

+

士, `
(
:
/二 ) ,

`

[;
、 。

(二
,

, ) 一 r
`。 ( m

,

。 ) 一 , ; ` , 。m
,

。 ) ]

由上式可得

G ( 劣
,

夕 ) }
口 。 二 G ( x ,

夕) }
; . 。

二 尸 ( :
.

0 )

J G ( x ,

, ) , _ J G ( x ,

扩)

勿 l
; 一 。

= F 。 ,

( x ,

0 )

一一一 仰

( 6 )

于是我们得到如下定理
。

定理〕
、

设尸
, ,
任 C Z ,

则布尔和插值逼近函数 G ( z ,

妇在 J 少及 o C 上插值 F 及 F 的一阶

偏导数
。

设 G ( : ,

妇擂值逼近 F ( :
,

妇的误差为 E ( z ,

今)
,

则

E ( :
,

y ) = }G ( x ,

梦) 一 F ( : ,

夕) 1

= }p
I F ( z ,

梦) + p Z F ( 二
,

歹 ) 一 p l p Z F ( x ,

梦)
一 F ( x ,

夕) }

= }( I 一 P ,

) ( I 一 P Z

) F ( x ,

今) }

由泰勒展开的余项公式
,

从 ( 3) 式得

( I 一 P 之

) F (
x ,

歹) 二 F (
x ,

夕) 一 P Z
F ( 劣

,

夕)

一

于:
” ’

今荞
,

` , (` 一 `’ “

当梦固定时
, G ( :

,

妇是关于
二 的代数多项式

,

且在点 ( O
,

y )
,

( , (夕 )
,

妇处插值 尸及

F 的一阶偏导数
,

于是根据 H er m i et 插值误差估计得

: ( ·
,

; 卜 !
名“署于

一

竺”

丁:妙鬓器
` ,` ; 一 ` ,“

.

王竺里竺二兰二竺犷M

4 8
( 7 )

其中

M
。 = M a X

(忿
,
叮 ) C T

矛护尽
` ,

L d x ` d缪z

“ ,

}
。 < 0 <

`

( 8 )

从 ( 7) 式可直接得到代数精度集
。

推论 1 布尔和擂值逼近的代数精度集

` = {
二` , 李 : `> o ,

J> o , ￡+ J ( 5 }
.

2 凸组合插位通近

我们仔细检查定理 1 的证明过程会发现口 ( 二
,

妇必须满足称为相容性条件的下式

J Z F ( 0
,

0 ) _ J Z F ( 0 , 0 )

一而云宙
- - -

一一西和万
一 ’

条件 ( 9) 式是由布尔和擂值 中P : P : F

`

些业
旦丝生 = 。 ,

F ( ` 。 ,

o )
J劣 J犷 d犷J劣

所产生
,

要消除这些条件
,

( 9 )

我们引入一种凸组
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合插值方法
。

给出两个非负函数

。 1

`一 ; ,一 , 2 、 二

盯
: 一 、 )

一
(一 ; , 一了扩 (劣 一 饥 )

2

十 x “
( x 一 饥

显然 a , 〔 x ,

夕) ` a Z( 劣
,

夕) = 1

我们称 函数

G (
劣 ,

夕) = a l

(
x ,

夕) p , F (
留 ,

梦) + a Z( 劣
,

歹 ) P Z F ( x ,

夕少

为 F ( :
,

妇的凸组合插值逼近
。

由 a :

(
劣 ,

梦)
, a Z( x ,

犷)易得

G ( x
.

即) }
, , 二 F (

t

x ,

夕) {
。 :

存 ( 二
,

夕) {
。 。 二 G ( 劣

,

犷) }
, _ 。

二 F ( 劣
,

0 )

注意到 a l
( x ,

妇
,
a Z

( z ,

夕 )对 : ,

梦的偏导数
,

可得

。旦又犷
,少

_

) { 二 。 a ,

(毛 ;
_

)尸
i

尸(
z ,

, ) {
J X J x

_ J p
;
p ( 劣

,

梦)
J劣

J F ( 劣
,

今)

d x

同理

d 口 ( 念
,

今)
口夕

_ d 尸 ( 忿
,

夕)
, ,

一不牙
-

而

J 口 ( 劣
,

夕)

J 夕

_ d a Z ( 劣
,

梦) P
: F’ ( 劣

,

亨)
J夕

犷 ` 0

二型玉竺兰四 }
d , l

, 二 o

“ F o l

(
劣 ,

o )

因此我们有类似定理 l 的如下定理
。

定理 2 设 尸
: 1
任 C

“ ,

非负函数 a ,

( 劣
,

妇
, a Z ( 二

,

妇由 ( l 的式给出
,

则凸组 合擂值逼

近函数 ` ( :
,

, )在 d少及口 c 上插值 F 及 F 的一阶偏导数
。

设凸组合插值函数的逼近误差为 E ( 劣
,

梦)
,

则

E ( :
,

少)二 }G ( : ,

少) 一 F ( 忿
, 梦) }

二 }a
:

( 二
,

今) ( I 一 p
,

) F ( `
,

赵) + a Z

( 二
,

, ) ( I 一 p :

)尸 (劣
,

令) {

用类似布尔和懊差估计的方法得

忍 (
x ,

歹) (
夕2

犷
2 十 公 2

( 公 一 扭 )
2

公 ,

( 劣 一 拼 ) 2

4 !
F 4 o

( 8
, 劣 ,

, )
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: 2

( 2 一 。 )
2 . ,

2 F 0 2

(
: ,

8 2 ,

g ) !
J 二互

不
乃 奋丁 一 二丁万亏梦

— 一 石下

一
l

犷
一

个 苦 一
又不 一 ” . 户

一 ` : .

《 : 2

( x 一 哪 )
2

( M
;

/ 4 ! + M
Z / Z r ) ( 1 2 )

其中

o < 8 ,

<
: , , 梦2

< 0 2

< y l

、
,

= M a x

担叨玉甩
,

一

妙飞
一 ( ` · , ) e ,

t o 夕
·

-

,
` 一 M a x

f望更奥逻 )飞
(公 。梦 ) C , ` 0 劣 ’ )

推论 2 凸组合插值逼近函数的代数精度集
, 二 {

: `夕j : o ( `《 3 , o簇 j簇 l }

2 相邻两三角域上的曲面片C
`

拼接的证明

我们选择一个固定的坐标系
。 一 x
尹

,

设 D 是 砂 平面上的一个闭 区域
, F ( : ,

妇 是 D

上一个二元函数
, 尸 ` 二 { :

` ,

犷`
}至= :

是 D 中的散乱点
,

将这些点三 角网格化
,

则在 每个三

角形上按上节的方法可求出插值曲面函数
,

显然相邻两曲面片是 C
“
连续 的

,

而 我们的

目的是要证明它们是 C
`
连续的

。

设 P : 一仕
: , 亨:

} ( L 二 `
,

j
,

k) 是右手系」p ` P ,尸 ,

的三

个顶点
,

记 J P `尸 , P 。
为少

, ,

它的顶点对应边 召 : 的外法

向量为 . : ( L 二艺
,

j
,

k )
, T ,

上的局部坐标 系为 。 一对乏 ;

又设 P
。

是甲
;

邻近一点
, 」尸 , P

。
P 。

是一个与 T ,

相邻的右

手系三角形
,

记为 尹 : ,

它与 少 ;

的公共边为 E
` ,

它对应

的局部坐标系是
。 `一了 ,

` : ’ ,

如图2所示
。

记 F ( 二
,

妇在 。 一无那和
。 ’ 一丫梦

`: `

中的函数表示分别为

户 (无
,

夕)
, F , ( :

` ,

,
,

)
,

而 在 了
: ,

T Z上的插值逼近函数分

别为口 (牙
,

歹)
, G 朴 ( 二

` ,

梦`

)
,

且设

口l ( 劣
,

夕 )二 J (云
,

歹)
.

,
G Z ( 劣

,

夕) = G . ( 劣
` ,

再由坐标变换公式知坐标系之间有如下关系

图 2

梦`

)

{

{

劣 一 牙。 = 无c o s s : 一 歹s i n o
;

犷一 歹
。
= 胎 i n s 、 + 歹e o s o

l

二 一 二
石二

二 ’ e o s 6 : 一 梦
’ s i n 口2

夕一 梦占=
x ` s i n s

:
+ 夕

` e 0 s 0
2

其中 0
, ,

夕
2

分别是 牙轴和了轴与
二
轴的有向夹角

面上的坐标
。

由上节的擂值表明满足如下条件

(牙。
,

夕
。
)

,

( : 占
,

夕占)分别是 。 , o ,

在
。 一 x夕平

、 ..卫丁.̀ t厂..t,,.

EE

鲤 I
_
鲤 }

.

丝 f
d , .￡ `

.

O j . ￡
` ’

。夕 .君
`

J尸

些夕竺} , 些巴竺}
_

应旦二
、

} _

d二
`

!二 ` J̀
’

I二
` ’

d ,
`

.二 , -

d歹

d F 苦

d梦
`

( 12 )
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由法向导数公式知

d G 少* 一 梦J d G
二二: - ~ ~ - 井于 ,

—
寸

口犯 `
寸 踌

:
口劣

x , 一 x * d G

寸画 丙

其中“ 表示 E
、
的长度

,

所以有

d C I (
劣 ,

鲜

口九`

塑生二粼兰 d ` l(
x ,

今) 、 多止兰主

寸岔
` d 劣 可 d `

d G I ( x ,

鲜)

d夕

d G Z (
劣 ,

夕)

d歹

( 13 )

、 `!
!
、l
ll
J

J G Z (
x ,

夕) _
_

处止」夕 d G Z (
二 ,

夕 )

J “ ,

丫 d ` d劣

X J 一 X k

丫成

而

d G i ( 劣
,

犷) _ 。否 (牙
,

乎)

d x 刁劣

_ d口(恋
,

J无

歹) d勇
」

—
二 一「

O X

d G ( 之
,

J歹

引 J歹

d 劣

J口 z ( 劣
, 梦) _ d口 (无

,

歹)
D梦 d鲜

J口 (云
,

J至

J口( 牙
,

J歹

妇 d歹

J夕

.

卜
.

ó

ù劣即àdd
、

,一即
.

将 ( 12) 式的第一式代入上式得

d口 1 (金
,

梦)

d 2

_ d矛
’

(至
,

歹
_ -
一万王

-

石 云

d户(牙
,

引
J歹

d F (矛
,

歹)
J歹

J万
E `

而
( 1 .1 )

斗
旅一打

E

+仰方

E

d口 l ( 雷
,

犷)
d夕

_ d F (牙
,

妇
E

、

旅
鲤

凡 面

再将

d凡里
,

歹) = 。 F ( , , 今)
J牙 口牙

_ d F ( 二
, 今) d 劣 二 J F ( 劣

,

今) d夕

— 一

—
一

一
I 一 屯

— 二
-

J z d勇 0 犷 口厉

d F ( 至
,

夕) _ d F (劣
,

鲜 )

J歹 J歹

_ J 尸 ( 劣
,

梦) d劣 二 J 尸 ( 公
,

梦) J 犷

一 一

—
万 一 不

—
一

下一— —
、

d 劣 口歹 o犷 o 歹

代人 l( 4 )式得
:

J G I ( 劣
, 梦)

J 7

了d : O厉
,

d劣 d刃、
E

厂场 而 个

承刁
d F ( 劣

,

夕)
d劣

E `

少李
+
少肇犯卫业

,

刃
o牙 o 劣 o 犷o 留 , o犷

口性了、
十
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一 ( c o sZ 。 , + 、 i n Z
口

:

)。刃乓气里) }
O X . 一

乙 落

十 。 s 、n 。
I c o s 。

, 一 。 。 s 。
. s i n 。 ,

)全丑华必 !
o y ! 百 i

= 口互业
生迎2 }

d劣 ! ~

乙 `

( 15 )

J G I (
x ,

缪)

d扩

一 ( 一 。 i n o
, C o s 。

.

+ 。 i n 。
I c o s 。

l

)色理二些少
一

) }
_

”
’ 一

口劣 i
一 ,

七
; 己 `

+ ( s i n Z 。
,
+ 。 0 5 2 。

1

) 色皿戈多
·

鱿) }
0 梦 l 。

去 J Z

_ J 尸 (
劣 ,

夕)
J 夕

( 1 6 )

同理可证

J 口 2 ( x ,

夕)

J x

_ d F ( x ,

y )

凸 面

J G Z ( x ,

女)
E

; ’

一云犷一

_ 。 ` 2 ( 公
,

梦)
E J夕

( 17 )

将 ( 1 5 )
,

( 1 7 )式代入 ( 1 3 )式得

d G I (
x ,

夕)
口n i

_ d G Z ( 劣
,

y )

万
;

。 n
`

_ 。尸 ( 劣
,

, )
a n `

同样的道理可知
:

以 E , ,

E *

为公共边的相邻三角曲面片也满足 ( 17) 式
,

因而 我们证

明 了每相邻两三角形上的曲面片是 C
’

连续的
,

故三角网格上的整个曲面也是 lC 连续的
。

对于空间散乱数据的插值
,

只要将前面的插值函数离散化 6[]
,

就是一个 C ’
插值算法

。

3 数 值 例 子

用本文所研究的两个插值逼近算法
,

我们在 J A B C 上绘制了一组原函数 图和逼近函

数图
,

如图 3 所示
,

表明比较逼近的程度
。

图 3

。 函数图 6 布尔和插值逼 近图 凸组合擂值通近图
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例 设尸 (
,

.

夕 )二
s i n 可2二 x ( z 一 y ) )

A 二 ( O
,

0
.

5 )
, B 二 ( 0

, 一 0
.

5 )
,

C = ( 0
.

4
,

0 )

从图 3 上看
,

似乎没有什么差别
,

这正好说明了我们的插值函数很好地逼近了原函

数
,

而 与理论值的误差是相符合的
。
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