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在有限区间中用 F F T求微分

方程数值解的几个问题
`

陈 德 明

(应用物理系 )

摘 要 本文讨论 了在有限区间中运用 F F T求解微分方程数值解时遇到的几个问题
,

并

提出了解决方法
。
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有些微分方程的形式较为复杂
,

解起来比较困难
。

比如下面形式的微分方程

篡
一

f
_ s `一 “ ’ “ “

`

’ “
`

( 1 )

就是这种情况
。

而经过付里叶变换后
,

则形式

i k F (无) = 习 ( k ) G (无) ( 2 )

较为简单
,

其中F (无)
、

S k( )
、

G ( k) 分别是函数 f (劝
、

减幻
、

g (劝 的付里叶变换
。

通过

对微分方程作付 里叶变换
,

求得未知函数在频域中的表达式
,

再经付里叶逆变换
,

即求

得未知函数
。

因此
,

付里叫变换方法是一种求解某类微分方程的有效途径
。

为在计算机上实现这一方法
,

必须采用离散付里叶变换 ( D F T) 〔 I J
。

为说明起 见
,

考

虑下面常微分方程

袭
一 , (X , 劣 。

“ ( , ·

( 3 )

如果将 丁连续周期地延拓到 (
一
,

,
十 oc )

,

则其付里叶变换为

i无F (忍) = 口 (无) (4 )

在计算机上实现时
,

先将区间分成 N 等分
,

间距为 J = (御
一 与 )/ N

,

求得在抽样点
二 。
二

: 。 一

十 : j (n 二 。
,

1
,

2
,

…
,

N 一 1) 处的离散值 g ( x
,

)
,

用快速付里叶变换 ( F F T )求得在频域中

抽样点娜 。 一 。
,

1,2
,

一 万 一 ` ; 饥

叮
时硫 一

嘿
; 仇 >
枷

偏一 ` 一 , 上 的 一 系
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系列离散值呀 (偏 )’ i二然后声 (4 )式求得尸 (探 ), i 再作付里叶逆变换
,

求得在 , ,

点上的一系

列函数 值 (j
二 ,

)
。

然而
,

在实际应用中
,

会遇到下面几个问题
。

现逐个列 出
,

并提 出解

决方法
。

1 问题和解决方法

1
.

1 求解问题一

首先
,

离散付里叶变换要逼近连续付里叶变换
,

除了要求采样点足够密外
,

还要求

函数连续
。

公式 ( 4 )是对连续函数的结果
。

我们求解方程时
,

都是在有限区间内求解
,

而在区间两个端点的值往往是不同的
。

因此
,

当以区间长度对函数作周期性延拓时
,

在

整数倍周期处出现间断
。

此时
,

对公式 ( 4 )要作修改
。

我们知道
,

离散付里叶变换对是

、声
`、刀声

一匕6
了̀、Z̀、

N 一 1 2 兀 n 仍

尸 k( 耐 = 习 f (` ) e 一 `一不厂

招. 0

f `二, 一

壳属
F (* 。 )一

罕
它们对任何离散序列 f (九 )都具有可逆性

,

不管 f (劝在两端的值是否相等
。

根据 ( 5) 式
,

可知导函数的离散付里叶变换为

D F T

(鬓)
* 二 一

属篡{
一

属割

2 ` n 价

N

e 一 `七协 (二 , 一 x o )

x ”

属篡
〔“ ·

,一 “ ’ “ 一 ` 。 ’ 」二 ,

+ i无二 艺 f (
: ,

) e 一 ` k 。 `二 , 一二。 , (7 )

( 7) 式右边第二个求和就是 F 伪动
,

第一个求和用矩形积分公式
,

它近似等于 I f (御 )
·

e 一 ` “ 。 `二 二 一 二 。 ’ 一
f 位

。 ) ] / J = 【f ( 二二 ) 一 f ,
。 ) J / d

,

所以

D F T

(篡)
、 。 一 “ 。 F “ , , + l“ 二 ,

一 “ 一 , ” /̀
( 8 )

即导函数的离散付里叫变换要加上一修正项
。

当函数两端的 值 相 等 时
,

这一修正项为

零
。

又根据矩形积分公式及方程式 ( 3) 可知

e ( ` 。

卜氢
; (二卜二仁:

, (· ) `一 。, (二 , 一 , (一 , J /̀
( 9 )

所以方程式 ( 3) 的离散付里 叶变换应修正为

i无二 F (希。 ) = 吞 ( k. ) 一 G ( k o ) ( 10 )

1
.

2 求解问题二

第二个问题是
,

对实方程 ( 3)
,

其解为实函数
,

这意味着 f 。
,

)的 付 里叶 变换序列

F ( k动应满足

F (无。 ) = F 餐

(无、
一 ,。

) ( 1 1 )

星号 . 代表复共扼
,

上式即表示实函数的离散付里 叶变换序列的实部是关于 N 2/ 的偶 函

数
,

虚部是关于 N 2/ 的奇函数
。

如果频域 中的 人
’

个样本点都由 ( 10 )式来计算
,

且对所有
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, 取吞, 二 2, 。 / N `的话
,

呱显然不会满足 ( 1 1 )式
。

为使求得的给果正确
,

我们必须只在

, N
_

.

~ _
, _ _ 、 、

_ _ . 、 N
_

, , , , 、 , L _

` ”
, , 、

~
_ , , ` . 、 、 一

。
_

二 < 艺时使用 (l 0) 式
,

对 爪 > 公时的样本点 F’ ( k砂应由 ( 1 1) 式来求
。

一

2
’

`

一 ” ’ 、 ’ - - 一 ` 2
’

`
’

一 ” ”
’ 甲 ’ 一

’

一
’

一

二
` , , 、

小
二 , ,

, 。
`

、 、
_ 一 `介` ( x一 刃 。 ’ _ _一 `

(
k、 一
梦 ) (

二 ,

一
。
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一
x 月 一 ` 。 ’ 。 二 二二 、 二

在 ( 7) 式的推导中有
: “

一 `
’ 、 ’

~ 。
’ 、

’

城 到
、 一 ” 一 。` 二 。

’

一 ” ,

因而导致 有

。 。 甲 f d了、 _ 「 , , _ 、 _ , 了 _ 、 : , * ` ; 二 , ; 、 国
.

.JI _ \ N 、 *
D F T I笠

,
l 二 仁f ( x N ) 一 f (

: 。 ) 1/ d 一 落k*
一。 F ( k 。 )

,

因此
, 。 > 答时有

一
、` 人。 L `

一 ~ “
一 ” ’ “ ` - 一

` ’ 一 ~ ` 一 “ ., ’

一
护 -

·

一
2

”

一
一 落无, 一。 尸 (k . ) 二 G ( k. ) 一 G (无。 ) ( 1 2 )

因对实函数 夕 (x )
,

有存 ( k . ) = G 苦 (扮
一 , )

,

故由 ( 1 0 )
、

( 1 2 )式确定的 F 任。 )满足 ( 1 1 )式
。

实际 上
, , >
合
时

, 尸 (`· , 应理解为负 , , 的结果
,

( , 2 , 式正是将 〔̀ 0, 式中的` ,
换成对

应的负频率
一 恋二

一 。的结果
。

1
.

3 求解问压三

由 ( 1 0)
、

( 1 1 )式不能求得序列 F k( 动的全部
,
其中 F ( k0 )和 F ( k尹不能求得

,

因 肠二

0 ,

及尸 (充醉应为实数
。

所以
,

为完成付里叶逆变换
,

应当另找方法求得
。

对于尸 (几)
,

可利用边界条件求得
。

因无。 = O ,

故

F (无。
) = 习 f ( :

,

)
一粤xf 今(习 ` :

O J 工 0
( 1 3 )

如果给定土式中的积分 (比如求电场时
,

给定两端电位差 )
,

则由上式可求 得 F ( ko )
.

若给定在某点上的值了(:
*

)
,

则可利用求得的 F (无动
,

(扔 二 1
,

2
,

…
,

N 一 l )
,

再由逆变换

公式求得
,

即
夕一 1

F (论
。
) 一 N f ( :

`
) 一 艺 F (论

. ) e ` “ , ,̀ 一 ` 。 ,

. . 0

( 1 4 )

关于 尸 伍砂的求法
,

可根据 Ft k( 动序列的对称性求得
,

可取

尸 “ 。, 一
;
〔F (̀ 、一 , + “ ` : 一 , “一 R

·

〔F (, 。一 , 〕 (` 5,

它对结果的影响很小
。

1
.

4 算例

解决
一

r L述问题
,

能求得比较正确的结果
。

为检验上述作法
,

作者编 J
`

一个解下列

方程的示例程序

dj J
“ :

己劣 、 L
O簇劣《 L

其 中 L
、

S
、

夕为常数
。

容易求得在边界条件式 ( 1 7) 下方程式 ( 16) 的准确解是

, (
· )一

(轰
一

吞
s ·

)
, 一

{全
+

噜(
` 一

叠
S

)}

( 1 6 )

( 1 7 )

( 18 )

g

、、.刀了

S
112

」
。
J 气工 , 肠 x “ 二 一 v

将 用付 里叶变换求得的结果与上式比较
,

就 可 检 验 其 正确性
。

图 1 是 卉 一 12 只
.

L
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1 2
.

8,

S = 。
,

夕= 1
.

0 ,

U 二 o时的解
。

曲线 1 是根据 ( 1 8 )式描出的 真 实解
,

曲线 2是利用

修正的 (1 o )
、

(l )l 式计算的结果
,

曲线 3 则是利用 ( 4)
、

( 1 1) 式计算的结果
。

从图看出
,

-
、

二
、

、
.

不作修正时求得的曲线 3 与真实解差距甚远
,

而作了修正后求得的曲线 2 与真实解符合

较好
,

只是在区间端点有点振荡
,

偏离真实解
。
这种振荡是付里叶变换所固有的吉布斯

现象
,

是 由在两端函数的间断性引起的
。

当 S 二 0时
,

由 ( 18 )式知
,

f ( 0) 笋了( L )
。

如果

我们选择 s 二 1 ,

则函数了(劝在两端的值相等
。

图 2 即是 w 二 1 28
, L = 1 2

.

8
,

S = 1
.

0
,

g二 1 , U = 10 时的情况
,

图中各曲线意义同图 1 ,

可以看出
,

这时数值求得的结果 (曲

线 2 和 3 ) 与真实解 (曲线 1 ) 符合得很好
,

并且不再存在吉布斯现象
。

曲线 3 之所以

重合于曲线 2 是由于 S = l时
,

( 1 0) 式中的修正项实 际 上是零
。

上述参数及其它参数的

算例表明
,

我们的处理是正确的
。

S = 0 ,g ` 1
一

口, 0声 , 1 2
.

8万二 12 8 S ` l
,

8 = 1
,
U ` 1 0声 ` 12

.

8万 = 12 8

5
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结 论

综上所述
,

在用快速付里叶换变求微分方程数值解时
,

如果解在区间两端的值不相

等
,

则在对方程作离散付里叶变换时要注意修正
,

并充分利用已知条件来求频域 中的各

分量
,

这样才能得到较正确的结果
。

这些处理可以应用于各阶微分方程的求解
。

该方法

作者已应用于理论计算研究工作 中 21[
。
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