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性三色图
”

的一个充分条件
`

董 晓 光

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 文中证明了定理
:

若图 ` 中不存在与 兀
.
同胚的子图

,

则其色数 J (` ) ( 3
。

进

而 得到三色图的一个充分条件
。

只要能证明与上述定理类似的一个定理
: “

若图` 中不存在

与 K 。
同胚的子图

,

则其色数X (G )毛 4
” ,

则世界著名的
“

四色猜想 ( 4 C C )
”

即得证
。

关镇词 图论
,

三色图
,

充分条件

分类号 0 15 7
.

5

引 言
“
四色猜想

” ,

同哥德巴赫猜想一样举世瞩 目
。

为求证 这个问题
,

过去一个半世纪

的努力全遭失败
。

特别是 1 9 7 6年美国的 K A p pe l教授等人的那个计算机
“
证明

” ,

其复

杂程度在整个数学史上是空前的
:

高速大型电子计算机忙碌了 12 00 小时
,

进行逻辑判断

上百亿次 (还未包括人的大量工作在内 )
。

它尽管曾轰动于一时
,

但结果还是以失败告

终〔 3 〕。

因为结论是关于可平面图的
,

就把思想栓格在可平面图这个狭隘的范围内
,

且舍

本求末
,

完全忽视可平面图的根本所在
。

这就是这些失败的共同特点
,

也正是失败的总

根源
。

什么是可平面图的根本?

库拉图斯基 ( K u r a t o w s k i )定理 (文 [ 1 ]
,

定理 1 1 , 1 3 ) 已指明
:

G 是可 平面图
,

当且

仅当它没有同胚于 K 。或 K
:

,

: 的子图
。

于是
, “

四色 猜想
”

可叙述为
: “

若 G 没有 同胚于 K
。
或 K

:
.

:

的 子图
,

则其色数

X ( G ) 《 4 ” .

然而
, “

没有同胚于 K
。
或 K

:
.

: 的子图
” ,

满足这一条件的图的 类 型 是 不可穷尽

的
。

1 5 0 年的历史教训已说明
:

直接证明事实上是不可能的
。

我们唯 有从它的逆否命题

入 手
,

为此
,

不可不涉及关于图的色数与其构造特征之间一般规律性的探讨
。

显然
,

只

要局限于可平面图的狭隘范围就决不可能做到这一点
。

本文证明的定理 5 : “

若图 G 中不存在与 K 。 同胚的子图
,

则其色数 X ( G ) 《 3 ” ,

以

此为基础
,

可以立即得到三色图的一个充分条件 (本文定理 1 )
。

与此同时
,

只要能再

进一步
,

证出类似命题
: “

若图 G 中不 存在与 K ` 同胚的子图
,

则其色数 X (G ) 《 4 ” ,

也就是证得了
“
四色猜想

” 。

鉴此
,

本文定理 5 事实上也是求证
“
四色猜想

”

过程中的

一个重要的中间结果
。
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本文只讨论图的顶点着色
。

除特别声明处外
,

文中 的术 语及有关记号均按文门 j的

定义
。

1 定理和证明

本文最终要证明的是

定理 1 若图 a 中不存在与 K
;

同胚的子图
,

且口 中存在奇圈
,

则图的色数 X (口 ) 二

3
.

为便于叙述
,

先作一些准备
。

首先证明 G 为可平面图的一个充分条件
,

即

定理 2 若 口 中不存在与 K
;

同胚的子图
,

则 G 是一个可平面图
。

证明 如图 1 所示
,
K

3
,

。
中存在与 K

`
同胚的子图

,

又 K
4

是 K
,

的

子图
,

故若口有子图与 K
S

或 K
3 3

同胚
,

必有子图与 K
;

同胚
。

由库拉

图斯基定理 (文 「t 可,

定理 1 1
,

1 3) 知
:

若召是不可平面图
,

则 G 必有 子

图与 K 。 同胚
。

(证毕 )

据此定理 2 ,

下面只须讨论 G 为可平面图的情况
。

首先考察外可平面图
。

由已知定理 (文〔2 ]
,

定理 7
.

3
.

1) 知
:

若 G 是外可平面图
,

则

口中不存在与 K
4

同胚的子图
。

下面证明
:

若 G 是外可平面图
,

则吞 的色数 X (口 )簇 3
.

为此
,

只须证明 ` 为最大外可平面图的情况
,

也就是下面的定理 3
.

定理 3 若口是最大外 可平 面图
,

则其色数 X ( G ) 二 3
.

证明 只须证 口为最大 外平面 图的 情况
。

由 最大外平面图的性质 (文「2 ]
,

定理

7
.

2
.

5) 知
:
它的外部面的边界是一个圈

,

每一个内部面是一个三角形
。

下面对其内部面的数 目
, 用归纳法

。

当 , 二 1
,

2时
,

命题显然成立
。

设 n 二 k时命题成立
,

下面证明
: , 一 k + 1时命题成立

。

如图 2所示
,

设 G 是一个有无+ 1个内部面的最大外平面

图
,

外部面边界为圈
: V 。 V ,

… V , V ` + :

… V , V , + I V 。 ·

由最大外平面图的性质 (文 〔 2 ]
,

定理 7
.

2
.

12) 知
: `

中至少有两个顶点的度为 2 ,

不妨设其中之一即 V , 、 ,

(如图

2所示 )
,

则子图 G 一 V , 十 `

即是一个有 k 个内部面的最大外

平面图
,

由归纳法假设有

X (G 一 V , 十 ;

) 二 3

据临界点的性质 (文 f 2]
,

定理 8
.

1
.

6)
,

由于

de g ( V , 、 :

) = 2< 4 一 l

故V , 十 ; 不可能是一个 4色图的临界点
,

即

X (口 ) = X ( G 一 V , 、 : ) “ 3

关于 口为非外可平面图的情况
,

先证定理 4
.

(证毕 )

定理 4 设夕是最大外可平面图
,

G 与 o, 同胚
,

则 X ( O ) 《 X (口 ) 二 3
.

证明 据同胚的定义可知
:

从顶点的组成考察
,

同胚图的差异仅在于度为 2 的顶点

数不同
。,



第 2期 蓝晓光
:“ 三色图

” 的一个充分条件

G l是 最大外可平面图
,

它存在一个平面嵌入
,

每个内部 面 均 为 三 角 形
,

显然
,

它不可能由非最大外可平面图 G 上增加度为 2 的附加顶点来得 到
。

于是
,

与G
`

同胚的图

G 则总可视为是在 G
’

的墓础上
,

对 G
`

的边进行剖分
,

即增加一些度为 2 的新顶 点而得

到
。

因为每个新增顶点度均为 2
,

不可能是 4 色图的临界点
,

故必有

X ( G ) ( X (口
`

) = 3

特别
,

当新点的增加导致新图 G 中不再存在奇圈时
,

则有

X ( ` ) 二 2 < X ( G
,

) (证毕 )

例如图 3 所示
,

K 2
.

3 的色数为 2 ,

它就是一个 同胚 于 最大外可

平面图 (有两个内部面 ) 之图
。

下面
,

我们证明 3 一可着色图的一个充分条件
。

如引言中所述
,

这

是一个重要定理
。

定理 5 若图 G 中不存在与 K
`
同胚 的子图

,

则其色数 X (口 ) ( 3
.

令图 3

证明 由定理 2 知
, G 为可平面图

。

再由外可平面图存在的充要定理 (文「2 ]
,

定理

7
.

3
.

1) 可知
:

可平面图 ` 中不存在与 K ` 同胚的子图的情况只有两种
。

现分别讨论如下
:

( )l G 为外可平面图
。

由定理 3 知
:

此时命题成立
。

(2 ) G 不是外可平面图
,

但 G 中不存在与 K
。
同胚的子图

,

则 ` 中必含与万
:

,

3
同胚

的子图
。

在 这种情况下
,

因 K
Z

, 。
与外可平面图同胚

,

与 K Z
,

3

同胚的图 必与外可 平面图

同胚
。

由定理 4 知
:

与 K
Z

,

:

同胚的子图均3 一可着色
,

故命题亦成立
。

这是因为
: G 中不存在与 K

;

同胚的 子图
,

故 对于

G 中的每一个圈 C
。 ,

C
。

上至多存在 两个点
,

能够由互

不交叉的道路与 C
。

外的同一点 P 相连
,

亦即
:
C

,

外一

点 P 与 C
。

上任意三点 相连的 道路必交叉
。

于是
,

在 G

中
,

圈 C
二

与 C ,

外的点之间相连的基本情况只能如图 4

所示
。

其中
,

A ` (`二 l , 2
,

3 ) 为C
o

.

七不同三点
; P , ( J = l

,

2
,

3
,

4 )为 C ,

外的点
。

图 4 ( b )可视为在图 4 ( a )基础上增

,

瑜行
,脚` 争乃 愁

\
\ 4 。

/
~

, . 击尸 州户 .

儿b()

图 4

加一条连接 P ;

与尸 : 的道路尸
:

… 尸 `
… P : 而成 (不妨设此新加道路长度> 2)

。

图 4 ( a) 与 K
2 3

同胚
,

是 3一可着色的 ;
对于 新增 道路 尸 2… 尸

`
… 尸 2 ,

无论 两端点

尸 :

与 P Z

是限定为同色还是异色
,

也不管此道路上的顶点数是奇数还是 偶数
,

它总是 3 -

可着色 的
,

于是
,

图 4 ( b) 也必 3一可着色
。

(证毕 )

2 结 论

本文的结论
,

即

定理 1 若 G 中不存在与完全图 K
4

同胚的子图
,

且G 中存在奇圈
,

则口是三色图
。

证明 因 G 中不存在与 K
`
同胚 的 子图

,

由 定理 5 ,

X (G) 簇 3 ; 又因 G 中 存在奇

圈
,

必有 X (口 ) > 3 ,

综合即得 X (口) 二 3
.

(证毕 )

由图 5 可知
,

定理 1 的条件只是充分的
,

不是必要的
。

尽管如此
,

如图 6所示这类

由同胚于 K
2

.
:

的图及外可平面图互 相嵌套而成 的任意复杂 图形
,

定理 1 仍不失为一个

有效的判别法则
。
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(
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