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分段线性凸费用网乡各流的两个算法
,

谢 政

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文讨论了分段线性凸费用网络流问题
,

推广了线性费用网络流中的负回路 方

法和最小费用路方法
,

从而得到 了求分段线性凸费用网络的最小费用流的两个算法
。
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,
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,
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引 言

大家知道
,

关于凸费用网络流问题有许多算法 [ 1 〕
。

本文讨论 了一类 特殊的凸 费用

网络流— 分段线性凸费用网络流
,

并给出了两个简单算法— 负回路方法和最小费用

路方法
。

1 问题的描述

考虑一个有向网络 G 之 ( N
,

A )
,

N 为顶点集
, A 为弧集

, s 为发点
,

t 为收点
。

为

叙述方便
,

假设
:

若 ( `
,

)j 任 A
,

则 ( J
,

O 去A
.

分段线性凸费用网络流向题是指
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, c气勺( k = z
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2
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…
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乓粉

无二 1
,
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,

…
, 俨` ,

k 二 1 , 2
,

…
, r ` ,

不难知道
.

如果引进变量叭梦
,

…
,

; ;扮
’
用 艺叭勺代替

x ` , ,

则 ( 1 )式 等价于 (2 ) 式
:

m in 习
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,

了、 e 4

省
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钾叭勺
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5
.

t
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一
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0
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t
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一
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.

根据 ( 2 ) 式
,

我们构造网络口
, = ( N

,

A ,

)
:

对任何 (i
,

)j 任 A
,

有
, ` ,
条弧 “

,

力 任 A ; ,
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l (葱
,
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, 2 (落

,
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…
, , , , (落
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力
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,
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, k二 1

,

2
,

…
, , ` , .

这样 ( 2) 式就化为 ( 3) 式
:
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夕) e A
;

由文献 f Z 〕可知 ( 2 )式的最小费用流
,

从而 ( 3 )式的最小费用流也满足

若叭勺> o ,

则叭学= .b( 学
,

l = 1
,

…
,

k 一 1 ;
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,
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,

…
, , , ,

.
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2 主要定理

设 f 二 恤
、 ,

{ (该
,

)j 任 A 下为 ( 1 )式的可行流
,

从而得到 (3 )式的可行流 f = {娇勺! k( `
,

力

任 A , }
,

满足 ( 4 )
、

( 5 )两式
。

令
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于是
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A
,

)关于 f 的增量图G
:

( !) 二 ( N
,

直
,

(了) )
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f e乓
无
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胃
,

若无 ( i
,

j ) 任 A t ( f )

若 k ( j
,

落) 任 A丁( f )

设 切为 G :

( )f 中有向回路
,

则

甲二甲
+

U 甲一

其中甲
十

= , n A亨仃 )
, 甲一 “ 甲门 A丁( )f

.
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叭V + 。 ,
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0
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.

夕 ) e 甲

艺 抓勺< o
七 (̀

.

了 ) e甲

则称 沪是 G
;

( )l 中的负回路
。

对口
l

( )j 中任何有向路尸
,

同样有

P 二 P 十

U P -

其中 p
+

二 p 门A t ( f )
, p 一二 p 门有仃)

.

类似地定义了0
。尸

.

设P 二 {p }尸是 G :

( )l 中从
公 到 t 的有向路 }

,
尸弃 e P

,

若

艺 叭粉= m ni 艺 叭认
七 ( `

,

j ) e 尸赞 p C p 论 ( f 了) c 户

则称 P 任
是 G

:

(力中最小费用路
。

由于 ( 3 )式是线性费用网络流向题
,

因此关于负回路方法和最小费用路方法有以下

两个定理 [ 3 〕。

定理 1 设 了是 ( 1 )式的可行流
,

则 了为 ( 1 )式的最小费用流 的充要条件是 口 ; ( )I

中不存在负回路
。

定理 2 设 f 是 ( 3 )式中 流值为 刃 (非负整数 ) 且各弧流均为非负整数的最小费用

流
,

如果 p 餐
是 G : ( )f 中最小费用路

,

则了o p 餐
是 ` 的流值为 (。 十 )l 的最小费用流

。

对于 ( l )式的 可行流 f = {
二` , ! (落

,

力 任 A }
,

构造 网络 G = (N
,

A) 关于 了的 增量 图

G ( f ) = ( N
,

才 ( f ) )
:

A
+

( f ) = { ( `
,

J ) } (葱
,

J ) e A
,

0《 : ` ,
<

a ` , }

A 一 ( f ) = { (`
,

了) } ( j
,
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,
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十
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污
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对于 G ( )l 中任何有向路 p
,

有向回路甲
,

有
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尸二尸
十
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斗
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, ,
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+
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.

在 G ( )j 中
,

完全类似地定义 f子
, 尸 ,

f申
。 甲及 负回路

、

最小费用路
。

引理 1 设 f 二 侈
` , { (葱

,

力 任 A }为 ( 1 )式的可行流
,

则增量图口 ()j 中存在负回路的

充要条件是口 :

( )l 中存在负回路
。

证明 必要性
。

若 切为 ` ( )l 中的负 回路
,

由于 ( 3 ) 式的可行流 了“ {叭兮}侧`
,

)j

任 A
,

}满足 ( 4 )
、

( 5 )两式
,

故 G ( )l 是G l

( )l 的生成子网络
,

所以 切亦是 口 ,

( )f
.

的负回

路
。

充分性
。

设
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, , ` 2

(葱
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,

l
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)
,

…
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,
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,
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,
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则
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,
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,

j ) 任 A ; 工满足 ( 5 ) 式
,

即

歹气粉“ o
,

k = l
` , + l ,

…
, , ` ,

所以

: ` , 一

玄
; 、, < 窗b(t勺一

。
:

二
1 七吕 1

设 a
}今

`一 ` ’ ( : ￡,
< a飞夸” 从而 尹

、 , 《 l, , ,

即知 G ( f )中存在弧 ( `
,

J )
,

并且 亡; , = e
黔 ” 《

e
:
`
少” = 。鲁

`
J
’ ` .

若乙
: 才 (`

,

j ) 〔 必
一 ,

灵呼。< 梦乡,
, ’

( b乡,
` ’ ,

由于 f 二 {, 胃 ! k (`
,

夕) 任 A
l

} 满足 ( 4 )式
,

即

, 界 “ 丛粉
,
无二 z

,

…
,

l ` , 一 z

因此

a
乡
`矛, 一 , , = 玄乞脚< 省, 脚一 : , `

脂. 主 奋. 】

设 a乡叮
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,
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,
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乡
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`
了

, ’
.

于是

甲= { (艺
: ,

艺2 )
,

(落2 , 毖3 )
,

…
,

是 ` ( )l 中的有向回路
,

且 艺
_街 , ( 艺

即叮
` ,
> l

、 , ,

从而口 ( f )中存在弧 “
,

j )

(云。
,

艺; ) }

` 兮
, ’

< 0, 即知尹为召 ( )l 中负回路
。

(￡
·

J ) C , “ , ( `
·

了)任 ,

由定理 l 及引理 1得到

定理 3 设 f 为 ( 1 )式的可行流
,

则 f 为 ( 1 )式的最小费用流的充要条件是增量图

口 (力中不存在负回路
。

引理 2 设了是 ( l )式中流值为刃 (非负整数 ) 的可行流
,

若 p 是增量图 ` (,) 中的
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最小费用路
,

则 P 是增量图召
:

( )l 中的最小费用路
。

证明 注意到
,

网络 G
:

中流值为 ” 的可行流 f 二 {叭泞}k( `
,

)j 任 A :
}满足 ( 4 )

,

( 5 )

两式
,

故 ` ( )f 是 ` : ( )I 的生成子网络
,

所以 p 也是 G
;

( )I 中从
s
到 ` 的有向路

。

设 口为 G
:

( )I 中的最小费用路
,

则

艺 武争
, 《 习 衅尹

“ , (`
,

了) C Q 乙̀ , ( `
·

J ) e p

( 6 )

用引理 1 中同样方法
,

根据 G ;

( )I 中最小费用路 口可找到 G ( )j 中从
吕到 t 的有向路

心满足

名 公` j 《
A

( `
,

j ) C 口

艺 川今
` , ( `

,

了) C 口

又因 p 是 G ( )I 中最小费用路
,

故

名 亡` , 《 艺 亡` ,

、 `
,

I )。 , 《`
.

, )。
令

由 ( 6 )
、

(7 )
、

( 8 )三式知

( 7 )

( 8 )

艺
“ J (`

·

J ) e p

亡 l
`

J
, ’ 艺 。飞

`

“ J (`
,

, ) C 口

因此 尸亦是召;

( )I 中最小费用路
。

由定理 2 及引理 2 立即得到

定理 4 设 f 是 ( 3 )式中流值为 。 (非负整数 ) 且各弧流均为非负 整数的最小费用

流
,

如果 p 是增量图 G (D 中最小费用路
,

则 f 。 尸 是 ( 3 )式的流值为 (。 + )l 的最小费用

流
。

3 算 法

线性费用网络流的负回路方法
、

最小费用路方法是分别由定理 1
、

定理 2 得到的
,

类似地
,

我们利用定理 3
、

定理 4 亦可给出分段线性凸费用网络流问题的负回路方法和

最小费用路方法
。

由定理 3 得到 负回路方法
:

st e p o 从零流开始
,

采用最大流标号法找 出 (1 )式的可行流 f
,

转
s

Pet
I ; 若 ( 1)

式无可行流
,

则无最小费用流
一

,

停止
。

st e p l 按第 2 节中方法构造增量 G ( )j
.

st e p Z 检查` (j ) 中是否存在 负回路
,

若有
,

转 st Pe 3 ; 否则
,

停止
,

此时 f 为 ( 1)

式的最小费用流
。

st e p 3 在 G ( )l 中找一个负回路甲
,

设 d = n 】 I n

( `
,

夕) C 伊

。 ` , ,

求 f由 d甲
,

用 f O J甲代替 f

转
s et p 1

.

由定理 4 得到最小费用路方法
:
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时 .p o 以零流作为初始流了
.

t .。 , 1 挤第
二

含节电方法构造增是团口 ( 1)
.

时 . 犷 2 植鸯 呀资户中是否存在从
8
到 t 的 有向路

,

流
;
否则转 st 印 3

.

. t e p 3 在口 (了)中寻找最小费用路 P ,

设 d二 m i n

( `
,

I ) C P

若无
,

停止
,

方程 ( 1 )无 可行

吞` ,

s扭 p 4

石) 若珊。p 的滋值小子
。 ,

则置 f =
油。p

,

转 st Pe I ;

(2 ) 若了0 护的沈值等于
。 ,

停止
,

此时了o d P 为 ( 1 )式的最小费用流
,

(3 ) 若 了。 d P 的流值 五大于 。 ,

停止
,

此时 f o ( J 一几十 约 P 就是 ( 1) 式 的 最 小 费

用流
。

两个算法中我们并未给出在增量图 吞 ( )j 中求 负回路
、

最小费用路的具体 步骤
。

关

于求负回路
、

最小费用路的方法
,

一般的网络图论书籍中都有详尽的描述
,

可参考有关

文献
。

同文献厂1 〕中给出的算法相比
,

这里的两个算法具有简单
、

直观
、

易行的特点
,

而

且
,

分段线性凸费用函数的段数愈多
,

它们愈显得比其它算法更为有效
。

本文是在陈庆华老师的指导下完成的
。
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火炮随动系统动态参数测试系统填补

国内空白和达到国际先进水平

我校精密机械与仪器系研制的火炮随动系统动态参数测试系统于 1 9 8 8年 12 月 5 日在

长沙通过部委级鉴定
。

与会专家们认为
,

该系统 技 术 先 进
,

软件丰富
,

功能齐全
,

达

到了当前国际水平
,

居国内领先地位
。

该系统的研制成功对实现我军兵器试验测试 自动

化向前迈进了一大步
,

填补了我国在兵器研制和试验领域中的一项空白
。

火炮随动系统动态参数测试系统具有数据采集
、

射击控制
、

图形绘制与显示
、

数据

打印
、

汉字制表汇总
、

模拟信号纪录
、

频谱分析等多种功能
。

系统综合应用了数据采集

技术
、

信号处理与控制技术
、

计算机技术
、

图形技术和抗干扰技术
,

成为各种火炮进行

定型试验时的强有力侧试手段
。

它不仅测试精度高
,

而且将大大缩短了火炮试验周期
。

其测试精度比原振子示波器方法提高一个数量级
,

工作效率提高了 2 00 倍以上
。

它的使

用从根本上改变了我军火炮研制的测试方法
,

对实现国防现代化具有重要的实际意义
。

鉴定会上
,

专家们对这一成果给予了高度评价
,

认为
:

该系统具有独创性
,

是一项

开拓性的科研成果
。

它在设计思想上既考虑 了我军兵器发展的远景
,

又充分注意到了目

前我国的国情家是一个现代数据采集和测量系统
,

具有 80 年代国际先进水平
。

(梁滨 )


