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l 壳层状态的 sQ L 分类与

祸 合 波 函 数 的 计 算
陈 健 华

(应用物理系 )

摘 要 本文从准旋
、

自旋
、

轨道角动量算符的二次量子化形式出发
,

讨论了 l壳层状态

的 q S L 分类
,

推导了 Q S L 分类的递推公式并给出了 p
,

d
,

f 壳层的分类结果
。

应用计算单

体
、

二体算符矩阵元的 lS at er
一

oC
n d o n 规则和解线代数本征值问题子程序

,

编制了 计 算 l 壳

层Q S L 辆合波函数的计算程序
,

在 V A X
一

1 1 / 7 3 0 机上
,

对 p
一

壳层和 d
一

壳层共约需半分钟
,

对

了
一

壳层约需24 分钟
。

关锐词 原子物理
,

波函数
,

l 壳层
,

递推公式
;

祸合
,

祸合状态分类

分类号 0 5 6 2
.

1
,

0 1 7 4
.

1

I Q S L分 类

先讨论轨道
、

自旋
、

准旋算符的二次量子形式与 l

l 壳层电子的产生
,

湮灭算符记为
a
拓

, , a : 。 。 ,

。 =

壳层状态的 Q S L 分类
。

一 `
, 一 `+ ’

,
~ 、 ` , ,

一合
,

参
由于讨论 l 壳层

,

这里略去了其他量子数
。

电子产生和湮灭算符满足反对易关系
:

{ a亨
. , , a ` ,

, a ,

} = J二
, 。 ,

d : , s ,

( l a )

{ a贪
, , a

亨
。 , s ,

} = {
a : 。 : , a `。 , s ,

} = 0 ( l b )

其 中 { A
,

B } . A B + B A

l 壳层轨道角动量算符的二次量子化形式为川

i L一再“ a卞
· aa `二

石
*
一 石

二
士 `乙 , 一 艺 〔l ( z + z ) 一 二 (。 士 l ) 1蚤

。
贪

, 士 , : a ;。 ;

( 2 )

`L
,
二 L 圣+ L 若十 L 圣二 L

十
L一 十 L

:

( L
: 一 l)

l 壳层 自旋角动量算符的二次量子化形式为 〔1〕

艺 : 。亨.
, 。 : 。 二

= 粤艺 ( a

价 s
艺 们

亨
。 a : 。 一 a

卞秘
: 蕊)一一昌8

/厂!

8
十
二 8

二 + 云召
,
=

S _ = 日
二 一 落S , =

艺 a
贪

. a : ;

艺 a
士秘

: .

( 3 )

5 2 ` 8 圣+ 8若+ S若== S
十
8一 + S

二

( S ; 一 l )

...月.汀卫

了
ó

...1,、

冬9 . 7年 1 0月 5 脚稗稿
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这里 , 一〔
。
冬、

,

。 一〔, 一

幼分别表示 自旋向
_
_

: 和汀。
。

、 乙 , 、 乙 ,

l 壳层准旋算符的二次量子化形式为 2[ ][ 3 1

口
二

二
l r ?

。 + _

二
-

一 ( 2 1+ 1) )

C
、
二口

二 十艺口
;
二 艺 〔一 1 )

`

~
a士, a

卞
一几

Q一 二口
二 一 ￡口, = 万 ( 一 z )

`一爪 a 卜 : a , m

Q Z , 口呈十 口子十口圣二口
、

Q一 + 口
`

〔口
: 一

功

利用 ( 1 )式
,

容易证明
,

轨道
、

自旋
、

准旋算符均满足角动量对易关系
:

L , 1二 感二 、 , 。 L 、

习 ,
1二 ` , ` , 。习 ;

口 , 1” 艺e ` , 、口
、

( 5 )

..`.`.L泞口
f了Lr,Lresl了..,裙1.,

仁

且彼此对易
:

〔L , , 召 , ]二 走L
` ,

口 ,
J二 汇S

, ,

口, 〕之 O ( 6 )

这里
君 ` , 。

为全反对称三阶张量
,

110一

ù
.

B

了1.边
.

Isè
、

A

仑` , 分 二

〔A
,

B 〕`

( i j 论) 二 (
劣 ,

歹
, 之

) 偶排列

“ j 无) = ( x
,

歹
, : ) 奇排列

其他

B A

(5 ) 式右端采用重复下标表示求和的约定
。

由伍 )
,

(的式知
: L 艺 ,

瓦
,

梦
,

夕
: ,

守
,

Q
:

彼此对易
,

_

存在 共同本征态
,

本征值

依次为 L ( L + z )
,

L
二 ,

习口 + l )
,

S
: ,

口 (口+ 1 )
,

口
:

的归一本征态记为 !l a 口尽 L口
z

夕
:

玩
、 , 。 是附加量子数

, a 二 1
,

2
,

一
,

皿 l(
,

Q, s
,

)L
.

形 l(
,

口
,

夕
、 L )表示 l 壳层口

,

夕
,

L 允

许值及其重数
。

由 ( 5) 式
,

Q
: ,

矶
,

L
:

的取值范围是 、 习
:

= 一 叼
, 一 Q + 1

,

…
,

口 ; 习: 二 -

尽
, 一夕 十 1

,

…
,

习 ; L
:

“ 一 L , 一 L 十 l
,

一
,

L ` 由乙
: , 习

二 ,

势
二

算符表达式知
, L

二

取

整数
,

因之 L 取 。 或正整数
; 电子数为偶数时

,

S
:

取整数
,

孕* 取半奇 数
,

因 之 刀取 。

或正整数
,

母取正半奇数
; 电子数为奇数时 , 从取半奇数

,

口
之

取整数
,

·

因之习 取正半奇

数
,

口取 。 或正整数
,

口 + S 总是半奇数
。

a 口习 L 相同而 口
:

S
:

L
:

不同的态通过阶梯算符相互联系
:

。
*

}l a 。习石。
:

习
:

乙
二

一 t。 (。 + 1 ) 一 。
二

(。
:

士 i ) z考! z。 。夕石。
:

士 z习讼乙
。 )

习
*

}z。 。习石。
:

s
二

石
二 、 一 [习 (习+ l ) 一 s

:

(习
二

士 l )」合l : a习夕姆
: 忍:

士 z石
: 、 ( 7 )

乙 *
t z。 。 。 石。

:

s
二

:
: ,

一 〔: (石 + z ) 一 石
:

(石
:

士 z ) 〕告!z。 。夕石。
:

。
:

:
:

士 z )

(7 )式暗含 了 口刀
: L

:

不同的态之间的相位约定
。

利用 ( 7) 式
,

对给定的 a 口s L
,

只要知

道 了一个特定的 口刀
:

L :

时 的 祸 合 波函数
,

则任意 口
: S

z

L ,

时的 祸 合 波 函数都知道

了
。

特别地
,

电子数为偶数的藕合态
,

都经过 叼
, “ 一 1 / 2 ( 电子数为 即 )

, S
二

“ O
,

L
:

=

如 电子数为奇数的祸合态
,

都经过 吼 = o (电子数 2 1斗
一

1) 护一 1 2/
,

` *“ 刃
·

因去对以上
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:

去壳层状态的 Q S L 分类与拐合波函数的什算

两组 口
z ,

夕
二 ,

L
:

特定值的态进行分类
,

就给出了整个 l 壳层的全部 分类
。

可 以 证 明
:

M ( l
,

Q
,

S
,

L ) 对口
,

S交换不变
,

即M ( l
,

口
,

S
,

L ) = M ( l
,

S ,

口
,

L )
,

因而对 l
, `或 1

2 ` + ’
组态

L
:

= O
,

}夕
:

}取最小值进行分类给 出 l 壳层的全部分类
。

附带 说明
,

按淮旋 口
,

Q
:

分类与按电子数
, ,

先行数 ( eS in or it y ) V 分类是一致的
,

口
:

与电子数一一对应 (见 ( 4) 式 )
,

Q与 V 一一对应 3[]
,

即

{
。 _ 1

, _ 。 ;

丫
之

一 二
一 气I’ 一 ` 乙 一 1 ,

Z

( 8 )

。 二 工 ( 2 1 + z 一 F )
2

引进准旋分类的优点是
:

便于对准旋应用 w i g ne
r 一 E c k a rt 定理

,

给出力学量矩阵元与电

子数的 明显依赖关系 ; 相位约定 (7) 简单一致
; 而 R ac a h 相约定 6[] 7j[ 不仅复杂

,

而且前

半壳层是对粒子
,

后半壳层是对空穴定义的 4j[
,

两者不 自洽
,

给应 用 带 来 不便
。

例如

文「5] 指 出
,

计算 刀
一 L S 变换系数必须采用准旋相约定

,

才能得到一致的结果
,

否则出

现不一致
。

2 1壳层 Q S L 分类的递推公式

定理 设 沙 组态总 自旋
: 分量为 S

: ,

总轨道角动量
“ 分量为 L * 的重数记为 I a

, , ,

L
二 ,

习办
,

则从 l 壳层到 l + 1壳层有递推公式

I ( l + 1
, 刀 ,

L
二 ,

S
:

) 一 I (l
, 忍 ,

L
: ,

8
2

) + I ( l
, 界 一 4

,

L : ,

8
:

)

+ 艺 〔l ( l
, 。 一 1 ,

L
: 一 二

,

8
: 一 s ) + I (l

, : 一 3
,

L : 一 。
,

习
: 一 s ) ]

爪 一 盆

+ 艺 I ( l
,

一 2
,

L
: 一 仇 , 一 爪 : ,

S
: 一 s ; 一 5 2

) ( 9 )
价 一母 1 > 爪 2 5 2

其中 执 (饥
l ,

哪 2 ) 取值 士 (l + 1 )
, s ( s

; , 5 2 )取值 士 1 /2
.

证明 l 十 1 壳 层比 l 壳层多四个单粒子态
,

其轨道
、

自旋的
z
分量取值是 仇 = 士

l( + l)
, s 二 士 1 / 2

,

( 9) 式左端为 (l 十 l)
”

组态总轨道角动量
: 分量 为 石

: ,

总 自旋
z
分

量为 S
:

的重数
,

它由下列部分构成
:

上述四个单粒子态均未被占
,

其贡 献 为 ( 9) 式右

端第一项
, 四个单粒子态均被占

,

其贡献为右端第二项
; 四个单粒子态有一个被占或一

个空穴
,

各有四种可能
,

其贡献为 ( 9) 式右端方括号内两项
,

艺 给 出 四种可能值
, 四

口月 . .

个单粒子态
,

有两个被占
,

其贡献为 ( 9) 式右端最后一项
,

万 表 示考虑到抱利不
价 1 . 1》 协 , e ,

相容原理的独立求和
,

有 c 景二 6种取值
。

以上列举 了所述四个单粒子态的一切可能被占

据的情况
,

故应与左端相等
。

对 l 二 0
,

有

I ( 0
, 0 , 0 ,

0 ) 二 I ( 0
,

1 ,

0
,

士 1 / 2 ) = I ( O
,

2
,

O , 0 ) = 1 ( 1 0 )

其余全为 O ,

以 ( l习 )式为初值
,

反复利用 ( 9) 式
,

可得 l 二 1
,

2
,

…时的 I l(
, . ,

L
: ,

S刃
.

由于 z ( l
, . ,

乙
: ,

8
二

) 是 石
: ,

8
二

的偶函数
,

即

I ( l
, , ,

L : ,

S
:

) = I ( l
, : ,

IL
z

!
,

}s
:

! ) ( 2 2 )

故仅需对 L
:

> 0
,

夕
:

> 0 进行计算
。
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产 组态总角动量为 L

与 I 的关系是
:
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、

总 自旋为 S 的重数记为 K l(
, : ,

L
,

习 )
.

由角动量性质知
,

K

K ( l
, 界 ,

L
,

夕) 二 I ( l
, 掀 ,

L
,

S ) + I ( l
, . ,

L + 1 , S + 1 )

一 I ( l
, . ,

L + 1
,

习 ) 一 I ( l
, . ,

L
,

S + 1 )

由 ( 9) 式与 ( 12 )式可得从 l 壳层到 l + l壳层 K的递推公式
,

其形式与 ( 9)

只需把 I 换成 K 即可
。

由 ( 12 )
,

( 2 2 ) 式知
,
尤 ( l

, n ,

L
,

召 )是 L
,

s 以 L 一

l / 2为对称轴的奇函数
,

即

K ( l
, : ,

乙
,

泞) 二 刀( ( L + l / 2 ) ( S + z / 2 ) ) M ( l
, 。 ,

m i n ( IL !
,

11 + L ,

m i n ( 】S }
,

}] + S ! ) )

( 12 )

式完全相同
一 1

一

2
,

S 一

( 1 3 )

其中
{

`
, `

> 0

, `劣 ,一
}
一 ’

, `
< 0

( O
, 才 = O

由 (1 3) 式
, K 只需对 L > 0

,

S 》 O算出
。

l = o 时
,

有

K ( 0
,

0
,

0
,

0 ) = K ( 0
,

1
,

O
,

l / 2 ) = K ( 0
, 2 ,

0
, 0 ) 二 l ( 1 4 )

以 ( H )式为初值
,

利用形式如 ( 9) 式的递推公式
,

并考虑到 ( 1 3) 式
,

可得护 组态的乙 S分

类
,

即 K ( l
, , ,

L
, 召 )

.

犷 组态先行数为 V ,

总轨道角动量为 L
,

总 自旋为厅的重数记为万 ( l
, V

,

乙
,

夕 )
.

由

先行数的定义闭知
,

万函数与 K函数有关系式

万 (王
,
V

,

L
,

8 ) 二 K ( l
,

V
,

L
,

8 ) 一 K (l
, V 一 2

,

L
,

习 ) ( 1 5 )

由 ( 1 5 )式与 K的递推关系
,

得万的递推关系
,

其形式也与 ( 9) 式完全相同
。

l 二 o 时
,

万的非 。 元素有

形 ( 0
, 0

,

0
,

0 ) 二卫 ( 0
,

1
, 0 , l /2 ) 二 l ( 1 6 )

其余为 。
.

以 ( 16) 式为初值
,

利用递推公式
,

得 l 壳层按 V S 乙分类的 万 l(
,

V
,

8
,

L )
.

由于准旋奋与先行数 V 一一对应 (见 ( 8) 式 )
,

故按犷夕石分类与按口夕石分类完全一

致
,

即

卫
’

(l
,

口
,

泞
,

L ) 二万 ( l
,

V
,

S
,

L ) ( 1 7 )
·

其中。 二粤(2 ,十 1 一 犷 )
,

M
,

l(
,

。
,

s
,

乙)为 l 壳层按 。 s L 分类
。

- . . 一

2
、

”
、 ’ 一

”
` -

一 一 一
’ -

尹
,

`
,

f 壳层的 V S 乙 分类结果见附录表 1至表 3
.

3 忍壳层 Q S L 播合波函数计算

这里计算 Q S L 藕合波函数的方法与 sl at er 8[ ] 计算 ,
,

己壳层 S L 藕合波 函 数的方法

本质上相同
,

都是计算算符的矩阵元再加以对角化
,

差别是
:

( 1 ) 我们采用算符的二次

量子化形式
,

矩阵元计算比较简单
, ( 2) 用计算机程 序代替手工计算

, ( 3) 夕L 藕合不能

对 己壳层进行完全分类
,

lS at er 按与 R a ca h 方法一致的要 求 取 线 性 组合
,

选取符号 ,

Q sL 藕合波函数
,

对 ,
,

d 壳层已进行完全分类
,

不必取线性组合
,

也未给计算机输入选

取符号的信息
。
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:

止壳层伏态的 Q S L 分类与润合波 函盆的计算

主要计算步骤是
:

( 1) 对单粒态进行编号

论= (扭
, s )

,

叨 = 一 l
, 一 l + 1

,

我们取 无(。
, s ) = 2 ( l + , ) + ; + 1

.

5

k取值 1至 4 1十 2二无
。 .

( 1a9 )式反解给出编号为

川 ( k ) “ I N T ( ( k 一 l ) /2 ) 一 l

s ( k ) = ( 一 1)
“ 0

.

5

单粒子编号的不同取法影响相位约定
。

( 2 ) 取非祸合态基矢

l”
; , ” 2 ,

一
” 。 。 , ` a

士
” ’ a
右

” ,

… a 言:
“ 。

} o>
, , ` :

( ZOa) 式隐含相位约定
。

对基矢 ( 20 a) 式进行 2 进制编号
:

…
,

l ; s = 一 1 / 2
,

l /2 ( 1 8 )

( 1 9 a )

k 的“
, s 值

( 1 9 b )

( 19 e )

( 2 0 a )

K (兄
l ,

K 取值 0 至 K 。 二 2“
+ 2 一 1

.

( 3 ) 对给定的 l
,

口
: ,

召
: ,

L :

口
:

可用粒子数代替
,

即根据

…
, 泥。 。

) = 艺 . 0 2 七一 ,

( 2 0 b )
抢 . 1

确定非祸合基矢的子空间
,

由于口
:

与粒子数 , 一一对应
,

}
艺

犯 , = : 二 2 1 + 1 + 2口
z

今

习
: ,“ ( k ) = 石

:

抢

习 , 。习 (论) = 夕
:

( 2 1 )

决定子空间的维数 I 及其编号 K ( O
,

艺二 1
,

…
,

1
.

这 步由子程序完成
。

(4 ) 在 I 维子空间计算 Q Z ,

5
2 ,

L ,
的矩阵元

,

由子程序完成
,

计算公式见附录
。

( 5) 对 Q
Z的 1 x l 维方阵解线代数本征值向题

,

将本征值按大小排列
,

记 为 B (O
,

。 (` ) 一 (刀 (`) + 0
.

2 5 )女
一 0

.

5 , 、一 l
,

…
,

z ( 2 2 a )

本征矢按相同次序按列排列
,

记为 V ,

(`
; , 艺2 )

.

(6 ) 对5 2的 I x l 维 方阵进行相似变换

A = V TS
, V ,

V T为 V I

矩阵转置
。

由于 Q , 与 5 2
对易

, A 为对角方块矩阵
,

仅 口( O简讲部分有非零

非对角元素
,

对 A解线代数本征值问题
,

并将本征值在 口 (O 简讲的子空间内按大小排

列
,

记为 B (公)
,

夕 (`) 一 r刀 (` ) + 0
.

邓 J秀
一 0

.

5 ( 2 2 b )

本征矢按相同次序按列排列
,

记为 V :

i(
: ,

` 2

)
,

则 V ,
V Z为使 Q

, ,

S
,

同时对角化的本征

矢集
。

( 7) 对 L Z的 I x l 维方阵进行相似变换

A = ( V
:
V Z ) r L Z V :

V Z



一那
- - - - - -

- -

一里 生
科 一挂一也一竺

一

哭
_ _ _

_

_

丝
_

_

_
_ _ _ _

_

铆子生
由于 L

,

与 Q Z ,

5
2

对易
, A 为对角方块矩阵

,

仅 口 (O
,

S (O 简供部分有非零非对角元

素
,

对 A 解线代数本征值问题
,

在 口i( )
,

召 (O 简侨的子空间内将本征 值 按大小排列
,

记为 B (幻
,

石 (`) 一 走刀 (` ) + 0
.

2 5 )女
一 0

.

5 `。Z e )

本征矢按相同次序按列排列
,

记为 V 3 (`
1 ,

礼)
,

则

V = V , V Z V :

( 2 3 )

为使守
,

5
2 ,

L
Z

同时对角化的本征矢集
,

即 Q S L 辆合波函数
。

( g ) 输出 (口“ )
,
吕 (￡)

,

L (` )
,

( V仃
,

落)
,

夕二 z
,

I )
,

￡二 l
,

I )
,

并 记人内存备用
。

由对 ( 7) 式的讨论知
, l 壳层仅需对 产

`
或护

` 十 `
组态 对 8

二

二 O或 0
.

5
,

L
:

二 O 进行计

算
。

对 p 壳 层
,

I 二 3 ; d 壳层
, I 二 2 6 ,

f 壳层
, I 一 2 2 9

.

在 v A x 一 1 2 / 7 3 0 机 上
,

计算

尹
,

`壳层共需约 30 秒
,

f 壳层约需 24 分
; 在Y H 一 1 机上

,

采用并行算法
,

f 壳层 C P U时间

约 2 分 4 0秒
。

尹
,

d 壳层 Q s L 祝合波函数计算结果与 sl at e r 〔8] 附录 24 上数据 除 相 约 定外完全一

致 , f 壳层 Q s L 祸合波函数未见有结果发表
。
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T h e Q S L C la s s i fi e a t i o n o f l
一 s h e l l a n d

N u m e r i e a l C a le u la t i o n o f C o u p le d W
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附 录

单体
、

二体算符矩阵元计算公式川
,

图
,

t` ” 〕及V S L分类表

1 单 体 算 符

户二 艺 f
` , a
育

a ,

( l )

其中

在基矢

,
` , 一

I
, : ( , ,“

, ”̀ ,` ”

、 .矛
,

、.夕今自OJ了`
、布了、

上的非 Q拒阵元有

平均值

单粒子跃迁

<… 份` ·

” 九了一

!: ; , , : ,

… > , a
t

. , a
护

2… { O>

才 , : 。 2

… }户! , , : 2… > 二艺
, `
f “

、 .尹、, ,
月任5

了气了气

..1
·

肉 … : ` 一
..1

·

: ,… >
= ( 一 l ) J

f
, , ` , ` :

占
, , ,

m a x (` ,夕)一 1

其中 。一乏尹
, (

燕
)一 ” `

2 二体算符

才 j 惫 j

夕` , : , 。
亨a卞

a * a : (召)

其中
; ` , !

一 J
, : ( 2 ) , : ( 1 ) ,

1 2 ,
·
( 1 ) ,

, ` 2 ) ` 3 , 1` 3 , 2

在基矢 ( 2 )上的非 O矩阵元有

平均值

<: , , 2

… !泞}
, 、 , : …

,

万 : ` , , ( g ` , , ` 一 叮` , ` , ) ( 7 )
1一2

一一

单粒子跃迁

<… , `
… ,

广 z… }泞}… , ` 一 z… 。 ,一 > = ( 一 l )
J

艺 , 、
( g

`。 ; , 一 夕` 、 , 。 ) ( s )

其中 j 同式 ( 5 )
.

双粒子跃迁
<… : `… , , … : , 一 l… 。 : 一 l… }公}… : ` 一 l… n

广 1… , , … , `… )

= . `招 , . 。璐: ( 一 l )” ( 9 . , 。 : 一 夕
` , : 。 )

口 a x ( ` . 1 )一 l

刀二 艺
. 一 : ( 七 , l )一 l

其中
。 二 十 艺 移。

( 9 )

( 1 0 )
. 1 。 ( ` ,

l ) + 1 . 1 . ( k . 走 ) + 1

孑
,

兮
,

刀为单体
、

二体算符
,

根据上述单体
、

二体算符矩阵元计算规则
,

即得 Q Z

S
“ ,

乙2
的矩阵元计算公式

。

万 V S L 分类亥
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尹壳 层 V
,

S
,

L 分类 表 2 己壳层 V
, S , L 分类

一

ǔ
,

ō

1一表

一一一一一一一一一一一一一门丁一一一~ —V S

—
3 4 5 6

0000
J1001̀0000001

Jl0000
.二nù.二几一,几1几01̀
J
lnà01̀1

遭l曰l,10.100

2
ù
10
峨1
01
,山J上1一,击01一。

一
0l̀
口1JI01ù0000000 0

, l古001̀0
.1

…O
j

…0…5
0
.
10

.
10,二20
J .占
2昌28344455510

唱10名 0
。

0

1
。

0

0
。

5

1一 5

表 3 f 壳层 V , s , L 分类

7 8 9 10 1 1 12

0000000010000010000000000001010000010 0000000101
Jl00000 001100102

,二
20202000 0000121002212

`1022000010124022041020011011224120444012010122080851名2205200
,二20488110344482010011118

,孟58135311100120132,
占
8名02280名3100,ō01200821

j18
,几
01000 000`1,人01占002002001̀0

,几r̀ù引.侣叫侣̀r̀r钊rt侣、暇钊.叫们钊óf钊r̀r钊目̀.̀侣、侣̀
..... .......

……
0
口
10
.̀二
0
,二20,几20山1203
1.二23434232456556667777

(以下略 )


