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方差分量的 B ay es 二二次无偏估计及

可容许估计的非负性

李 永 乐
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 对于有 p个方差分量的线性模型
,

本文导出了方差分量线性函 数 的 B ay
e 日
不变

二次无偏估计的显示表达式
,

证明了 B . 和 s不变二次无偏估计类形成了可容许的不 变二次无

偏估计的完全类
。

在可容许的不变二次无偏估计类中
,

讨论了非负参数函数 的 非 负 估 计问

题
,

给出了可容许的非负定估计存在的充要条件
。

关钮词 数理统计
,

估计理 论
,

方差分量
,

B ay e 。
不变 二次无偏估计

,

可容许性
,

非负

估计
,

椭球等高分布

分类号 0 2 1 2
.

1

方差分量模型的研究始于 30 年代末我国著名统计学家许宝绿先生的关于线性模型的

误差估计的著名论文 l[]
。

这个模型在生物育种
、

数量遗传
、

心理学研究
、

工业质量管理

和计量经济等方面有广泛的应用
。

因此
, 4 0多年来关于它的研究一直受到人们的重视

,

发展很快
。

近年来
,

关于方差分量的 B a ye
s
估计

、

可容许估计和非负估计讨论 较 多
。

如

Ol se n等人在【2了中研究了具有二个方差分量的正态线性模型
,

方差分量线性函数的可容

许估计
。

L a M ot et 在 【3〕中将他们的结果推广到多于两个方差分量的模型和有偏估计的

情形
。

G n ot 和 K le ff e 在 巨 )中用 〔2〕中的方法
,

对于二个方差分量的正态线性模型在假

定先验分布的二阶矩存在的条件下
,

导出了B a
ye s不变二次估计 (有偏和无偏 ) 的显示表

达式
,

并且证明了它们在各 自考虑的类中形成了可容许估计的完全类
。

本文作者在 〔5〕中

把他们的工作推广到具有任意 尹个方差分量的模型
。

本文把服从正态分布换成更为广泛的一类分布
,

即椭球等高分布族 (它包含了许多重

要分布
,

如多元正态分布
、

多元 ` 分布
、

多元柯西分布等 )
,

得到了与 { 5 ]相类似 的 一些结

果
。

这里用到的一些椭球等高分布理论可参见 【6 )
。

1 数学模型

考虑线性模型

y = X 刀+ ￡
( l )
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这里 X是已知的铭 x k矩阵
,

毗 ( X ) 二忌
.

刀是一个未知参数向量
; 。是 : 维随机向 量 服 从

,

椭球等高分布
,

即 e 、 E C
·

( 0
,

犷 , ,

功)
,

E “ 一 o
,

E e “ ’ 一 a : V , ,

V , 一
月

: “ `
犷 ` , “ :

一
“护

`

( ” )
,

V ;
> O (正定 )

,

玖》 O (非负定 )
,

落= 2 ,

…
, 尹

,

并且
。有有限的 四 阶 矩

。 e = ( 0 ; ,

…
,

o , )
` ,

0 任
一 { 0

:
o :

> 0
,

0 ` > 0 , `= 2
,

…
,

川
,

8 : ,

…
,

外称为方差分量
。

在这些 条 件 下的

模型简记为

( Y
,

X 刀
, a :

万 8 , P ` )
“

1

( 2 )

记M = I 一 X X
十 ,

X
+

表示 X 的M oo r卜eP nr o se 逆
,

则有行正交阵 B
,

使得 B ’ B = M
,

B罗 = I 。
, q = 。 一 k

.

令t 二 B Y
,

则线性统计量 `二 B Y 关于变换 群 刀 二 {二 }
,

, : Y , Y +

X a
,

a 任 R “ 是一个极大不变统计量
。

关于`的导出模型为

( t
,

0
, a , 艺 8 ` W

`
)

,

W `二 B V ` B `

` = 1

( 3 )

假定

W ` W J = W , W
` 落,

J = 1
,

…
,

p ( 4 )

我们考虑的是方差分量线性函数 f
’
0的形如夕( Y ) = Y ` A Y的 B ay es 不变 二次无 偏估

计
。

不变性是对变换群H 而言的
,

即对 丫夕任 R “ ,

有

Y `
A Y = ( Y + X夕)

’ A ( Y + X 声) ( 5 )

它等价于 A X = 0
.

设 0的先验分布为右
,

满足 E ; 0 0
`

存在
。

取平方损失函数
,

风险函数为

R ( 0
,

夕) = E e

( 夕一 f
`
0 )

2

( 6 )

n a y e s风险为

R (夕) = E ` R ( 8
,

夕) = E 0 IE
。
( 夕一 f

`

0 )
2

] ( 7 )

设 7
,

表示
。 只 , 对称矩阵空间

,

记

才乙= { Y `
A Y :

A任夕
, ,

E Y
`

A Y = f
’
0

,

V S 任口
,

刀任 R
七

}

矛歹二 { Y
’
A h A 任 7

, ,
A X = 时

,

才季
。 = 才丁自才歹

若矛石护功(非空 )
,

则称 V = f
`
0可估

,
若才季

。
护功

,

则称 f
`
0不变可估

。

如果尹任才石
,

且

R (夕, ) = m i n R (夕)
,

则称尹为 f
`
o ha B a y e s二次无偏估计 ( B A Q U E ) ; 如果 夕

’
任 了不

。 ,

且
夕任 才咨

R ( 夕份 ) = m i n R ( 夕)
,

则称尹为 f
`
8的B a y e s不变二次无偏估计 ( B A I Q U E )

。

夕任才专
。

下面再引进一 些记号和概念
。

记

冈了二 { A e 夕
。 :

A X ~ O }二 {M A肛
:

A e 酬
。

}

了
, = { 艺

丁 `
万 V `

M
: 丫 = ( 丁: ,

…
, 丁 ,

)
`
e R

”

}

次 r
户

夯二 { T 任
`
丫

户

:
tr ( A T ) 二 O ,

V A 任 `

了 , }

下/ = (犷
1 ,

…犷, )
,

犷
`
表示矩阵 V `的按列拉直

,

Q
: = ( t r ( V

,
肚 V ,

M ) ) = V `

(M⑧ M ) V ,

⑧表示

K r o n e e k e r积
。

定义 若 7
,

的子空间g 具有性质
:

A 任酬今 A
’
任丫
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则称犷是夕
,

的二次子空间
。

有关二次子空间的一般性质可参见 ) 7 }
。

举乒 报 第 12巷

2 几个引理

下述的引理 1 只要求 E 。 = o ,
E : 。 ’

二 0 : V : + … 十 0
,
V

p ,

其中V `
任夕

岁 二 ,

0 = ( 0
, ,

…
,

0
,

)
`

任了 = { 8 :

艺 8 , V ` ) 0 }
蕊= 1

而对 : 服从什么分布没有进一步的假定
。

引理 1 ( i ) 才

( 11 )

专
。 护功岭= 》 f e 川口 )

,

川口)表示由矩阵口的列向量张成的空间
。

矛季
。 = { Y `

( A + T ) Y :
A任

.目

习了
,

V T 任闽了寿}
.

( 8 )

证明 ( i ) 了于
。 护功专

二 > 日Y
`
A Y斤才专

。 ,

使得 刀Y
`
A Y = f

’
口

,

A X = o专= 》 t r ( A V ` ) =

f
` , i = 1 ,

… , , A X = 0 <二争州 M A M V ` ) 二 f
` , `二 1 ,

…
, , , 嘴峥欢 (M⑧ M )万= f

` ,

沁
1

,

…
,

,
.

即 V
’

(M⑧ M )又二了<井 ) 了e # ( V ’

( M⑧ M ) ) = 产 (口)
.

i( i) 设 夕。 = Y
`
A Y 任才专

。
固定

,

而 夕= Y
’
B Y e 才季

。
任意

。

由于 E ( 夕一 夕。 ) 二

f
`
0 一 f

`
8 = 0

, A = M A万
, B = M B M 及 E (夕一 夕。 ) = t r [ ( B 一 A ) E ( Y Y

`

) ]

0 `
M V `瑟 1= 0

,

得 T垒 B 一 A任
`

丫寿
,

从而 B = A + T
,

式 ( 8) 成立
。

= t r 〔( B 一 A ) 万

下面两个引理假定了 。 ” E C
,

( O
,

V , ,

功)
,

且。有有限的 4 阶矩
,

但只要求 V ,
任夕

。 ,

o e 笋
.

记 E ; B S ` = C = ( e ` , )
。

引理 2 夕= f
`
e的 B A I Q U E存在且在概率为 1的意义下是唯一的

,

当且仅当 才歹
。护功

.

若介= Y `
A Y 为 f , 的 B A IQ U E

,

则夕任才否
。
且 A 满足

p p
.

, 尹

4 a :
_

艺 习 C ` , M V
`

A V j万 + 2 ( a : 一 a ;

) 名 万 c ` , t r ( A V ` )M V : 」f 任了
, ,

才二 1 了二 I

( 9 )

这里 a , = 一 2护
`

( 0 )
,
a Z = 4沪

”

( 0 )
。

证明 夕的风险 R ( 0
,

夕) = E 。
(夕一 E 夕)

2 = E , 夕, 一 ( E 夕)
2

.

由于 A X = 0
, : ~ E C

,

( o
,

V , ,

功)
, e有有限的 4 阶矩

。

利用特征函数与矩的关系
,

对特征函数砂二 叻(艺
`
V o

t) 求 导
,

得

!名
“ `一 “

,

` “ ` “ ,

一
“砂

’

(“ ’ `
, , ,

“ ` , “ , “ ` 一 O

t名
。 `￡ j e七 e ` = 4沪

”

( 0 ) ( a ` , 叮 , ` + a ` * a , : + 叮 “ a j 。 )
( 10 )

这里 V , = ( , , ,
)
。

因此
,

E妙 = a l t r ( A V 。
)

,

E砂
2 = a Z丈t r ( A V ,

) 2 + Z a : t r ( A V 。
)

2 ,

从 而得

到

夕 刀

R (夕) = E ; R ( 0
,

夕)二 Z a : 艺 艺 c ` , t r ( A V
` A V , )

p

+ ( a : 一 a 荃) 艺 艺 t r ( A V
`
) t r ( A V , )

= 1 了= 1
( 1 1 )

因B A IQ U E在
忆

月厂上极小化左 (夕)
,

为此在
`
了上考虑函数

刀 p

h ( A ) = 2 a 2

艺 名 c ` , t r ( A V ` A V ,
)十 ( a : 一 a 莹) 名 万 t r ( A V `

) t r
( A 「 , )

利 用 L ag ar
n ig a n

乘子法
,

作函数
“

1 矛二 I
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: 一 `

(二子))
一 ` r`八 X

’ ` , -

习 久
` t r ( A V `

)
` = 1

A为 , x ,
阵

,

八为 k x k对称矩阵
,

几: ,

…
` 为标 量

。

令
黯

一 。
,

整理得

p p

4 a : 名 艺
p p

夕= l

e ` , V `
A V , + 2 ( a : 一 a 专) 艺 艺 e ` , t r ( A V `

)
·

V , 一
八 X

` -

“
1 了= 盆

艺 久
` V ` ~ 0

` = 1

( 1 2 )

公式 ( 1幻中的 A 为对称矩阵
,

即 A 〔 夕
。

.

在式 〔12 )两边左右同乘 M
,

得

4 a : 名 艺 c ` , M V ` A V ,叮 + 2 ( a : 一 a 圣) 名 艺 e ` , t r ( A V ` ) M V , M

= 艺 人` M V ` M 任
肠

丫 ,

心二 1

( 1 3 )

下证充分性
。

以 T 任
.

月了寿在式 ( 1 3) 两边右乘后取 tr 得
p , p p _ _ _ _ _ _ _ _

_
4 a : 艺 艺 c ` , t r (M V

` A V , M T ) + 2 ( a : 一 a 专) 万 艺 c ` , t r
( A犷 `

) t r (皿 F ,卫 2
’

)

= 习 几` t r (M V `
M T )

寸 = 1

注意到 t (r M V 。M T ) 二 0
,

V T 任
` 之厂寿

,

得到

夕觉
。 ` , t r ( , 。 `

, ; , , , ) = o ,

v , 。 、 奋
` 二 1 夕韶 1

( 14 )

又因 T 任
`

了
,

有少 = 万 T 对
,

从而有

交觉
e ` , t r ( 、 ;

`
, 。 ,
二 :

` 二 皿了二 之

假定尹二 Y `
A赞 Y 任 才专

。
满足式 ( 1 5 )

,

T 任 口牟洲

介
.

由式 ( 1 1) 得到

p p

二 艺 艺 c ` , t r ( V ` A V , T ) = 0 ( 15 )
落 = 1 了= 1

鉴于引理 1
,

对任意夕任了否
。 ,

有 夕= Y `

( A 苦 + T ) Y ,

R (夕)二 Z a : 艺
` =
毖

。 ` , t r 〔( , , + : ) 。
`
( , , + , )、 ,

]
了= 1

p p

+ ( a Z 一 a 釜) 艺 万
` 圈 1 夕二 1

c ` , t r [ ( A 苦 + T ) V
`

] t r 【( A 苦 + T ) V J {

= R (夕份 ) + R ( Y
` T Y ) + 4 a 2

月全
。 ` , t r ( 。

` , , 。 , , )

了= 2

p ,

+ 2 ( a : 一 a 釜) 习 艺 t r ( A书 V `
) t r ( T V ,

)
弓二 i , 二 1

= R (夕朴 ) + R ( Y ` T Y )

最后得到

R (夕, ) = R (夕) 一 R ( Y
`
, Y )簇 R (夕)

,

V 夕e 才丁
。

( 16 )

即夕
. 为 f

`
8的 B A I Q U E

.

证唯一性
。

假定存在 f
`
O 的二个 B A I QU E 夕誉 和 夕料

,

则式 ( 1 6) 蕴含 了R (夕甘 一 尹钓

二 0
.

于是由 R (夕份 一 尹
份 ) = E `C o v 。

(夕件 一
尹

餐 )
,

得 C o v ( 介餐 一

尹
苦 ) = 0

,

从而有

P 。

{夕
苦 = 夕釜任 } = 1

设了为包含次厂
, 的最小二次子空间

,

即所有包含
.

了
M的二次子空 间 的 交

,

则有
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引理 3令 二 {夕
, = Y

`
A Y :

A任了冬在如下意义下是一个完全类
:

对 V 夕任才 f
。 ,

日夕
釜任令

,

夕百叮
,

使得 R ( 夕) > R ( 夕勺
,

这时称尹优于夕
.

证明 对任意 A 任
`
丫

户 ,

作如下分解

A = A I + A :

A : 任犷
,
A: 属于了的关于内积为

t r ( A : A : )的正交补空间
。

显然

R ( 夕, ) = R (夕
, :

) + R (夕, :

) + 4 a : 艺 艺 c ` , t r ( A: V ` A V , )
` = 1 了二 1

, ,

+ 2 ( a : 一 a
莹) 习 习 c 。 , t r ( A ; V . ) t r ( A : 犷 , )

口二 盆 了= 1

因 A : “ M A ;对
,

A : = 万 A :万
, t r ( A Z V

`
A : V , ) = t r ( A : M V ,万 A : M V , M )

,

M V `
M

,

A ; 任

了
,

而了为二次子空间
,

故有肚 V `万 A
:

肚 V , M 任了
.

从而得

t r ( A : V , ) = t r ( A:
M V , M ) = 0

,
t r ( A : V

` A ; V , ) “ 0

因此 R (夕, ) = R ( 夕, :

) + R (夕, 2

)

故 R (夕刁
,

) < R ( 夕
,

)
,

且 Y ’
A : Y和Y

’
A Y有相同的期望值

。

3 Bay es 不变二次无偏估计

本节在式 ( 4) 的假定下
,

考虑模型式 ( 2) 和它的不变导出模型式 ( 3)
。

在 E : 8 口
’
二 C =

(c ` , ) 中假定 cl ,护 O ,

且 0的各分量互不相关
,

即

雪任 {古
: E ` 8 二 ( T : ,

…
,

马 )
` ,

C o v : ( 8 ) “ d i a g ( a 受
,

一 a 鑫
, : 资+ a 釜> o }

记刃 = d i ag ( , 圣
,

…
, 。 委)

, : = ( 1 , ,

…
, , , )

` ,

则有

C = 了 T `
+ 刃

再由下面的定理 1 和定理 2知
,

如上考虑的先验分布族在满足凡 0 0
’

存在的 先 验分

布族中形成了一个完全类
。

因此
,

对于各分量相关的情形可以不予考虑
。

由W : ,

… W , 的可交换性
,

有正交矩阵 r
,

使得

W ` = r d i a g ( d ` , ,

…
,
J `

q

) r
` , `= 1 ,

…
, 夕 ( 1 7 )

其中山
, ,

…
,

山
。
是W

`
的全部特征根

。

由V :

> 。可知 W :
> o

,

从而 有么,
> 0

,

J 二 l
,

…
,

q
.

记

r = ( r , ,

…
,

厂 . )
,

r
`

为 r 的第 ` 个列向量
,

得到W
`
的谱分解式

W ` = 习 J ` ,君 , , E , = 厂 , I’ 奋
, i二 l ,

一
,

夕 ( 1 8 )

显然有川 二凡
,

凡 E , = 0( `护 J )
。

我们把由 E : ,

…
,

E q张成的线性空间记为尹
苦 = S {P E 、 ,

…
,

凡 }
,

易见声
’
是一个可交换的二次子空间

,

也叫 J Or da n 代数
。

若` ’ A . t是 f
’
e 的B A Q U E ,

则因“ A , t = Y ’ B ’ A . B Y
,

据引理 3
,

B ’
A 二 B = A e 声

,

由

此可得 A , 任声气

设矛丁
。
护沪

,

则有如下结果
。

定理 1 记 A
c = 名

数 丫 ~ f
`
8的B A IQ U E 由

艺 为 ` ,价万 V , 十 艺 a 釜V `
M V , ,

A 。 , 二 B A 。
B

` ,

则参数线性函
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夕 =t
`

A, r
,

A二 = 习 几
`
A石盖W ( 1 9 )

` = 1

或

夕= Y
’

A Y
,

A = 艺 又`
( M A

o

M )
千

V
`
M ( 2 0 )

` = 1

唯一给定
。

其中久= ( 人; ,
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