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未知最优值线性规划的修正 Kar m ar k ar 算法

张卫民 汪裕武
(计算机系 )

摘 要 本文对未知最优值的 Ka rm a r k a r 型线性规划
,

得到了一种复杂性为 o( 砂
S

)L 的修

正 K ar m ar ak
r

算法
;
通过讨论加边矩阵和秩 1修正矩阵的 L D尸 分解

,

得到了一种计算 Q一斜

投影的有效方法
。

最后
,

从理论上分析了算法的收敛性和复杂性
。

关键词 线性规划
,

修正 K ar m ar ak
r
算法

,
L D尸 分解

分类号 0 2 2 1
·

1

对于线性规划
m i n C

, x

( p ) 5
.

t
.

通x
= 0

尹 x
一 1 ; :

) O

在其最优值为 O
, 仑

为可行内点的条件下
,

K ar m ar k ar 于 19 8 4年给出了一种基于投影变换

的多项式算法
,

其复杂性为 O(
二 `

)L (L 为问题的输入规模 )
,

同时
,

K ar m ar k ar 还给出了另

一种复杂性为 。 (
n 3

·

5石 )的修正算法
。

之后
,

T a d d [ 2〕、

G a y [ 3〕和 Y e [`」将 K a r m a r k a r
算法直接应

用到未知最优值的 K ar m ar ka r 型线性规划 (P ) 中
,

给出了复杂性为 o( 砂 )L 的算法
,

他们

的方法优于 K ar m ar ka r 的原始一对偶法和滑动 目标函数法
。

本文将 K ar m ar k ar 【̀〕中引入的

修正算法思想应用到未知最优值的 K ar m ar k ar 型线性规划中
,

得到了复杂性同样为 O(
o 3

·

5

)L 的修正算法
。

1 修正 K a r m a r k a r
算法

考虑线性规划

( L P )

m i n 之 (
x

) = C
? x

.5 t
.

A x
一 O

了 x
一

, ; x

) O

式中
,

A 为秩 m 的 m x 。

阵
, ,
一 o ( m )

,

即
。 ,

且 eA 一 O
,

0Z 为 ( L )P 最优值 z
’

的下界
。

在 k + l 步迭代开始时
,

假设已有可行解

琳 为同阶
, 。 为分量全为 1组成的

儿

维向量
,

扩> 。
,

且 扩一 (式
,

…
,

式 )
, ,

又 扩 为
; ’

的下界
。
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令
: d = 广

,

D = id ag 阔
,

…
,

式 ) ; 做投影变换
: 歹~ T x(

,

d) -
九D 一 l x

e ,
D一

l x

其逆变换
: X
一少一 ;̀

,

` ,一

碧
·

变换 , x(
,

d) 将单纯形
、
一 x{ 任分 1了

: 一
: , x

) 0} 一一对应到 自身
,

且 (T d ,

d) 一 。
·

通过试用变换 T (x
,

d )
,

线性规划 ( L )P 等价于分式线性规划

cn
,

场

尸乙P )
d

,夕

5
.

t
.

AyD = 0
,

夕任
s

由于 AeD 一
,

护一 O
,

因此单纯形
S
的中心

召

为 ( FL )P 的可行点
。

引入参数线性规划

L P (之 )
m i n , ,

(之 ) = 亡( 之 )
r 即

5
.

t
.

万军一 0
,

, 任 。

式中
,

云 (
:

)
”
一丽

,

一威
全 , 。一 DC

,

万一 A D
, 名

为
: `

的下界
。

L尸 (
:

)与 FL 尸 有如下关系
:

定理 1 梦
`

是 L尸 (
之 ’

)最优解的充要条件是 y
’

为 FL 尸 的最优解
。

定理 2 了
’

(幻 > V
’

(劝的充要条件是
:

< :
,

其中 V
’

(
:

)
,

V
’

(劝分别是 L (P 劝和 LP (劝的

最优值
。

定理 1
,

2 首先由 D
.

G of d fa r b阁引入
,

其证 明可见文献 〔6」
·

设 Q 为对角矩阵
,

Q = d ia g ( Q
, , ,

…
,

心二

考虑以
S

的中心
。
一 。 为心的椭球

l , _ , 。

下
~

气认
.

岌艺
乙

L (
a ,

Q ) =

若将以
a

`
任刀

“

1(
x
一

a
)

T。 (
x
一

a
)镇言( a 尹 )

2

, ,
一

藕
为

·
内切球半径

,

0 < 、 `
·

心
、

f 为半径的球表示为 B(
a ,

则有如下包含关系

11
夕、、了

2子」、兰

。
{
。 ,

婴{二
: (

。 ,

。 ) 二 。 (
。 , 。 ,

)

k 乙 /

代替 LP ( “ )
,

QL P (
:

)

我们考虑规划

m i n亡(
名

)
丁即

.5 t
.

万y 一 0

e T y 一
, ,

y 任 L (
a ,

心)

QI 沪 (
:

)是 L (P
:

)的近似形式
,

其最优解很容易求出
。

下面我们讨论 私(P
:

) 的求解
。

令 犷 一夕一
。 ,

则 Q乙尸 (
:

)等价于规划

m i n亡( ; )
r y `

Q石p (
: “

) 5
.

t
.

刀军` 一 o

丫
丁

妙
, 1

,

之 {、 - 二
.

( 口俨 ) `

~ Z

「A 〕
式中

,

” 一
:

L
e ,

」
,

可知秩 ” 一 m + `
·

规划奋丽 (
.

; )的最优值必定在边界上达到
,

因此孤万(
:

)等价于规划
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m in己(
之
)

, y `

私 p `
( “ ) 5

.

t
.

刀即` 一 0

; , ·

。
尹
一

合
( a ·

)
2

利用 L a g r a n g e
乘数法解 QL p

`
( ; )

,

得到最优解

; ,

一六
仁̀ 一 、一 。 ·

( B。一 。·
)一。 〕。一 。 (· )

式中
,

; 使 ; ,
一。

,

一合
( a ·

)
2

令 玛一仁z一 Q
一 ` B T

归 Q
一
泊

,
)
一

泊〕Q
一 `

( l )

( 2 )

定义 称 哪一邢 c 是 C 到 B 的零空间 N ( )B 的 口一斜投影
。

记 即 ( ; ) = 雌亡(
:

)
,

定义范数 !}

夕少

引 !忌一尸卿
,

则

口 r

了百 }}亡孚(
:

) }}
。
户另( ; ) ( 3 )

因此 Q L p (
:

)的最优解

a 尹

丫
~

丁 }1亡另(
:

) }!
。
亡笋(

:
) ( 4 )

为了得到
: `

的新下界 扩十 ’ ,

再引入规划
m i n

6 ( ; )
望梦

L瑕 (幻
: 5

.

t
.

而 -

了夕-

( ; 一
a

)
?

口( , 一 a )镇 Z R
, ,

R = 石万砰丁下为
s 的外接球半径

。

同求 口乙尸 (
:

)的最优解一样
,

我们可以得到 L邢 (
:

)的最优解

了厄
~

R

如 一
“

一屁厕万叮飞
户另( : ) ( 5 )

由于

1】亡另(
:

) 1}忌= 户另(
:

)
’

护另(
z
)

= { [ , 一 Q
一 `召 r

(刀口
一 `刀 r

)
一 `刀〕口

一 `
亡( : ) }

少
Q「, 一 心

一 `刀?
(刀Q

一 `刀 r
)
一 ’ 刀〕心

一 `
亡(

: )

= [亡 (
:

)
r
一 亡(

z
)

,
心
一 `刀 r

(珊
一 `刀 r

)
一 `刀 ]

·

〔Q
一 `
一 口

一 `召r
(丑Q

一 `刀 T

)
一 `刀。 一 `

〕价(
:

)

= 亡( : )
,

(心
一 ’
一 Q

一 `刀少
(召Q

一 `召r
)
一 ` 召Q

一 `
)亡(

:
)

= 亡( : )
,

亡字( ; )

因此
,

L群 ( ; )的最优值

F *
( ; ) = 价(

:
)

, 。

一厂百召 }}亡罗( ; ) {{
。 ( 6 )

根据定理 2 和 (6 )式
,

建立求
2 ’

新下界 萝 十 `
) 扩的方法

,

令 : 一疚

0 当 V *

(习镇 O时
,

则令 , 一 .z

:
i ) 当 V

:
(
:

) > 0时
,

由于 ( y 一
a

)
,
Q勿一 a )镇 2 R

2

包含
s ,

因此
,

乙群 (
z
)是 护 ( ; )的松驰问

题
,

有 V :

(
z

)镇 F (
z

)
.

由对护 ( ; )的定义知
,

V (
z `

) 二 0
,

从而有 V
:

(
z ’

)镇 0 ;
再根据定理 2

和 V (
:

)对
之

的连续性知
,

必存在 :
,

满足
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名 <乏簇
:“ ,

V
,

( 乏) = 0

实际上
,

上面的 , 可通过解一个二次方程求得
。

由 v ,

(的 一 。
,

得

[亡( : )
T e〕

,
= 2几 2

}}价笋( ; ) }}忌

即 [ (。。 一 就 )
T e

〕
2

= 2刀 ,

}}
。
乙字一 : d; !}吕

式中的 碑
,

哪 分别为

( 7 )

式 ( 7) 是关于 ; 的二次方程
,

由上面的讨论
,

新下界

刁男一 尸另乙
,

哪 一 雌 d

求出其大根
,

即是
: ’

的新下界 扩+ ’
.

扩+ `

满足

: 七 镇
z 正+ `

镇
: ’ ,

V *

(
: 几+ `

) 镇 0

卯
赞

d
T
歹”

( 8 )

再求 QL (P 才+ `
)的最优解 歹

’ ,

令 扩+ ’
-

在第四节中
,

我们将证明 扩+ `
收敛于 ( LP )的最优解

。

扩+ `

收敛于最优值
: ` .

现在
,

我们可以给出修正 K ar m ar kar 算法
:

此算法产生四个序列 (扩 }
,

{尹 }
,

{扩 }和福拿 }
,

其中 {尹 }是用来计算 {拿 }
.

已知初值有
:

可行内点尹
, > O

, 2 `

的下界 尹
, ,

(Q 0) 一 I
,

I 为单位矩阵
,

终止参数 .q

令 k一 0
,

l
,

2
,

…做下面步骤
,

直到 (扩
,

扩 }满足终止判断条件

CT
x 七
一 扩镇

e 一 ,
(

e , x ` o , 一 : ` 0 , )

厂A夕刁 , , * \ :

1 ) 形成 少 = d ia s ( : 气
,

…
, x乏)

,

B
`
= {

_

!
,

C “ kD C
,

心轰= }号 】
L e Z

’

口
.

\ z了 l

2 ) 计算 碑
`

一对万
,

邓
`

= 屏`
,

即
`

(扩 ) = ,乙笋
`

一 : `岔分
`

3 ) 计算 犷:

(
: `

) = 亡扩( ; `
)

T。一 了百丑 11亡,
’

11拿

4 ) 若 V:

(扩 ) ( p
,

令 扩+ ’
= ; `

若 V :
(扩 ) > 0

,

解二次方程

[ (丽一 dz )
r 。 〕’ 一 2矿 !!

。
碑

,

一砒扩“令的大根 :
,

令 扩` ,
一么

5) 计算 夕
’

一 。一
厂丁 l!哪

’

( z ` ) l!
。 ,
哪

`

(
: ` + `

)

6) 做逆变换

7) 根据 扩
,

x 介+ 1
=

界
护歹

’

仑 T
D
云
歹

.

忍`

和
x 几+ `

构造 厉, + ’

.

1 、 盯一 , , 七 + l

己一止山 毕二
,

五 : ~ 一 x 歹

、
二 少淤 _ 广 1

_

]

兰
-

万下七 1二
,

Z J
X奋

’
一

L 乙 J

否则

己对

2

1
12谧

1
、

一一+l
,忿

由 l )
、

7 ) 构造福宁
+ `

}的理论根据将在下面二节中给出
。

Z Q一斜投影的计算
本节中

,

有时将上角标也写成下角标形式
。

上节修正 K ar m ar ka :
算法的主要计算量是求 Q一斜投影 碑

`

和 碱
.

由于 邢类一 〔I一

Q矛
`
衅 (B 刀犷

`
研 ) 一

`
凡」Q厂

` ,

因此
,

若直接计算需要求 及余
`
班 的逆

,

或解系数矩阵为凡 Q不
`
衅

的一个线
J

比方程组
,

若用 G au ss 消去法
,

其运算量为 o( 妒 )
.

但如果对 Q
.

做适当的选择
,

利用特殊的技巧
,

可以减少计算量级
。

由于

1 0 3



及Q厂
`

Br- [
` 从Q厂

` ” * A

{
八

夕
*

Q ; ` “

匕 (AD
*

Q厂
` e)

J el

口刃
l e

(9 )

若 知道 A从Q厂
`
从矛 的 L DL

了

分解
,

则 及 Q厂
`

买 的 L
DL

,

分解很容易从 ( 9) 式中求出
,

而

A从饭
`
从矛 的 L D尸 分解可以从前一步的分解中得到

,

本节将以 L D厂 分解为基础
,

通过

解线性方程组来计算 口一斜投影
。

令
:

灰一 从 Q厂
`

D
*

~ 川+ T
,

其中 T 为对角阵
,

其对角线上的元素 t
;

一 (跳 )
’
一 (厌 )

’ .

从而

厢抽一 DA 釜̀ + AT ` 一 A厌` + 万 atj 河 ( 10 )

因此
,

A灰矛 可看成是 A厌尸 经 机 个秩 1 修正而得到
。

当对 Q 做适当选择时
,

大量的 t夕为

0
,

这样
,

做秩 1修正的次数可以减少
。

尹一 1
- 告艺

x

}
x

{
一 `

( 1 1 )

定义

_

二 f 砂一 1淤一 ` } _ 广 1
_

门

斌一 工

当 {

—
}七 }下

~ ,
艺 {

、 x万 ) L 乙 J ( 12 )

否则

一少式
|̀夕

l
、

则 双 一 吐
一 1

灰 十 少

式中
,

少为对角阵
,

对角线上的元素

( 13 )

当 {生答二{
’ 。 「冬

,

2
]

火 沐 :

l 匕 乙 习

2
一 , 若

一 ,
(云{ )

2
X

nU了̀
、f|之

!
一一

从而

式中
, a ,

是 A 的第 夕列

再定义

由 ( , 2 )式知
,

告
、 。 :、 2

·

A次 A ,

一 嵘
一 ,

A万里
_ , A ,

十

否则

万艺
, a , a

了
t,毋 0

( 1 4 )

}荟 {
\ 芯

` 一

/
( 15 )

根据 ( 1 4 )式
,

当 2
,

并 O时
,

就需要做一次修正
。

可以从理论上证明
,

修正 K ar m ar k ar 算法

迭代 d 步
,

需要做的秩 1修正总次数不超过 O( 了万
.

d)
,

见「6 ]
.

假设 厢釜矛 与厢卜
,

矛 分别有分解式 L沉
T

和 L D L
I ,

式中的 L
,

L 都是单位下三角阵
,

刀
,

乃为对角阵
。

由 (一4 )式
,

有

动户 一 a `一 I

DL 厂 十 艺妙子 l( 6)

由 ( 9 )和 ( 1 6) 式知
,

在 已知 人
一

洒万
一 I A卜

l

的 DL 刀 分解之下
,

求 及心厂
`
耳 的 L DL

,

分解可以归

结为问题
:

L D厂 分解
。

厂M
a 勺

已知正定矩阵 M 的 “
DrL 分解

,

求正定矩阵 M + “
邵

,

和正定矩阵 L
。 : 。

]的

厂M
加边矩阵L

。 T 〕
的 DL L

·

分解容易解决
。

叼一 「
乙 0

]「” )「
c 」 匕 ( L

一 ` a
)
了

1口L a J L
一一

ǐ l|we
护
工

aCM了
尸11||J

实际上
L D L 丁

a T

L
一 l a -

1
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式中
, a
为 了

。一 ( L 一 ` 。
)
了

L
一 `。 ,

运算量为
。

(n
2
)

.

下面仅讨论修正矩阵 M + 。 了 的分解
口

设 M +
。、 了 的分解为劲户

,

则

「D 刁{ L
T

L D刀 一 L D刀 + “ 矿 一 (加 l) ! }
` 仃 曰 戈祝

-

( 1 7 )

可以用一系列快速 iG v en “
变换

,

将 了一附
_

)曰
化为
阵 ) {

不
’

「 砖」\ 矿 }
一

L 」\ 。

.

见 ( [ 6」
.

其中 乙为单位下三角阵
。

由 ( 1 7 )式
,

有

L力户 一 B了 一 (无
,

] }户 ) _ _ _
_

11 }一 L D L
,

厅口 \ 0 /

因此 L 一乙
,

力一刀
,

从而求得修正矩 阵的 分解
,

其运算量为 O( 矿 .)

一阴LU
)DnL

3 算法的收敛性和复杂性

本节讨论修正 K ar m ar ka r
算法的收敛性和时间复杂性

。

我们首先引入位势函数

, (
x , ;

) 一
。 L n (

e r x 一
:

) 一 万 L n x :

则有

定理 3 设 (
x ` + ` , : ` + ’

)是 由 (
x ` ,

扩 )经一步修正 K a r m a r k a r 迭代得到
,

则

f (
x ` + ’ , z ` + `

) 簇 f (
x ` , : `

) 一 d

式 中
{ 1

. `

)
` 一

{丁牙
一 `

!
“ + ’ n ( ’ 一 “ , ) 。

证明

, (一
,

一卜
·

1·

(寰一 )
一

客
`n
二
斋

五

一 n ,。 。 (
: 方 + `

)
,

,
`

一 万
,n ,

`

一 万
` n二季一

, ,n n

而 了(
x * , z * + `

) 一
:

I n 。 ( ; * + `
)
少 e
一 万

`n x
,一

; `n n

两式相减
,

得到

f ( x `+ ` , : ` + `
) 一 f ( x ` , ; ` + `

) =
n ln

己(
名̀ + `

)
了
夕

朴

云( : k + `
)

, e

一 万
`
呵

由
: ` + `
的计算过程知

,

己(
: ` + `

式中
,

因此

)
T夕:

( 0

丫万 R

“ R
= “ 一 }}郎 (

: ` + `
) {J

`

亡(
: ` + `

)
T e 一 亡(

: ` + `
)
少
歹

·

( 名
`+ `

)

、2一、、尹

C (之
k+ `

)
r e )

亡(
: ` + `

)
, 。
一 亡( ; ` + `

亡( ; ` + `
)
尹。 一 户( : k+ ’

口尹

了万 R

( 1 8 )

( 19 )
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亡 (扩 +̀ )
r
歹

`

/
、

不矛万亏 诀
工
一

(2 0 )

、

l
,I了

一j̀ù,土

甲一一9自a二a一l一
ù

一甲一界

因 犷 任 s n B a(
,

, )
,

下面不等式成立

万
`n ,

:·

) ` n (` 一 a ) + (
,
一 ` ) , n

将 ( 2 1 )
,

( 2 0 )式代入 ( 1 9 )式得

1 十 (证明见文 1 0 ) ( 2 1 )

,
_

即 \
f (“ + ’ , “ ` + ” 一 了(“

, “ ` + ` ’ 簇
” ǹ

{
` 一 下万天{

一 ` n ( ’ 一 “ ,

一 (
。
一 1 ) In

{
1 一 止共卜

。 (
。

)

\
n
一

1
/

J (
。

)是 。
的递增函数

,

且

l im J (
界

) = 一 (六
+ `

)一
`· ` ,

一
,

一
`

故有

由
z `

镇
z̀ + `

簇
z ’ ,

得

f (
x ` + ’ , ; k + ’

) 一 f (
x ` , z 七+ `

) 成一 d

f (
x ` , : ` + ’

) 镇 f (
x 六 , : 介

)

从而得到

f (
x ` + ` , : 七+ `

) 一 f ( , ` , ; k

) 簇一 占 (证毕 )

定理 4 设 { (
x ` , : `

) }是由修正 K a r m a r k a r
算法得到的序列

,

则有

cx
血
一 扩 /

一
与

甲不
呻

一一 , 下
;

溉 e 一
C X

-

— 名
-

d 见定理 3 中定义

证明 由定理 3

f (
x 孟 , z 止

) 镇 f ( x o , 2 0
) 一 k d

,
,n

导煞二共蕊 女 ( I n x , 一 , n x

, ) 一 、。

` x
-

一
多

一

仁片

当 x0 一 。 时
,

从而有

万 In x 。成万
In :

:一 。

cx
几

一
之七 / k

。

~
e x 舌
一

之古 / 一主 ,

I n 一甲万~ 一一 , 下 之灸 一 一
O ,
里兀一下产

-
气 头之 e

C X
-

— 乙
一

几 C X
-

— 名
甲

(证毕 )

由定理 4
,

( cx
`
一

: `
) 、 o

,

而
z `

(
: ’

簇 cz
` ,

因此 cx
`

一
“ ’ , “ `

一
“ ` ·

由上一节的讨论
,

假设修正 K ar m ar k ar 算法迭代 d 步
,

则求加边矩阵的 L DL
夕

分解为 d

次
,

运算量为 o( 矿d)
.

求修正矩阵的 孟刀乙,

分解需要 O( 了丁 d) 次
,

运算量为 O( 沪
s

d)
.

因此
,

做 d 步迭代需要的总运算量为 O( 沪
s

d)
,

而由定理 4 , d一
:

L 就可足够满足精度
。

而且
,

经

过 nL 次迭代后
,

可以精确求出最优解
。

因此
,

修正 K ar m ar k ar 算法的运算量为 O(
。 3

·

S

)L
.
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