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摘 要 对于可逆的二维保面积 De v o gel ae re 映射
,

本文给 出了
n
次迭代的线性 J ac ob i 矩阵

元的图形表示及其数学证明
。
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·

l

不可积 H a m ilt on 体系的运动轨道可以分为椭圆型周期轨道
、

双曲型周期轨道
、

K A M

环面和混沌轨道
〔’ 〕

。

椭圆型周期轨道是稳定的
,

双曲型周期轨道是不稳定的
。

当周期轨道

从椭圆型转变为双曲型时
,

可以分岔出倍周期或同周期轨道
。

不稳定的周期轨道周围总

是存在着测度不为零的混沌区域
。

因此
,

分析周期轨道的稳定性变化情况并考察其分岔

行为
,

可以使我们了解不可积 H a m ilt on 体系的许多动力学信息
。

自由度为 2 的与时间无关的 H a m ilt on 体系或者 自由度为 1 的具有周期性时间依赖关

系的 H a m ilt on 体系的动力学性质可以通过该体系的运动轨道穿过相空间中的 oP i n c ar e
截

面而形成的二维保面积映射来描述
。

可逆的二维保面积映射所描述的是具有一定对称性

的 H a m ilt o n 体系比
3〕

.

可逆保面积映射的线性 J ac ob i 矩阵提供了这类对称的不可积 H a m ll
-

ot n
体系的周期轨道的稳定性和分岔行 为的信息

。

因此
,

求出可逆保面积映射的线性 J ac
。 -

ib 矩阵的一般表达式并研究其一般的结构
,

是非线性动 力学中一个令人感兴趣的问题
。
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e

v
o g e

l a e r e

映射 (以下简称 D v 映射 ) 的定义是 “ 〕

}
` + `

一
“ ·

七
了

甲
t 缪

咤+ 1
~

芯 :

一 J 气x 。 寸 L少

它是可逆的二维保面积映射
, Z

轴是它的主对称线川
。

( 1 )

若对映象式 ( 1) 作保面积的坐标变

换
x

~
g ,

y~ y + f(
:
)

,

则 D v 映射可化为映射
工、 十 ;

= 一 犷
,

十 Zf (
x 。

)
,
歹

, + :
=

x ,

因此
,

当 f(
,
)取二次函数 (l 一 ax

Z
) 2/ 时

,

是保面积的 H己n on 映射困
; 当 f (

二
)取作

。 :
+

二 ,

时
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是 价l l e饥a ,

映射
; 当 f (

x
)取作

e
(
:

+
x Z

) / 2 时
,

是 z i s o o k 映射 [ 8 ]
。

所有这些映射
,

都与 o r e e n

所研究的 f(
,
)取作 那 + (1 一砂

: 2

的二次方 D v 映射等价朗
。

若取 f(
:
) 一

:
+ kG (x ) 2/

,

对

D V 映射作保面积坐标变换
,

即
,

~
: ,

y
一

, 一 y一 kG (
:

) / 2
,

则可化为广义标准映射

y
。 + ,

一 y
,

十 kG (
x 二

)
, x 。 + ,

一
x :

+ 梦
: + ,

当 G (
x
) = 一 s in ( 2二

x
) / 2二

,

就得到著名的 C h ir i k o v 一 T a y l o r
标准映射 仁̀ 。 j

。

由此可见
,

D v 映

射作为可逆保面积映射的代表具有相当大的普遍性
。

由于 D v 映射的主对称线是直线
Z

轴
,

这使对称性的分析变得非常简单
,

对周期轨道在平面上的分布和分岔行为的确定带

来极大的方便
。

因此
,

给出 D v 映射
升

次迭代的线性 J ac ob i 矩阵的一般表达式
,

具有重要

的 ;意义
。

D V 映射高次迭代的线性 J ac ob i 矩阵
,

原则上
一

可由复合函数微分方法通过矩 阵乘法得

到
。

但是随着
。
的增大

,

矩阵元的表达式越来越复杂和冗长
。

本文给出了一种简单的图形

表示方法
,

可以准确无误地写出任意
刀

次 D V 映射的线性 Jac ob i 矩阵元
,

并给出了这种图

形表示式的正确性的数学证明
。

1 D v 映射线性 J ac o ib 矩阵元的图形表示

设 D V 映射由 x(
。 ,

y 。
)点出发的

孔

次迭代的线性 J ac ob i 矩阵的表示式是

L
(“ )

( 2 。 ,
梦。

) 三
`〕(

x 、 ,
岁

。

)
`
少(
劣 。 ,

即。
)

一
(
石护 乙留

( L全货
,

L遥签
,

( 2 )

则根据复合函数微分方法
,

石 ( · + ` ) (
, 。 ,

夕。 )

若定义 F
。

一尹 (
, ,

)
,

可得

有

刁(
z , + , ,

歹
、 、 , )

刁(
x 、 ,

夕
、

)

刁(
x 、 ,

夕
、

)

J (
艺。 ,

夕。
)

= 二 ( ` )
(

x : ,
夕

。

)石 ( ’ ) (
x 。 ,

夕。 )

石 ( · + ` ) (
x 。 ,

歹。 ) =

尸
。

一 1

1 一 凡凡+1 凡+1

石 (· )
(

x 。 ,
夕。

) ( 3 )

由此得出诸矩阵元的递推关系为

一 凡到护一 踢护+l
几n

L

{
侧了们

’
一 F

。

酬护一 踢护

肠犷
` 〕
一 l( 一 凡凡

十 ,
)到 t ’ + 凡

* ,

跳犷
` ’

= ( 1 一 尸
,

不
’

计
;
) L I呈

)
+ F 十 ,

( 4 )

把 ( 4) 式的递推关系分解为两组
:

挂+ 1 )

1

移+ 1 )
2

一 一 侧犷
` ’

+ 2凡到护; L乡犷
1’
一 侧护一 凡 + 、

川犷
` ,

( 5 )

~ 一 到犷
` ’

+ 2 F’n 到犷; 肠剔
` )
一 川犷一 风 + 工

酬犷
` ’

两组的初始条件分别为 川 }
’ 一 尸。 ,

双护一 2F 扭
,
一 1和 到麦

’
一 一 1

,

侧彭- 一 2F
上

·

一 。 和 1 不成立
,

因而给定初始条件
。

( 6 )

递推关系对
n

由这些递推关系
,

原则上可以对任何
刀

L (走) -

L ( 2 )
-

口(
x , ,

夕,
)

日(
x 。 ,

, 。 )

日(劣
: ,
夕2

)

日(
z 。 ,

歹。 )

F o

1 一 F o F I

Z F o F I

F 。
+ F :

一

给出 L ` ” (
x 。 ,

y 。
)的矩阵元

。

例如
,

一 1 \

F ,

)
’

一 1

Z F o F IF Z

一 ZFI

Z F I F Z
一 ]



L ( 3 )
J ( 劣

: ,
y 3

)

刁( 劣
。 ,

y 。
)

` F O
F
生尸

一
“ 。
一 2 F 2 ` 一 `尸 I F 2

)
一 4 F o F , F ZF 3

+ 2 ( F
o
F

,
+ F ZF 3

) + F o F 3
一 1 4 F , F ZF 3

一 Z F 飞
一 F 3 )

等等
。

但是
,

随着
忍

的增加
,

(L ” 的矩阵元作为 F。 ,
F l ,

…
,

F
。

的函数的表达式变得非常

复杂和冗长
。

能否用一个简洁而明晰的表达式将大
:

数的 (L
的
的各矩阵元写出来 ? 这是我

们感兴趣的问题
。

研究发现
,

利用一种简单的图形规则的确可以将任意正整数
界

的 (L
· ,

的

矩阵元写出来
。

为说明起见
,

我们观察 (L
` ’

x(
。 ,

夕。 )的矩阵元

L 11
,

= 1 一 ZF 。
( F ,

+ F 3
) 一 4 F 2 F 3

+ S F o F I F Z
F

3
( 7 a )

它可以表示成图形

l

一
2尸1

\
, ,

( 7b )

Z F :

对这个图形的约定是
:

图中由左向右的每一条可能的路径上的各个因子相乘之积对应着

( a7 ) 式中的一项
。

按照这种约定规则
,

(L
` ’

的其它三个矩阵元也可以分别表示成相应的三

种图形
,

即

乙;全,二 2尸、

+ 2尸3
一 S F

. 尸: F ,

`

又
’ 尸’

二 一 l

se
Z尸-

一
2 F 2 一 - - , 二 2 F 3

( 8 )

L玉全) = 一 1 (尸
。
+ F

.
+ ZF :

) + 4尸: ( F
。尸:

+ F : 尸`
)

+ 2尸。尸;
(尸

:

+ F :
)一 S F o

F
I尸:

F : F
-

( 9 )

~ 一 l

一
0F

一



L奎提
,

= 1一 4 F 】F Z

一 Z F
。
( F

l

+ F :
) + 8尸 , 尸: 尸 3尸-

一 1 2尸’

又
Z F s

一

2尸2

( 10 )

= l

一
ZFI

一
2

一

1

一\
F :

一
我们猜测

,

随着
· 的增加

,

(L “ 的各矩阵元可以用上述图形作相应的扩大而得到一般的表

达式
。

注意到图形中每两列数之间的路径方向只可能是向右
、

向下或其间的方 向
。

从每

行左边第一个数出发的路径将取尽其右邻一列数中自本行以下的所有数
。

这种图形的数

学表达式是
口.

.

2. 一 1

口 ,口… 口 3
,
2 -
一

口 2 6
. “ ’

口 2 . : -
一

口一 `
二 心 l

,

2一
r

一双双一
一\一一\一

口 1 1

一.~ 名
一

1 (一
`翻一
名 n

。 `, . ,

》 ~ 奋与一` 一 : 户 l ) j一知一 J
` ( 1 l a )

口一 2. 一 1

`
.
2 .

瓷
口 3 e

’

二 口3
.
: -
一 口 3 , : -

口 2 6

… 口 2 , 2 - 一 1 口2 . 2-

口互- -

-
口一君

一
口一

’
二口一

,

加一 口1 .

加
( 1 l b )

一\一
a2a1

一
\ \一
.

aa

一艺 习 n
一

l (一 知̀一 : 》
一 ’

) 与》
“ “ 加 》 , )矛一 :一

1

现在
,

我们能写出 (L
“
中各矩阵元的图形表示通式

,

例如 封护和 到荃歼
` ’的图形表示是



甜
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(一 1 )卜
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(一 1 )
众

2 F I

2 F 2。一 5

一呱韭
助ù凡

一毓么
尸0’ 二 2 F 2卜 7

( 1 Za )

一 l 尸 o 2 F 2’ 二 2尸 , 一 : 2尸:一 。 Z F z一 3

1

—
F
。

—
2尸 1玉2 F 2 Z F一 Z F

:卜 3 义
2几一 Z

ee
Z F

z一 r

口子计
’ ) ~ 巫兰丝生-

毋
。

一徐低
(一 1 )

众 尸。

1 F
o… 2 F

2卜 5
( 1 2b )

2 F 2.闷

F o 2 F
2

… Z F
: `一 3 2尸 2

一
:一从百一

ù\一
一 l

1 F。 2F 2 F
2

一
侧
一 ~ ~

. . ~ ZF 、

三
2 ;

2 F 4’ 二 2 F
2卜 1 丛

2、

2 (L 的 图形表示式的数学证 明

如果 刃
· )

的通项公式是正确的
,

那么它们必须满足递推关系 ( 5) 或 ( 6 )
。

现在来证明这

我们定义

( 一 1 )
舌 尸。

A Z*三
F o

… Z F : 。一 s Z F :
一

;

月̀.,尸F,é2
一 `

又
1一屿一 2凡

一

F。

下
2 2尸 2一 s

2 F 2
一

2

( 1 3 a )

2 F 2 Z F : ,一 1 2 F
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(一 1)
圣 +,

、 (一 1 )
`

F
o

A Z* + 1
三 1 F o 2 F

2卜。
2 F

2。一
2舌一 3 ( 1 3 b )

一 l

又
几

又
,

一
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2

一

2 F Z F z ,一 3 2 F 2. 2 F
2 ,
一内̀JF尸,叮一ó

1一 F o

一 2 F I 2 F 2 F’ 2一 l
Z F

z。 Z F z。+ -

(一 1 )卜
’ Z F -

(一 l )
`

Z F
:

B 2 . 三

`

吸
一 `

丫
’

又
2` ’

气
1一 2 F

I

一 2 F 2

一 ZF s

一
Z F

-

-
渔

二
。

2 F .2 一

… Z F :
一

。

Z F s

… 2 F 2`一 2

Z F :
一 Z F ” _ -

( 1 4 a )

2尸:
一 2尸:

一
2

FF,自2

2尸2
奋一 1

2尸 2 -

(一 l )
`

Z F
卫

( 1 4b )
,J6曰FF,自,自B Z。 十 ,

兰 `

灭
一 `

丫
’

稍
’

可
Z F

,

—
ZF : 一 - 山 2 F 3

的

ee - 山
Z F - 一一一一 二自

2尸:

一 Z F :一 :

2 F
2 ,一 2 Z F :一

1

Z F
s 2 F 2.

Z F : , + -

注意到按构图规则所组成的三角形数阵 A
:

和 B
,

都可表示为去掉最下一行的三角阵加上

去掉最右一列的三角阵与最右下角的元素的乘积
,

因此所定义的 A
:

和 B
。

具有递推关系
,

即
A

二

= 一 A一 :
+ Z F

。
A

。 一 , ; B
:

= 一 B
, 一 2

+ Z F
,

B
。 ( 1 5 )
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利用 A
:

和 B
:

可把 (L
· 斗 ` )

的矩阵元表示式简洁地写作

L I飞
十 ` )

= A
、 ; L {妥+

` ’
= 一 B

二

跳 t+ ` ’
= 通

。 一 ,
一 F

, + , A
: ; L 奎呈+

` ) = 一 B
。 一 ,

+ F
。 + ,

B
,

( 16 )

现在把递推关系 ( 15) 式代入到 ( 1 6 )式中
,

立即可以得到矩阵元的递推关系 ( 5) 与 ( 6) 式
。

因

此
,

所猜测的 D v 映射
介

次迭代线性 J ac ob i 矩阵元的图形表示式获得证明
。

递推关系

( 15) 式的初始条件为

A o
二 F o ,

B
o

= l
,

A
I
~ Z F o F I

一 1
,

B
I
一 Z F z

.

对
,
一 0 和 1 递推关系不适用

,

即
双

半 0
,

1
.
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