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粘弹性泊松比的各种表述方法
’

郝 松 林

(航天技术系 )

摘 要 本文讨论线性粘弹泊松比的四种表述法
:

微分算子法
、

遗传积分法
、

复数表示

法和经验表示法的实用价值和间题
。

为固体推进剂力学性态的描述提供了方便
。

关镇词 弹性
,

粘弹性
,

泊松比

分类号 0 3 4 3
.

6

线弹性泊松比是常数
,

而粘弹性泊松比是时间的函数
,

并同温度有关
。

固体火箭药

柱应力分析结果受泊松比取值的影响很大 [1.
2 〕

。

本文侧重讨论粘弹泊松 比的表述方法与有

关结论
。

等温
、

各向同性粘弹性时域的泊松比定义为
:

’

口(t )
二二
一 乌 (t )/ ‘

二

(t ) (1 )

式中
,

‘
, 。二

为纵向与横向应变
,

t 为时间
,

以上定义适用于有限变形与非线性粘弹材料
,

是直接测试法的基础以
‘〕

。

由于泊松比仅限于线弹性概念
,

故 《1) 式更准确的名称为
“

收

缩比
” 。

.

、

根据对应原理阎
,

把线弹性力学中泊松比表达式
〔6〕改写为 L a p la c e

变换后的粘弹让

象域泊松比
: 、

万
_

了
_

1

以s) ~ 元 一 1 一 劝 一 1
:

二 百
E 1 E B

育 “ 百 一 一百
-

-

3叉 一 2己

6贾 十 2乙
(2 )

其中 , 一

{二
抓 : ,一p (一

, , d , 为函数 “, , 的 L ·p‘⋯ 变换
·

万
、

表材料的拉伸
,

剪切
、

体积松弛模量与蠕变柔量
。

百
、

万 和 刀
、

了
、

石 分别代

1 微分算子表述川

应力及应变张量 氏, 、
‘ ,

的偏量
、

球量分解表达式为 (s.
, 、

eij 为偏量 )
:

l
叮‘,

~
“: ,
十 了

口“ o ‘, , ￡‘,
1

=
己‘, 州卜 于下乓乏O , 子

J

(3 )

式中
,

民
少

当 K ro ne s k e r 函数
,

重复下标隐含求和 得到

J
p l

[“
J

〕一 ZG )
Q

l

〔竺
‘,

〕
_

tp
Z

[。
。。

〕= 3K
o
Q

Z

L‘
**

」

代入线粘弹微分算子本构关系
,

(剪切变形 )

(体积胀缩 )
(4 )
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式 中
,

P l

[ 〕 一 名p , a“ , ( )/ 氏 ‘, , ,

Q :
[ 」

名 p 益a
‘, , ( ) / at “ , ,

Q
Z

〔 〕一 习、石a ‘” ( ) / at ‘, ,

= 习。. a‘。 , ( )zat ‘, , ,

p Z

〔 〕 一

都是常系数时域微分算子
。

对于任

意载荷作用下的单轴拉伸情况 (。
二

= 几(t )
,

ay ~ a :

一的
,

由(4 )式和 (1) 式可以推出

口(t ) = 一

于
·

〕
(5 )

, .一一了�七

一内O

1
十 二下犷

J妙。

又;

、‘卫......卫了l、
,.‘J.r尸f

一只一一q一一Pl一一q瓦一一q一一凡一一q11一rn�11111人�

一Q甘一一O口

一

l
几

IJ一尸leelJ

式中
, L 一’

为 LaP la c e
逆变换算符

,

上式 已表明 u( t) 随时间变化的具体形式取决于作用历

史 。二

(t )及 尸 , 、

Q
, 、

尸2 、

Q
Z

的选择
。

类似地
,

如果用给定应变 ‘ (t )加载
,

则有

「{止匕丛 _ 上 二} 〕
.

} ( g K
。

Q
, 6G 。

Q
,

{
_

}
,

以 t ) = 一 L 一 且

l气一气厂- 下芍一一- 一丁一气若代 气 l/ ￡
x
又t ) L b )

} } 1 厂 2
.

1 厂 1 } !
l { 丈

呼

获芬~ 于于 州卜 二下二~ 于厂 ! !
L \ , 八 。 叼 Z j 行。 叼一/ 」

假定线性粘弹材料是弹性可压的 (户
2
一奋

:
一 1 )

,

其剪切流变规律用 V oi gt 二元件模

型描述 (户
1
一 l, 夏

1
一 1 + rs

, : 一川E
,

夕及 E 为 v oi gt 模型参数 )
。

考虑三种实验条件
:

( l )蠕变试验
:
几= 。。H ( t )

,

H ( t )为单位阶跃函数
; ( 2 )松弛试验

: 。二 = 。。H ( t ) ; ( 3 )定速拉

伸
: 。二二 ‘t

, ‘
为试验机夹头移动速度

。

把式 ( 1) 代入式 ( 5 )
、

式 (2 )
、

式 ( 3) 代入式 ( 6 )
,

分别求

出对应的粘弹泊松比为
:

姨 ( t ) = ( 3 ( 1 一 e x p ( 一 t / r ) ) 一 2宁) / ( 6 ( 1 一 e x p ( 一 t / r ) ) + 2泞) ( 7 )

, r

( t ) = ( 1 一 ( 2 / 3 婿 一 3 e x p ( 一 ( 1 + 3右) t / r ) ) / ( 2 ( 1 + 右/ 3 ) ) ( 8 )

礼 ( t ) = ( a 十 ( b + ( e x p ( 一 d
· t / r ) ) / ( t /

:
) ( 9 )

式中
, a = ( 3一 2宁) / ( 6 + 2宁)

,

b = 一
c
二 1 8泞/ ( 6 + 2誉)

2 ,

d = ( 3 + 子) / 9
.

表 1 不同加载历史下的粘弹泊松比

t / r 0 0
.

1 0
.

2 0
.

3 1
.

5 1
.

0 1
.

5 3
.

0 5
.

0 1 0
.

0 加

岭 一 1 一 0
.

7 7 8 一 0
.

5 9 1 一 0
.

4 39 一 0
.

1 93 0
.

14 4 0
.

2 8 4 0
.

3 7 7 0
.

3 84 0
.

38 4 0
.

38 4 6

外 一 1 一 0
.

20 0 0
.

0 2 8 0
.

13 5 0
.

2 3 8 0
.

3 2 5 0
.

3 5 5 0
.

3 68 0
.

38 4 0
.

3 8 4 0
.

3 8 4 6

va 一 l 一 0
.

3 9 0 一 0
.

1 0 8 0
.

0 3 7 0
.

1 7 2 0
.

2 78 0
.

3 14 0
.

34 9 0
.

3 6 3 0
.

3 7 4 0
.

3 8 4 6

由此可见
, r

( o ) = 牲 ( o ) = 儿 ( o ) = 一 1
, ,

(二 ) =
, r

(二 ) ~ 儿 (co ) = ( 3 一 2泞) / ( 6 + 2宁)
。

取

泞一G0 / K
。
~ 0

.

25
,

由 ( 7 ) ~ ( 9 )式算出不同加载条件下的 。 ( t) 值如表 1 所示
。

表 2 就不同 泞

值
,

算出 片 ( t) 的变化规律
,

这说明玻璃态 (t 一 0) 和弹胶态 (t 一 co ) 下的泊松比与时间无

关
,

粘弹区泊松比是时间和加载历史的函数
,

表 2 中宁一 。为不可压缩材料
, ,

二 1 /2
,

近

不可压缩时 , :

(t )~ 0
.

5
.

负泊松比的出现
,

是由于选用 V oi gt 模型不完备 (不能刻画瞬态

弹性响应 )
,

若用广义 M a x w el l模型描述剪切流变响应
,

则由 (6 ) 式求出
:

, :

( : ) 一 喜一 (
交
二

, e x p ( 一 , / : ‘) ) 6、
。

‘ 二泣下

1一2
一一

碎 ( 0 )
1 召

。 , _

~

= : ; 一 夕
,

乙‘/ b八
。 , F八co )

乙 芝丁



表 2 粘弹泊松比的理论取值范围

t/
r

、

0

0
.

0 1

0
.

1

0
.

2

0
.

5

1
.

0

0
.

0 1 0
.

2 5 0
.

3 3 0
。

5 0 0
.

7 5 1
.

0 0 1
.

50

1111., .11

一一一一
一 1 一 1 一 1 一 1 一 1

甩
互0
�
UQ甘2
内I月了几ho,J盈UUO

OJ7.�匕UII二0

一 1

0
.

0 0 1

一 1

一 0
.

22 4 一 0
.

8 7 6 一 0
.

9 1 5 一 0
.

9 4 3 一 0
.

9 5 7 一 0.

0
.

4 4 9 一 0
.

20 0 一 0
.

3 0 8 一 0
.

4 5 5 一 0 一

5 8 6 一 0
.

66 7 一 0.

0
.

4 7 3 0
.

0 28 一 0 0阳 一 0
.

2 1 9 一 0
.

3 69 一 0
.

4 7 1 一 0.

.卫人,二,1�.二,且�.二,五

一一一一一一一
0

.

4 9 0 0
.

2 38 0
.

17 0 0
。

0 5 4 一 0
.

08 2 一 0
.

18 8 一 0.

0
.

4 9 2 0
.

3 2 5

巴J月任RonQ��”�只卜找找拜O
,J几b�匕O口O�)(
。j汉,一‘曰l一n

奋场‘

;
0 4 9 3 6 0

.

3 55

.

2 7 6

.

31 2

0
.

1 8 7

0
.

2 3 5

0
.

0 7 5 一 0
.

0 1 7 一 0.

0
。

0 50 一 0.

OC�

0
.

32 9 0
.

2 5 8 0
.

08 3 一 0
.

0 5 0

0
.

34 3

0 34 9

0
.

34 9

0
.

2 7 6 0
.

1 10 一 0
.

0 1 7

0
.

2 8 4 0
.

12 3

0
.

2 8 5 0
.

12 5

一 0
.

0 0 2

一 0
.

0 0 0 0 2

八汽OJA
�
左

L冉b月18UQJJQqCJOJ
.

⋯
0

.

4 9 44

次UC�0
.

4 9 4 7

0
.

4 9 4 9

0
.

4 9 50 0

0
.

5 0 00 0
.

3 84 6 0
.

34 9 9 0
.

2 8 5 7 0
.

0
.

14 2 8 0
.

0 0 0 0 一 1

亡J00�U(,L么3.5.00

热力学上已经证明
:

各向同性线弹性材料泊松比的取值范围是一 1镇
F

成 1 / 2[s 〕
,

从工

程观点上看是否存在
, < 0 的材料

,

一直有所争议
,

但最近已报导
:

可以制造出
u - 一 0.

7 的泡沫塑料[sj
,

上面的计算中
。 (t )是随时间单调递升的

,

但选用其它模型描述
,

尸 1 ,

Q
, ,

p Z ,

Q
Z

求出的
。( t )

,

可以是非单调变化的〔, ]
。

2 积分表述法

可以用以下三种形式的遗传积分引入粘弹性泊松比
。

户
, 、

d ￡
二

( r )
, , 、 .

f
‘ , 、

d 气 ( r )
,

一 ‘, 戈亡少 = {
_ _ 岁Lt 一 r )

-

兀万一 a r ~ ‘￡
X
气t , 一 J

。, Lt 一 r 少
~

兀万一 a T

一 、、 ( , ) 十

{;
d , ( t 一 r )

d r
气 (r) d r ( 1 1 )

上式表明
:

横向收缩响应滞后于纵向变形历史 ‘ ( r )
, , ( t) 是以上积分的核函数

—
横向

变形记忆函数
,

为使上式适应直接应用弹性 /粘弹性对应原理
,

要另辟直接表达
, (t )的途

径
,

定义像域泊松比 ,
‘

- 一毛牌
二 ,

而 ‘
二

~ 瓦 / E ( : )
,

蠕变试验中 万
二

二 氏/s
,

则可导出

氏 = 一 厄, s E ( s ) / 。
。 ( 1 2 )

对上式两边求逆 并利用卷积求逆的性质
,

有

、 (‘,

一贵〔
: ‘O, E (亡, + 「

‘ ~ , 、

d ‘
、

( t )
,

l 乙 Lt 一 r )

—
a r

J 0 d r
( 1 3 )

式中 E (t )为松弛模量
。

上式给出从 ‘ (t )
、

E (t )试验值求
, ‘ ( t) 的途径

。

如令它们为 Pr on y

级数

{
E ( t) 一 E

。

+ 习E 、e x p ( 一 : / : ,

)

: ,
.

+ 习
。。 e x p ( 一 , / r , )

( 1 4 )

。,

( t ) 一

9



代入式 (1 3 )有

岁。 (t )一瓷〔、
E

·

十 、

客
瓦e x p (一 , / : ) + 君

。

名、

+ 名艺、E , e x p (一 , / r ‘) + E
,

习‘ (1 一 e x p (一 ‘/ 几)

f= l 少= I f二 1

汽 占 丑乙
‘
乙

_ , . 、 , , 、 、 、

+ ) : ) {岑共
2
今 (1 一 e x p (一 (毛 + r ,

)t / (叽r ,

)))
’

留 胃
: + : , 、 -

(1 5 )

式 (1 5 )是对文献 [ , 」
情况的推广

。

另一个办法是从广义虎克定律
: 。‘, 一去

。 , 一备氏。
‘ 气~ 了 J 匀

J _
_

= 万氏
, 一”

脚
‘,“

‘

出发
,

用应力单轴拉伸时
, 。二一 。。 ,

‘~ 氏 D ; 用应变单轴拉伸时
, 。,

一。。 , 。二

一局E
。

代入

上式求出
共 一 J / ZD 一 1

,
柞 一 E / ZG 一 1 (1 6 )

根据弹性 /粘弹性对应原理
,

以 扣
、 :万

、 s乙分别替代 (1 6) 式中的对应量
,

如求出

1 二 二 。 ‘ , 。

F:

一 育乙 J O 一 1/ 0

‘

对上式两边求逆
,

得到

竹(t )
一 喜君(。)J (: ) 一 1 + 喜

乙 乙

{
‘

, (: )丝立二卫、
: (1 7 )

J 0 a r

同理
,

由(1 6 )第二式求出

1
, _ 、

。
,

_

、 , .

l ft 。 , 、

d J (t 一 约
,

竹 Lt少 =
.

丈
.

J 气U 夕乙 Lt 少 一 1 州卜 下
~

l 乙 气r 夕
一

- - - 下花, 一- 一 召 T

乙 乙 J o 召百
(1 8 )

式 (1 7 )
、

(1 8) 给出从拉伸松弛模量 E (t )
、

剪切松弛模量 J (, )求出粘弹泊松 比的途径
。

文

献 [ 1叼近似给出了 片 (t)
、 , ‘

(t) 的试验曲线
,

其变化趋势与上节结论一致
。

3 复泊松比与推迟谱

非老化粘弹材料和线性粘弹材料受频率为 。 的激励作用
,

其稳态响应具有相同的频

率
,

不同试验条件下的复粘弹特性如表 3 所示
。

表中加
“ ‘”

表示存贮分量
,

加 表 3 友摸t 和友柔t

“
I,,, 表示损耗分量

,

可类似地引入复 试验条件 复模量 复柔量

泊松比 。 ’

(彻 )
,

它代表动力条件下 拉压变形 ￡
·

(1. )一￡
‘

+ ‘￡
”

刀
·

(诩)一刀
‘
一 iD

”

横 向应变 影 (。 )对纵向应变
: 二 (。 ) 剪切变形 G. (间 = 口 +i ‘

,

J’ (间 = 尹一 i尹

的响应
,

因此具有柔量的属性
: 静压试验 K

·

(i动 一厂 + Kl 少 (间 一尸 一 i别

, ’

(i田 ) =
, ‘

(田) 一 i, , ‘
(。 )

(1 9 )

有些文献写出式 (1 9 )时采用加号是不正确的
,

因为与
, ’

(i 。)相关的量是动应变而不是动

应力
。

把 E
’ ,

G
’

代入
, ’

= E
’

/ ZG
’

一 1 一 , ‘ 一 i , “



可求 出 才
”’

一 ‘E
’G

’‘
+ E“” / 2 ‘G

‘’

+ G ‘12
’一 ‘

t
”“

“ (E
‘

G 一 E
,

,G
‘
) / 2 (G

, “
+ G

,, 2
)

(2 0 )

上式给出以 E
’ ,

G
‘

求 犷
,

俨的方程
,

由于动力升温
,

测定 。)I

十分困难[ll 〕
。

松弛模量
、

蠕变柔量对应各自的谱函数
,

谱函数抽象而本质地刻划了粘弹材料的力

学性质
,

联系了动力与静力性质
,

是各种近似表达法的基础
,

我们也可以为粘弹泊松比

建立对应的谱
。

在松弛实验中
。二(t )一‘H (t )

,

略去瞬态响应
,

由式 (1 1 )求出
:

一 凡 (t )

对上式两边作 LaP lac e
变换有

户
, . 、

d ‘
二

(r )
,

- . 岁气不 一 T少
.

一下一
己 r

J (劲 口 T

一 凡 ~

现在把 刃展开为 S 域内的 Pr
o n y 级数形式

:

云~ ‘ 十 名叮(l + ris )

s F ‘x

~
口￡o (2 1 )

一 、 一 习、: s/ (1 一 。 ) (2 2 )

‘
、 , 。

为 , (t )的初始值与平衡值
, r ‘

为
, (t )的特征松弛时间

。

引入与
,

(t )相对应的推迟谱

函数 M (约
,

并使离散分布的推迟时间 ‘ 变为连续分布的推迟时间
,

并采有对数时间 In r

作为 自变量
,

由式 (2 2 )可导出
:

。

一
;

+

{二
_ ‘M ‘· , / (‘+ 一 , , d (‘n ·,

(2 3 )

式中
,

{丁
_
M。己(ln 。 一 、 一 、 ;

式 (2 3 )两边除以
·后求逆

,

得到时域内的关系
:

·
(,

卜
、 +

{二
_
二 (二)(
卜 一p (一 , / ·))d (‘n ·)

·(, )
一

,

一

丁了
_
M‘

· )一p ‘一 , / ·, d “n · ,
(24 )

在式 (22 )中令
: 一 l’co 后与式 (1 9 )比较

,

解出 口
,

尹同 M (r )的关系为
:

v ‘(田 )

(2 5 )

p “(, )

一
‘

+

丁了
二

M‘
· , / (‘+ 一

2
, d (‘n · ,

丁二
_ M (·, aJ ·/ (‘+ ·“田2

,“(‘n ·,

由式 (24 )
、

式 (2 5 )可以看出
: , (t )

, , ‘ (a, )
,

沪(。)都是谱函数 M (r )的各种加权积分
,

由此可

推出各种粘弹泊松比的近似公式
。

由于直接测试 咋
、
峡 并非易事

,

特别是测定 。
.

1 秒以下 ,

(t )值困难更大
,

所以通过动力试验和频率
—

温度转化关系近似求粘弹泊松比
,

很有实

际意义
。

4 经验拟合法

在试验设备条件允许的有限时间范围内
,

用经验方程直接拟合试验数据
,

其应用范

围局限
,

但直接反映定义 (l) 的测试结果
,

可解决工程设计急需
。

我们对两种配方的固

体推进剂 (固体填充量 84 %
,

实验温度 28 士 1 ℃
,

相对湿度 73 %
,

测试时间范围 10 一10
6

秒)
,

给出 1 06 秒以内粘弹泊松比的经验公式为

刀(t ) = 0
.

2 9 1 9 6 t0
·

”0 9 ,, 0 7‘5 ; 别(t ) = 0
.

4 1 9 5 1t o
·

“0 2 8 ‘5 2

l1



,
(t )曲线随时间上升

,

老化后
,
(t )显著降低 [ ‘〕

、

〔, ,〕
。 .

5 结 论

以上表述方法和试验结果证明
:

粘弹泊松 比函数是同作用历史相关的
、

随时间变化

的
,

其初值和终值具有弹性泊松比的特征
。

目前粘弹性应力分析 中采用不可压缩假定

(
,

= 1 / 2 ) 或恒定的泊松比假定
,

虽然简化了数学处理
,

但不能反应固体推进剂的真实情

况
,

其定量分析结果也因而值得质疑
。

微分表示法概念直观
、

易于演算
,

能描述初值与

终值
,

但局限于小变形
、

线粘弹
、

试验拟合较繁
; 积分表示法可直接引用实验数据

,

可

推广到有限变形与物理非线性情况
,

但不适于应用弹性 /粘弹性对应原理
;
复数表示法有

利于试验数据处理和推导近似公式
,

但也只能限于线性粘弹的稳态问题
。

本文还给出了

粘弹推迟谱和注意到粘弹材料出现负泊松比的可能性
。

需要进一步研究的问题是
:

时间

一温度迭加原理适合粘弹泊松比
;
有限变形和物理非线性 条件下

,

如何描述收缩比及发

展高精度 (三位有效数字)
、

自动化 (测定 1 秒以内
,

10
5

秒以上 ) 粘弹泊松比测试技术
。
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