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多自由度系统及结构非线性

自由振动的摄动谐波平衡法
’

唐乾刚 孙世贤

(航天技术系 )

摘 要 本文在谐波平衡法的基础上
,

引入摄动的思想
,

得出了解多自由度系统及结构

的非线性 自由振动的新方法
。

其解的形式为小参数和谐波的级数形式
,

因此
,

其解不会遗漏

任何项
,

方程为线性的代数方程
;
利用线性变换

,

将系数矩阵变换为对角阵
,

一旦求出线性

模态
,

就可得其解
,

比线性化迭代法优越得多
。

算例表明
,

本文方法对于小振幅有较高的精

度
,

对于较大振幅其结果也是令人满意的
。

关锐词 摄动
,

谐波平衡
,

多自由度系统与结构
,

非线性
,

自由振动

分类号 0 3 2 2

随着生产技术的发展
,

结构非线性问题也愈来愈突出
,

但研究多 自由度系统及结构

非线性振动的理论方法并不多
,

数值方法仅有线性化迭代法川和时空有限条法阁
,

但普遍

使用的是线性化迭代法
。

线性化迭代法存在两个问题
。

一是遗漏平方非线性项
; 二是对

每个给定振幅都要进行迭代计算
,

且为特征值的迭代
,

因而工作量相当大
,

其计算时间

要 比线性问题高出一个数量级
。

其原因是利用谐波平衡法时只取一个谐波
,

这样就遗漏

了平方非线性项
,

而且特征方程是非线性的
。

时空有限条法虽然克服了遗漏平方非线性

项的问题
,

但要假设诸阶谐波
,

或者对解有先验的了解
,

否则会忽略低阶谐波项 而保留

高阶项
;
随之而来的问题是矩阵阶数增大

,

假如取两个谐波项
,

则矩阵阶数扩大一倍
,

计

算也是迭代计算
,

需要大量的计算机时
,

计算时间多于线性化迭代法
。

本文提出的方法是单自由度摄动谐波平衡法阁的推广
,

将解展开为小参数和谐波的

级数形式
,

代入微分方程组并比较各阶谐波的系数
,

可得含待定系数及小参数
。 的方程

组
,

再 比较
。 同次幂系数

,

可得含待定系数的代数方程组
。

由于将谐波平衡法和摄动法并

用
,

且对每一个
: 的量级都取无穷个谐波项

,

因此
,

其解不会遗漏任何项
,

且代数方程为

线性的
;
再利用线性变换

,

其系数矩阵为对角阵
。

求解时
,

只需求出线性模态
,

然后代

入本文公式进行简单的运算
,

立即可得结果
。

1 基本公式

本文以离散形式推导计算公式
,

对结构可采用有限元法及其它方法变为离散形式
。
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L l 平方非线性

设平方非线性的控制方程为

〔M 〕{ x} + 〔K 〕
。

{ x} + 〔K 〕
:

{ x} = o ( 1 )

式中〔K 」
。

为线性刚度矩阵
,

〔K」
,

为 {x} 的一次函数
,

即〔K 」
,

= [ K ( { x } )〕
,

其解的形式为

}
{` ’ 一 “̀ ’

` c o s 尹 + ”

于
“̀ ’

{{丫
+

` 3

菩
“̀ ’

`

一
`· + 。`· ` ,

L望 = 田 一 田。
十

E田 l
十

￡一
田 2
一 U气E一 少

( 2 )

式中
,

咬A }
,

为相应的第 k 个线性振型 (设线性振型按质量矩阵归 1约化
,

且按特征值大小

顺序排列 )
,

是 l( ) 式的派生解
, 。 为相应振型的频率

。

将 ( 2) 式第一式代人 (1 )式
,

可得

: ( 〔K 〕
。一。 ,

[ M 〕) { A }
* e o s * + : ,

习 (「K 」。 一 ` Za, ,

〔M〕{ B }
` e o s ,*

+ 。 3

公 (〔K〕
。 一`“。 2

〔M〕) { D }
` c o s `* +

` 2

{ F }
。 c o s Z尹

+ : ,

习 { F }
,、 e o s * e o s *̀ + o (。

`
)
一 ( 3 )

式中

sa(4sbscsd

了、z̀、 z、̀了、

才`
尸 ’

。
一
毕“ A ’

汤’
--j
`A ’

盛

t谧F 少
1、

= LK ( 资A }
,

) J咬B }
` + [ K ( { B }

,

) 〕{ A }
*

比较 ( 3) 式中的各项谐波系数
,

可得

一〔K :
。
、B ,

。
+ 一 : K :

。
、 D ,

。
+

音
一 、 F ,

。
+

合
一 、 F ,

1 1
一 。

。 (〔K〕
。 一

扩厂M〕 ) { A )
.

+ : 2
(〔K〕

。一。 ,

〔M〕{ B }
,

+
: 3

(仁K口
。

一 。 ,

〔M〕) { D }
,

+ : 3

{ F }
, 。 +

合
一`F ,

12
一 。

。 2
(〔K〕

。一 4 0 2

[M〕 ) { B }
:

+ 。 3
( [ K〕

。 一 4 0 2

[M〕 ) { D }
2

+

告
一 、 F }

。
+

合
一“ F ,

1 1
+ ` F ,

1 3
, 一 0

。 2
(〔K〕

。一 1 2

扩〔M〕 ) { B }
`

+ 。 3
(〔K〕

。 一 12。 ,

[ M〕) { D }
,

+

合
。 3

“ F ,
1

,
`
一 + `F ,

1

一 , 一 0
( i ) 3 )

设 [中」为线性模态
,

利用「中〕进行线性变换

{昌不
〔中〕{叮} ;

[必〕
T

〔M〕[必〕 = 仁I」

[ K j
。

[中 ] = d i a g (几
,又2

…人 )
( 6 )

式中 [月为单位阵
,

凡为第 i 个线性特征值
,

令

J`
月 ’一互钊`“ `

盛 ,

以D }
`

= L中 J {d }
`

{ B }
、

= 仁必〕( b )
`

( i 二 1
,

2
,

… )
( 7 )

因为 { A }
。
为第 k 个线性振型

,

因此 { a)
;

中
,

只有第 k 个元素为非零
,

其余的都为零
。

这样可将可司
1

与 { d }
;

中对应的第 k 个线性模态归入 {司
*

中
,

即
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{a }万一 [ 0. 二反*

… 0〕

弋b }r 一 仁b
l :b2 1

… 瓦一
l

,
,

o 瓦+ ,
,
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… b
, 1

]

{d }子= [d
l l d 2 1

… d 卜
,

.
1 0 d . + ,

,
1

… d
二1

〕
, 及,

由相应的振幅决定
。

将 ( a5 )式到 ( s d) 式前乘 [巾」
T ,

并将 ( 7) 式代人
,

可得

: ,

「, ] { , }
。

+ 。 2

〔* ] {、 }
。

+ 冬
。 :

{ f }
。

+ 喜
。 3

{了 }
1 ,

一 。

` 乙

: ( 〔几〕一 。 2

[ I〕 ) { a }
.

+ 。 3
( [:又〕

一。 2

[ I 」) {b }
1

+ 。 3
( [又〕

一。 ,

〔I 〕) {d }
1

+ 。 3

{f }
, 。

+ 喜
。 3

{ f }
: , 二= 。

2
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_ , , 二 , ,
山 ? r 二二 、 ` , 、 . , , 厂 、 二 。 厂 二 , 、 , 、 .

1
￡2

( L久」
一

4 o z

LI」) { b }
:

+ ￡ ,
( [几] 一 4 aJ Z

[ I 刁) {d }
,

+ 令￡2
{ f }

n

,

` 刁 - ` 曰
` ’

“
’

“ “ 一 ` 一 司
` ’ ` ’

2

1
+ 令 。 3

( { f }
1 ,

+ { f }
1 ,

) = 0
2

一 、 ` J , , i

。 2
(〔义〕一 1 2

扩 [ I 〕) { b }
`

+ 。 ,
( 〔几] 一 1 2 0 2

[ I 〕) {d }
、

1
, , , , 、 . ,

,
、 、 -

一+ 言
` ,

( {f }
1

,
,一 1

+ { f }
t

·
`+ 1

) 一 O (` ) “ )

d i a g 〔几
1又::

…人 ] { f }
。

= 〔必〕{ F }
。

仁。 〕{ F }
1 ,

(歹一 o
,

1
,

2
,

…

由 ( g a )式
,

可得

”̀ ,
。

一告巨̀〕
一 ` f }

。 ; 、d }
。

一音〔
“〕一 { f }

1 1

由第 ( 2) 式的第二个等式
,

可得

[几〕一 。 2

[ I 〕 = 〔义] 一 [端 + 2 : 。 。 。 1
+ 。 ,

( a, l + 2。 。 。 2
)〕 [ I〕

= [灭〕一 2。。 。。 :

「I ] 一
。 2

(叫 + 2。 。 。 2
) [ I〕+ o (。

3
)

[又〕一 1 2。 ,

[ I〕 = 〔几] 一 12

凡[ I〕一 。 ( 2 12。 。 aJ I
)仁I 〕 + o (。

,
)

( 1 1 )

( 1 2 )

( i
二= 2

,

3
,

…
, n )

式中 , 〕= d i a g ,
1
一凡 又2

一凡 … 几卜
1
一又

.
0 凡

+ l
一凡

令 ( gb) 式中
: 同次幂系数为零

,

可得

凡一几
,

]
; 。若一 凡

[天〕{a }
。
三 。 ; 一 2。 。。 :

〔I〕{ a }
*

+ [灭〕{ b }
1

= o

一 `田` + 2田。田 1
,「I」̀ · ,

泛 一

十 〔, 〕`d ,
1

+ ` f }
1。

+

音
、 f }

1 2
一 。

由上三式可得

田 1
一 O ; ”̀ ,

1
一 0 ;田 2

一

命
`月“ )

+
音
月 ,

) , ;仁,〕`d ,
1

一
“ 了,

1。

+

告
`了 }

12
,

其中
,

{了)
1。

表示将 { f }
1 。

中的第 k 个元素变为零
,

其余类同
。

如果不考虑 内共振情况
,

即线性特征值中
,

无特征值 凡近似等于 4凡或 9又. ,

由 ( 9。 )式

和 ( g d )式可得
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{b }
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=
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3

=

音
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、
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万又” ` L J J
一

L ^ 」少
,

( { f }
, ,

+ { f }
l ;

) ; {d }
.

= 0 ( m ) 4 )

式 (1 )的近似解为

一音〔
; 〕一 、 , }

。 ;

一

合
( 4* 。

〔 z〕
一

: , : )
-

{ b } 二 O

`
{f }

。 ; 瓦 = o ( l ) 3 ) ; { d }
。
一 0 ;

一 〔Q〕 ( {了}
1。

+ 要{了}
1 2

) ;

`
{ d }

2

( 二 )

喜( 9* *

〔, 」一 [, 」)
一 ,

( {了}
1 2

+ { f }
1 3

) ;

`

{ d }
.

= 0 ( m ) 4 ) ;

1

2叭及
.

(月含
, 十 月委

,
) ;

二 。 { A }
* e o s沪+ 。 2

{ B }
。

+ 扩 { B }
Z e o s甲+ 。 3

{ D }
l e o s少+ : 3

{ D }
3 e o s 3尹+ o (。 )

_ 、 一
。 ~ , , .

「 1 1 1
_

1
,

1 门
式中 〔Q」- 一 id a g { 不` 丫

; 一二下 … 犷` 气
~

O 犷二一了
尹

… 下二
一

二 }
~

’ L ` “ 一
`
一“ L又

1
一 又, 义:

一 又. 又卜
:
一 又` 一 又, + 1

一 人 又
,

一 人 J

(
*

)式为多 自由度系统平方非线性 自由振动的计算公式
,

精确到三阶小量
。

如果采用线性化迭代法
,

即设 x{ }一 {A } co s 甲
,

代入 ( l) 式并比较 一阶谐波的系数
,

得

(仁K 〕
。
一 。 2

〔M 〕) { A } ~ o

特征方程仅含线性项
,

遗漏平方非线性项
。

1
.

2 平方与立方非线性问题

设平方与立方非线性问题的控制方程为

仁M」{x } + 〔K 」
。

{二 } + 〔K 〕
1

{ x } + 仁K 」
2

{ x } = o ( 1 3 )

式中 [ K 」。与〔K 〕
,

如上所述
,

〔K 」
:

为 {x} 的二次函数
。

将解的形式 (幻式代入
,

并比较各阶

谐波系数
,

可得

。 2

: 、 :
。

、二 }
。

+ 一〔、 〕
。

{。 ,
。

+

音
一 、 F }

。
+

合
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1 1
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.
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〔M〕 ) { B }
,

+
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。

一
2
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1

+ ￡ 3

` F ,
1。

+

合
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1 2
+

寻
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。
-

。 2
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:
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(【K〕

。
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〔M」) {D }
2

+

告
一 F̀ }

。
+

音
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+ 、: }

,。
) 一 。

: 2
(「K ]

。
一 9。 ,

仁M〕 ) { B }
。

+ 。 ,
(〔K 〕

。
一 9。 ,

「M〕 ) { D }
3

+

告
一“ F ,

1 2
+ { F }

1 4
) +

告
一 { G }

。
一 。

。 2
(〔K〕

。
一 i ,。 ,

〔M〕) { B }
`

+
。 3

(〔K 〕
。
一 12。 ,

〔M〕 ) {D }
`

+

告
一“ F }

1

一 + 、F }
;

,
, · 1

) 一 。 (* > 3 )

( 1 4 )



式中
,

{ F }
。 、

弋F }
1`

( i = o
,

1
,

2
,

… )见第 ( 4 )式
,

{ G }
。

= 〔K { A }
; ,

{ A }
。

) ] { A }
. ,

采用 ( 6 )
、

( 7 )式

的变换
,

并将 ( 1 4 ) [巾〕
T ,

可得

` 2

〔“〕 ”̀ ,
。

+ ` 2

〔“〕` d ,
。

+

告
一 、 f ,

。
+

音
一 {, }

1!
-

( 1 5 a )

。 ( [又 ] 一 扩〔 I〕 ) ( a }
.

+ 。 2
(〔又〕一 扩 [ I〕 {b }

t

+ 。 3
( [又〕一 。 2

[ I〕 ) {d }
;

+ 。 3

{ f }
, 。 l
月

~ .

万 E “
左J 少一 2

乙

3
, `

一 几
~ ￡’

气g ] o
=

任

0 ( 1 5b )

。 2
( [又〕 一 4 a, ,

〔I〕) { b }
:

+ 。 3
(〔几〕一 4 0 2

[ I〕 ) { d }
2

1
。 , 。 、 .

1

一 万
￡“ 戈J Z

。
一

’

百
￡`
气戈J 少` ,

十 戈J 少` 3少 = U 1 5 e )

。 2
( [又〕 一 9扩〔I〕) { b }

3

+
。 3

( [几j 一 9 0 2

[ I〕 ) { d }
3

1
, , ` , 、

州卜 二丁 C一气悦J 少1 2

乙

1
一 戈J ]

24
一 , 万￡

“
戈g 少。 = U

仕

( 1 5 d )

: 2
( [又〕一 1 2。 ,

〔不〕 ) { b }
`

+ 。 ,
(〔又] 一 i ,。 ,

〔I〕) { d }
、

1
。 , , , 、 , 、 、 _ , .

、

一 百
` 一

L戈J 少`
,`一 ` 一

十 气J 少卜 `+ 1 少 = 。 L ,

户 d少 ( 1 5e )

式中
,

{ g }
。
一 〔中〕

T

{ G }
。 ,

其余如前所述
。

不考虑 内共振时
,

比较以上各式
。 同次幂系数

,

可

得

一 要〔
*〕一

:

{ f }
。 ;

`
{b }

L
= 0

一

音
(` “

盛

〔I 〕一 〔̀ 〕 ,
一

“ f }
。

= 0 ( i ) 3 ) ; { d }
。

=

一 〔Q〕 ( {了}
1。

+ 鲁{了}
1 2

`
{d }

:
= 0

( 1 6 )
百

3一4

0+

一

音
` 9̀ 「̀二一 〔“ 〕 ,一“ `f , 1

,

xz
十 二犷 飞9 j o 少 ;

`
{ d }

,
= o ( j ) 4 )

赢 (。
+

铆
’
十

一

沁
一 。 { A }

; e o s沪+ 。 ,
( { B }

。 一

卜 { B }
Z e o s卯 + 。 3

( { D }
l e o s ,

+ {D }
3 e o s 3甲+ 0 (。

`
)

h儿
、

八飞月、八=}{b{b{bd{d{叭x{

式中
,

{百}
。

是将 {g }
。

的第 k 元素变为零
。

g尸是 丈g }
。

中的第 k 个元素
,

其余如前所述
。

( 1 6 ) 式是含平方与立方非线性 的多 自由度系统的 自由振动计算公式 (不考虑 内共

振 )
。

对于立方非线性问题
,

即 ( 1 3 )式中 [ K 〕
:
一 。

,

则式 ( 1 6 ) 中 { f }
`,

( i
,

j = o
,

1
,

2
,

… )和 {f }
。

为零
。

如果采用线性化迭代法
,

可得

一
〔M : {A } + 〔K 〕、A } +

备〔
K ( `A ,

,

、A } )〕、A , 一 “

这个特征方程不但是非线性的
,

而且遗漏了平方非线性项
。



2 求解步骤

( 1) 求出线性模态 [中 ]
,

按质量矩阵归 1约化
,

并按特征值大小排列
;

( 2) 在给定振幅下
,

利用 ( 7) 式求丈A }
* ,

并求出 { f }
。
和 { g }

。 ;

( 3 )按 (
,

)式或 ( 1 6 )式求出相应的 { b }
, 、

{ d }
,

和 叭 ;

(4 ) 代入 (7 ) 式和 ( 2) 式可得其三阶近似解
。

3 算例与结果分析
3

.

1 两自由度质里弹费系统

图 z所示系统中
, 无1

= a + 月占爹
,

k Z
= a + 月a圣

, a ~ s k g / e m
,

夕

= z k g / e m
3 ,

m
Z

= Zm
l
一 0

.

o 4 k g
,

占
, 、

占
2

分别为弹簧 1
、

2的伸长

度
。

其自由振动的微分方程为

[材〕{全} + 〔犬〕
。

{ x } + 〔K 」2

{ x } = o

式中

〔、 : 一

[飞
`

1
; 〔幻 一

「
Z a 一 “

)
J ` — “ U 刁

: 、
2

: 一 ,

[
x }+ ( x ;

一 x Z
)
“

一 ( x ,
一 x Z

)
2

一 ( x ,

( x l
-

一 二 2
) .2

x Z
)

2 -

表 1中列出其第一 阶频率的计算结

果
,

其中振幅单位为厘米
,

且为质量 1的

振幅
。

.3 2 等截面细长梁

设梁的长度为 l
,

横截面面积为 .S

忽略梁的中面惯性力
,

以轴向为 x 轴
,

则拉格朗日函数为

表 1

振幅

0
.

1

本文方法 (。 ) 线性化迭代法 (动

7
.

40 7 8 7
.

4 0 7 8

7
.

4 2 2 0 7
.

4 2 20

7
.

4 4 5 7 7
.

4 4 5 7

7
.

4 7 8 8 7
.

4 78 8

0
.

5 7
.

5 2 14 7
.

5 2 13

: 一 要
p : {

`

、 dx 一鲁厂
w : _ dx

` J O ` J O

0
.

6 7
.

5 7 3 1 7
.

5 73 4

0
.

7 7
。

6 34 9 7
.

63 5 2

E S
,

户
一 下丁 又l w 忿

x d x )
“

匕L J O

0
.

8 7
.

7 0 5 9 7
.

7 05 3

用三次 B 样条图进行离散
,

可得其微分

方程

SP 〔B 〕{占} + E l [ A 〕{占} +
E S

等 {乡}
T

[ C〕{占}〔C〕{占}
“

表 2
、

表 3分别给出了两端简支梁
、

两端固支梁的一阶频率与一阶线性频率之比值
,

了一

刀万
,

W
`

为梁中点的幅值
。

将梁分成八等分
。

3
.

3 等厚度周边固支板

设板为各向同性
,

边长为 a
的方板

,

其厚度为 h
,

中面单位面积的质量为 p
,

在 B er g e r

假设下川
,

其应变能和动能为
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一

合
D

井
〔W :

·二

+Z W 弓y x+W 芍
北 ,

〕d X
勿 「合且〔w :

·

+ w :
·

〕d X
勿」

J注一aO自一2
-

11一h1一2
十

~ 1
1 一 二子nP` 万

评
Z

dx 勿

表 2 两端简支梁

本文方法 线性化迭代法 时空有限条5[]

一
叫~ 叫 . .

.
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , , , , , , , . . . 尸

一
一

一
-W c/

r 田习 /叱
倒 N

/ . L 创N /叱

0
.

1 1
.

0 00 9 1
。

0 0 0 9 一

0
。

2 1
.

0 0 3 7 1
.

0 0 3 7 1
。

0 0 3 8

0
.

3 1
.

0 08 4 1
.

0 0 8 4 一

0
.

4 1
.

0 1 50 1
.

0 15 0 1
.

0 14 9

0
.

5 1
.

0 23 3 1
.

0 2 3 2 一

0
.

6 1
.

0 33 6 1
.

0 3 3 3 1
.

03 3 3

0
.

7 1
.

04 5 9 1
。

0 4 5 2 一

0
.

8 1
。

05 9 4 1
.

0 5 8 6 1
.

0 5 8 6

0
.

9 1
.

0 7 5 0 1
.

0 7 3 4 一

1
.

0 1
.

0 92 3 1
.

0 8 9 7 1 0 9 0 3

表 3 两端固支梁

本文方法 线性化迭代性 伽辽金法

W
`

r/

0
.

1

0
.

2

0
.

3

0
.

4

0
.

5

0
.

6

0
.

7

0
.

8

0
。

9

1
.

0

田 N
/叽

创扮
/ 。

L . N
/叱

l
。

0 0 02 1
。

0 0 0 2 1
.

0 00 2

1
.

0 00 9 1
.

0 0 0 9 1
.

0 00 9

1
.

0 0 20 1
.

0 0 2 0 1
.

0 0 2 1

1
.

0 0 3 6 }
.

00 3 6 1 0 0 38

1 0 0 5 6 1
.

0 0 5 6 1
.

0 0 58

1
.

0 0 8 1 1
.

0 0 8 1 1
.

0 0 8 4

1
.

0 1 11 1
.

0 1 1 1 1
.

0 1 15

1
.

0 14 5 1
.

0 1 4 6 1
.

0 15 0

1
.

0 18 2 1
.

0 1 8 3 1
.

0 19 0

1
.

0 2 24 1
.

0 2 2 2 1
.

0 23 2

采用样条有限条法闭进行离散
,

试函

数取 2项
,

共分为 8条
。

其计算结果见表 4
, 。

为第一阶频率
, 。 。

为线性基频
,

W
。

为板中

心幅值
。

3
.

4 结果分析

为了验证该方法的收敛性
,

所举的例

子都是立方非线性问题
,

因为线性化迭代

法对于立方非线性问题是有效的
。

从算例

表 4 周边固支方板

本文方法 线性化迭代法 6j[

W
`

/ h

0
。

Z

0
.

4

0
。

6

0
.

8

1
。

0

。 / . 0

1
。

0 0 6 6

1
.

0 2 60

1
.

0 5 7 7

1
.

1 0 0 4

1
。

1 5 3 1

。 /。 。

1
.

0 0 6 6

1
.

0 2 60

1
.

0 5 7 7

1
.

1 0 0 7

1
.

1 5 38

可看出
,

对于小振幅
,

该方法的精度较高
。

这是由于利用了摄动方法
,

而 。 是 由振幅决定
,

振幅越小
,

精度越高
。

对于较大振幅
,

也有一定精度
,

这是因为方法中涉及了起主要作用

的基波项
,

其它项为修正项
。

4 方法的评论

( 1) 该方法计算工作量比线性化迭代法小得多
。

从公式可看出
,

该方法只需计算一

次线性特征值问题
,

不需要进行迭代
; 而代数方程的系数矩阵为对角阵

,

因此大大地节

约了计算时间
。

对于结构的非线性特性分析
,

该方法可显示出极大的优越性
。

( 2) 该方法适用于任何平方与立方非线性多自由度系统和结构
。

本文所得公式是一般

公式
,

除了内共振外
,

没有任何特殊规定
。

( 3) 该方法的计算过程简单
,

易于掌握和在计算机上实现
。

l 9



( 4 )该方法适用了振幅较小的情况
,

对于较大振幅也有参考价值
。

总之
,

该方法是一种经济有效的
、

有实用价值的方法
。

另外需指出
,

本文公式仅适用于非 内共振情况
,

对于有内共振情况
,

将在另文发表
。
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