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摘 要 本文提出了用向量测度及概率测度生成集值测度的方法
,

推广了文〔1」的结果
,

并给出了有界闭凸集值测度由一族等比向量测度生成的充要条件
。

关桩词 集值测度
,

表示定理
,

等比向量测度

分类号 0 1 5 3
·

l

1 基本概念及引理

设 x 为 B an ac h 空间
,

A
。

二 x 为 x 的一列子集
,

定义 A
。

的和集 A 一名A
,

如下

A 二 {x
: x ~ 习、

,

二 任 A
,

且 习
x

。

收敛 }

显然
,

一列非空集的和有可能是空集
。

定义 1
.

1 设 (几
,

男 )为可测空间
,

X 为 aB an hc 空间
,

尸。
( X )表示 X 的非空子集全体

,

二 :

, ~ 尸 。
(X )称为劣 到 P。

(X )的集值测度
。

如果 二 满足可列可加性
,

亦即若 A 一 U A , ,

二 ,

门八
*
一必 (*半澎 )

,

, ,
任 、

,

则有 二 (八 ) 一习
, ( , 。

)
。

以后
,

如不特别声明
,

我们总设集值测度即为 , 到 尸。
( X )的集值测度

,

(口
,

, )为可

测空间
,

X 为 B a n a e h 空间
。

很明显
,

如果 二 为集值测度
,

则 武必 )或为 { 0} 或为一无界集
。

本文讨论的集值测度均

假设 二 (必 ) 二 { 0 }
。

从定义可看出
,

向量测度即为单点集值测度
。

我们知道任一向量测度

可定义其全变差测度
,

对于集值测度
,

也有类似定义
。

设 B 〔 X
,

定义 }} B }} 一哭到} , }}
,

又 A任 , 为任一可测集
,

牙一 {lA
,

人
,

一 A
·

}称为

A 的一个分划
,

如果 A 一
*

鹭儿
,

且 儿任男
,

{儿 }两两不交
。

设 厌 ( A )为 A 的分划全体
。

现在
,

我们引入所谓全变差定义
。
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定义 L Z 设 `
为集值测度

,

对V A 任 ,
,

令 !
`

} ( A ) 一碧要乳
二

( A `
) 11

,

称 l
二

I为
二

的全变差测度
,

}
二 ! ( D )为 二 的全变差

。

如果 }二 }(口 ) < oo
,

则称 二
为有界变差的集值测度

。

从定义不难证明
,

若
二
为集值测度

,

则 };lr 为 (月
,

, )上的可列可加测度
。

设 X 为 B an ac h空间
,
二 :

男 , 尸
。

(X )为集值测度
,

如果对 V A 任男
,

斌 A )为 X 中的

有界集
,

则称 ;r 为有界集值测度
;
若 斌 A )为 X 中的闭

、

凸
、

紧集等
,

则分别称 二 为闭
、

凸
、

紧等集值测度
。

设 r 为
n
维欧氏空间

,

则我们有如下引理
。

引理 1
.

2 设 ;r 为 (口
,

, )到 尸 。
( R

”

)的有界集值测度
。

若 A任 ,
,

A 一 U A * ,

A *
任 ,

,

人

门A *
一必

,

< oo }
。

必有 二 ( A ) 一 {二
: 二一艺

二. ,
二*
任二 ( A *

) }一 {二
:

习
二 , ,

二。
任二 ( A *

)
,

且 习 ” 二
。

11

证明 只须证明
,

对 v x亩任
二 ( A *

)
,

有 名 11二
。

11 < co 即可
;
若不然

,

设有 二。
任二 ( A *

)
,

使

-
C) O

。

X习问

令 x
一 ( x全

,
x 尘

,

…
,
x土)

, 则必有 *。 使 习 lx九1一 + co

且不妨设 x九> 0
.

现在令 B -

1簇 i 。簇 , ,

于是
,

可找子列 k , ,

k l

< k Z

<
”

.

使 习瑞一 co
,

则 B 任男
.

二 (刀 ) 一习
二 ( A *

,为有界集
。

设 X 。
一

粤
y h,
任 ! (“ ,

,

这里 y · ,任 ! ( A · ,
,

。

于是
,

可找 N
。 ,

n 、 N
。

时 “
馨

y ` ,

}, <`
·

现取 云一习
x ,

+ 云
少= ” 十 l

夕; ,

任 ` ( B )
,

但
n ) N

。

时
,

112
,

11)

习 jx为l一 1一co
,

这与
二 ( B ) 的有界性矛盾

。

少留 l

由引理 1
.

1知
,

对于有限维空间 r 而言
,

为研究有界集值测度
,

可直接定义一列集

A
,

的和集闭

一 {x 一 习
x

二 :

习 “ x
,

11 < oo
,

x
,

任 A
,

}
. = l , = 1

A习间一一
A

引理 1
.

2 有限维 B a n ac h 空间中的有界集值测度是有界变差的
。

证明 因为任一有限维 B an ac h 空间与 r 等价
,

故我们只须证明 r 上的任一有界集值

测度必为有界变差的即可
,

设 二
为 r 上的有界集值测度

,

由引理 1
.

1 及文 [ 2 ]中定理 .2

2
.

7
,

存在有限测度 V
,

使对 V A任 ,
,

}斌 A 川}镇 V ( A )镇V (口 )
,

于是
,

对 A 的任一分

划 A 一 U A .

二 ( A ,
) 11镇 V ( A *

)冷习 11二 ( A ;
) 11镇 名V ( A .

) 一 V ( A ) 镇 V (月 )

于是 !二 ! (口 )镇 V (口 ) < co
。

但对于无穷维空间
,

引理 1
.

2 是不成立的
。



例 1
.

3 设 口= {1, 2 ,

…
, n ,

…
, n

小 k 为有限或 co
.

定义

… }
,

男一 尸 (口 )为 O 的子集全体
,

X = 产
,

对V A一 月 1 一月 2 -

汀 ( A ) ~ 名 生`
气 e A 凡 i

/

上匕史匕一
、

这里 e ,

~ ( 0
,

o
,

…
,

0
,

1 , 0
,

… )
。

测度
,

但
二 不是有界变差的

,

这是因为当

显然 ;r ( A )是有界向量测度
,

从而是有界集值
n
~ + co 时

1二 } ( A
,

)
1

一 1 ----t
一
万

`

十 …
`

l
月 ` , ,

月
一

一 州卜 C沐 J ,

入
二

= 戈l , 乙 一 ”
’ 一儿 ]

引理 1
.

4 设 A
二

〔 X A
二

l{ < co
, A - 习A

, ,

则

(1 ) 如果每个 A
,

是紧 (弱紧 ) 的
,

则 A 亦然 ;

(2 ) 如果每个 A
,

是紧凸 (弱紧凸 ) 的
,

则 A 亦然
。

证明 ( 1) 设 A
二

是范数紧的
,

往证 A 是范数紧的
,

任取点列 { x
二

}仁A
,

不妨设 x
,

~

X艺间

这里 { x
二* , n = 1

,

2
,

… }〔 A 。 ,

对每个 j
,

iL n m x
, .

,
,
= z ,任 A , ,

由于每个 A .

是紧的
,

由对角线法
,

可找 x
。

的子列 x 、
使

今令

二一习
二 ,
任 A

,

往证 x
, ,

~
z ,

对V ` > o
,

3 N 使 习 11 A 。

11 < 盯2
,

于是有
盖. N + 1

1l x
二 ,

一 2
11簇 习 Il x

, ` ,
一 z ,

11 + 。

在上式中
,

令 k~ 。 ,

则有

骊 }} x
,

一
二

11 镇
。 对 v

。 > 。 成立
。

故骊 “ x
二*
一 `

11 一 “
·

对于弱紧性
,

由文献〔“习中 ” m ” h an 定理知
,

赋范线性空间中有界

集 E 是弱紧的当且仅当 E 是弱列紧的
,

故只须证明 A 是弱列紧的
,

于是由上述类似方法

可证明弱紧性的情形
。

(2 ) 由 (1 )及凸集的定义
,

命题显然成立
。

2 表示定理

在文〔l 〕中
,

作者提出了用一列等比向量测度生成集值测度的方法
,

本节将给出用向

量测度和概率测度生成集值测度的方法
,

并指出了文献 [ 1」中所提出的等比向量测度生成

的紧凸集值测度
,

实际上是本文的特殊情形
。

定理 2
.

1 设 尸 为有界变差向量测度
,

产
。

为一列概率测度
,

氏仁X 为 X 的一列有界闭

凸集且满足 名 II B
,

11 < co
,

对 v A 任 ,
,

定义

二 ( A ) 一习、 ( A ) B
。

+ 尸 ( A )
,

则 二 为有界变差的凸集值测度
,

且有
:

(1 ) 如果 B
,

均

为弱紧的
,

则 ;r 是弱紧的
; ( 2) 如果 B

,

均为紧的
,

则 二 为紧的
。
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证明 由引理 1
.

4
,

只须证
二
是可列可加的即可

。

设 A 一 U A . ,

A .

n儿 一必
,

{ A .

} 仁
奋言 1

男
,

往证武 A )二

设 x e 以 A )
,

习
二 (八

。
)

。

则有 x
,

〔 B
,

使

x 一 尸 ( A ) + 习、 ( A )二 一 习尸 ( A ,
) + 名 、 ( A )二

注意到 八 ( A 。 ) x
。

11镇 习 ,、 ( A。
) 1IB

二

11 镇 习 ” B
,

11 < co习卜

故有 x 一 习尸 (人 ) + 习习、 (人 )x
,

一 习尸 ( A .
) + 云习 ,

,

( A ;
) x

·

一 名 (
尸 ( ,

;
) + 习 、 ( , .

、

》 x
。

) 任 习
二 ( A

*
)

故 ! ` A ,仁
馨

! ` A*
,

。

牢
若 X任

买
! ` A*

,
,

则有 !
X

· ,

,〔 B
·

(一 ` - 1
,

2
,

… )
,

使

x 一 习 (尸 (A户 + 习、 ( A口
· 二 `

)一
p ( A ) 十 习、 ( A )

· 八 ( A *
)

八 ( A )习间

一 尸 ( A ) + 习、 ( A )扎 (不妨设 八 ( A ) 笋 。 )

这里 y
。

- 又 些止里之
花飞八 ( A )

( A ) .
x `

.

往证 y
,

任 B
, ,

注意到 B
。

为闭的
,

又对 V N
,

设

召 产
,

( A 。
)

V 附 = 二 Z

se
一罗 -丁代尸

粼 几 吸八 )

则 0 ( V 万镇 1 且 V 、
个1

.

l

Nz ~ 丽万
今些全里

,
L

留 产
、

( A )一

则 z 、 任 B一 于是 扎一黔却任及
·

设 P
,

Q 为两个向量测度
,

称 尸
,

Q 是等比的
,

如果对 V A
,

B 任男
,

A n B 二必
,

则

或有 P ( A ) = Q ( A )
,

或有 P ( B ) = Q ( B )
,

或日 C > o 使 P ( A ) 一 Q ( A ) = C
·

( P ( B ) 一 Q

( B ) )
。

定理 2
.

2 若 {尸
。 , a 任

,

了 }是一族两两等比的有界变差向量测度
,

且 su p {尸
。

} (口 ) < co
,

则 二 ( A )一乙乙硬尸
。

( A )
: a 任 J 犷 }为有界变差闭凸集值测度

,

且有有界变差向量测度 尸 及有

界闭凸集 B
,

使 ;r ( A )一尸 ( A ) + 产 ( A ) B
,

其中 产 为一概率测度
。

为证此定理
,

先证几个引理
。

引理 2
.

3 若 尸
,

Q 为等比向量测度
,

且 尸笋Q
,

则 尸 (口 )笋Q (口 )
,

且可找概率测度 产

使对V A 任 , 有

P ( A ) = Q ( A ) + 产 ( A ) ( P (口 ) 一 Q (习 ) )

证明 设 A任男
,

若 尸 ( A ) 一 Q ( A )
,

则取 产 ( A ) 一 0
.

若 尸 ( A c) 一 Q ( A c) => 尸 ( A ) 一 Q

( A )一尸 ( 。 )一 Q ( 。 )
,

则取 产 ( A ) 一 1
.

若 尸 ( A )并Q ( A )
,

尸 ( A c
)笋 Q ( A c

)
,

由条件则存在
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C >o 使 尸 ( A )一Q ( A )= C
·

( P( A c
)一Q ( A c

) )
。

此时
,

取 产 (A )一

P ( A ) 一 Q ( A ) = 产 ( A ) ( P (口 ) 一 Q (月 ) )

C

1 + C
’ 则有

总之
,

尸 ( A ) ~ Q ( A ) + 产 ( A ) (尸 (口 )一 Q (口 )) 对于 V A 任男 成立
。

又显然 尸 (月 ) 笋Q

(口 )
,

由上式可推知 产 为概率测度
。

引理 2
.

4 设 {尸
` ,

i任 }I 为一族两两等比的向量测度
,

且 {尸
`

}两两不同
。

若令 尸 、
( A ) -

尸、。
( A ) + 片 ( A )艺

,

则或者 片二产 l(’ 任 )I ;
或者有 艺一氏 y y( 护 0 )

, a `

为实数
,

且 a `
) a ,

时 认

) 竹
.

这里 y `
一尸

f
(口 ) 一尸

`。
(口 ), 认一久片

·

证明 取 11
任 I使 i

,

护 10
.

若日 1 2
任 I 使 艺

2

与 艺
t

线性无关
,

则对 V i任 I
,

若 不与 艺
1

线性

无关
,

则有 片 ~ 片
,

.

事实上
,

对 V A 任男
,

因为

P `
( A ) 一 P 、。

( A ) = 产`
( A )艺 ; P ` 1

( A ) 一 P `。
( A ) = 产` ,

( A )艺
1

所以 P `
( A ) 一 P 、 1

( A ) 一 产`
( A )艺 一 产、 1

( A ) y ` 1

注意到 尸`

与只
:

等比
,

由引理 2
.

3
,

有概率测度
u ,

使 尸,
( A ) 一 iP

,
( A ) 一以 A ) ( y, 一艺

1
)

,

于

是有 (片 ( A )一 u ( A ) )不一 (所
1

( A )一 u ( A ) )艺
1

夺从 = 片
1
= ”

·

若 y `

与 艺
1

线性相关
,

则 艺与八线性无关
,

由上证 片一 片
2
一从

, ,

故总有 片一片
, ,

对

V i任 1
.

(注意 i二 i 。 时 艺
。

= 。
,

故不妨设 片
。
一片

,
)

如果所有 y `

均与 艺
1

线性相关
,

记 y
,

一久艺
l ,

由引理 .2 3 知 认一巧一久片一 乌产
,

一 (a
、
一

马 ) 认
, ,

晰为概率测度
,

故
“ `

) a ,

时 认 ) 外

现在证明定理 2
.

2
,

由定理 2
.

1 知
,

只须证下半部分
,

由引理 2
.

4 ,

设有 aP ( A )一尸的

(A ) + 产
。

(A ) (P
。

(动 一尸` (。 ) )一 p
。。

( A ) + 产
。

( A )儿
·

若
a l

共 a Z ,

使 入
1

与 长
2

线性无关
,

则有

沁 ~ 炜
l
一 产

,

对 V a 任
.

丫
.

于是

尸
。

( A ) 一尸 a0 ( A ) 十 产 ( A ) ya
。

又设 B 一二 (。 ) 一尸` (。 )
,

则 B 为一有界闭凸集
,

且 二

( A )一尸` ( A ) + 产 ( A ) B
,

对 V A 任男 成立
。

事实上
,

设 x 任 C O 伊
。

( A )
, a 任

`
了 }

,

则有 x 一

习、 尸*
( A )

, 。 `
任了

,

习入一 1
,

凡) 。
,

于是
犷之 I ￡= 1

x 一 艺凡x 尸 。
( A ) - 艺凡(P

`
(A ) + 川 )A ) `

)

一 尸、
(A ) 十 , (A )( 习护

`
(动 一 尸` (动 )

从而 x e 尸 ` ( A ) 十 产 ( A ) B

故 武 A ) 一 亡石 {尸
。 , a 任 了 } 已 尸` ( A ) + 产 ( A ) B

反之
,

由于 B 一 亡百 {尸仄。 )
: a 任 了 } 一 尸

a 。
(。 )

,

而

x 任 P ` (八 ) + 产 ( A )〔C O ( P
。

(口 )
: a 任

扮

了 } 一 P 阅 (口 ) }〕 时
,

有

x 一 尸` ( A ) 十 产 ( A
)( 名凡尸` (。 ) 一 尸` (。 ))

一 名` ;

〔p ` ( A ) + , ( A ) ( p ` (。 ) 一 p ` (口 ) )」任 二 (八 )

这里 艺
,

*一 1
,

凡) .0
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故 尸、 ( A ) +产( A ) B 二武 A )
,

于是证明了 洲 A )一 尸` ( A ) + 产 ( A ) B
,

且 尸 . 为有界

变差的
.

从而
二
为有界变差的

。

若所有 人 线性相关
,

设 y
。

~ 、 凡 , , a 任了
,

由于 { p
。 : a 任

如

了 }一致有界
,

知 { a 。 , a 任
、

月了}有界
。

记

a = S U P
口行

`

了
{ a 。 b == i n f { a 。

} 对 V A 任 男
口任 山了

产;
( A ) = s u P a a

产
。

( A )
. 〔 才

我们有 产 , ,

产:

均为有界测度
,

事实上
,

取 a 、
使

a 、
个

。 ,

吮 ( A ) -

由 v it a l i
一

H a h n 一

S a k s [ 5〕定理
,

B -

且 产 ,

非负
,

产 2

由引理 2
.

4 知
,

a 、 产、 ( A ) 个且

产 2
( A )

非正
。

一 i n f a a

八 ( A )
口 〔 话了

决叼 )A 一 刚)A
产 ,

为有界非负测度
,

同理可证 产:

为有界非正测度
。

现令

{ t y
。 , 0 成 t ( 产1

(口 ) 一 产 2
(口 ) }

则 B 为有界闭凸集
,

记 产一 (产
,
一产

2
) / .a

a 。
一产

;
(习 )一八 (口 )

,

则 产为概率测度
,

我们有 武 A ) 一尸 ( A ) + 产 ( A ) B
,

事实上
,

若

二任 c o {尸
。

( A )
: 。 任了 }

,

则 : 凡) 。
,

习入一 1 使

x 一 习入尸
*

( A ) 一 尸的 ( A ) + 习入气

一 尸 ` ( A ) + , 2
( A )乙 + 习凡 (、 一 。 2

) ( A )乙
,

一 尸 ( A ) + 习劫 7
`

这里 尸 ( A )一尸 a0 ( A ) + 产2
( A ) yo

l

为有界变差向量测度
。

产2
( A )

。

而

。 镇 名柳
、

镇 , J

(A ) 一 产 2

(A )

0镇 t` = 口`
( A )一产

2
(且 ) ( 产

、
( A )一

一 气产 ( A )

于是有 x 一 P 心: A ) + 产 ( A ) t ` y
。 ,

全
、 `

0 成 亡` 一
炭才 镇 a 。

从而

反之
,

若

介 ( A ) C
一

尸 ( A ) + 产 ( A ) B

x 任 尸 ( A ) + 产 ( A ) B
,

则可找
a 镇 t (

a 。

使

x ~ 尸` ( A ) + 产:
( A ) ya

;
+ 产 ( A ) yt

。

一 尸` ( A ) + 产2
( A ) ya

,

+ (产
,
( A ) 一 产 2

( A ) )粤礼
1

“ 0

一 尸
。 。

( , ) + 二产 1
( , ) ,

。 ,

+ {
1 一 手{

,
:

( , ) ,
。 1

u o \ “ 0 1

故
,

只须证 尸` (八 ) + 产
:

(八 ) )
。 ,
任二 (八 ) ( i = 1

,

2 )即可
。

由定义 产 ;
( A ) = s u p a沪

。

( A )
,

但 p `

( A )十` 产
。

( A ) ya
,
任二 ( A )

,

且 斌 A )为闭的
,

故 尸阅
( A )十 产

,
( A )乙

,
任武 A )

。

同理

P ` ( A ) 斗
一

产:
( A ) y

。 ;
任 盯 ( A )



在有限维空间中
,

有界闭凸集值测度必为紧凸集值测度
,

故定理 2
.

2 的结论包含了

文 〔1〕中结果
。

定理 2
.

5 若
二
为闭凸集值测度

,

且 以 A )一尸 ( A ) + 风A ) B
,

这里 尸 为向量测度
, 产 为

概率测度
,

B 为有界闭凸集
,

则 二 一定为一族两两等比的向量测度生成
。

特别的
,

若
二

(口 )范数可分
,

则可找可列个两两等比的向量测度 {尸
二

}使 武 A ) 一己百 {尸
.

( A )
: n ) 1 }

。

证明 对 V x 任 B ,

记 尸
二

( A ) 一尸 ( A ) + 产( A ) x
,

则 尸
二

为向量测度
,

且 P
二

( A ) 任武 A )
,

又

若 x并 y
,

因 尸二
( A )一 尸

,

( A )一川 A ) (x 一刃
。

故若 A n B ~ 必 且 尸
二

( A )笋尸
,

( A )
,

尸二

( B )

护 P ,
( B )

,

则 产 ( A )共 0
,

产 ( B )笋 o
,

且 P
二

( A ) 一 P
,

( A ) =

与 尸 ,

等比
,

且 武 A )二己百 {尸
二

( A )
,

x 任 B }
。

产( A )

产 (B )
( p

二

( B ) 一 p ,
( B ) )

。

从而 P
x

若武。 )范数可分
,

则 B 范数可分
,

设 {几 }为其稠密子集
,

则 尸、 ( A )在 以 A ) 中稠
,

故
汀 ( A ) = 丽 { p 、 ( A ) }
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