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椭圆型方程曲线网格的快速生成方法
‘

吴晋湘 王振国 庄逢辰

(航天技术系 )

摘 妥 本文在用椭圆型方程的网格生成方法生成曲线网格时
,

通过比较四种常用的

计算格式
,

得到了收敛速度较快的生成方法
。

在计算流体力学领域
,

对于边界形状随时间变

化的流动间题的数值计算
,

及自适应网格的生成等问题
,

生成网格的收敛速度直接影响流场

的计算速度
。

在上述情况下使用本文的结果
,

能有效的减少机时
,

提高计算效率
。

关锐词 网格生成
,

数值计算

分类号 0 2 4 2
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曲线网格生成技术的发展
,

对有限差分方法在计算流体动力学领域中的应用有着十

分重要的意义
。

目前已发展有多种数值曲线网格的生成方法川[3j 其中以保角变换法和椭

圆型函数法较为常用
。

对于一些 比较特殊的边界形状
,

保角变换法可以直接生成正交的

曲线网格
。

文献〔6」进一步给出了一般形状的计算域的保角变换网格生成法
。

但目前仍以

J
.

F
.

T ho m p o n
等提出的椭圆型方程网格生成方法更为常用

,

它不仅能处理二维和三维

的问题
,

定常和非定常的问题
,

还能正确的表达边界形状
,

调整网格密度
,

生成的网格质量

也很高
。

对于大多数的计算流体动力学问题
,

一般在曲线网格生成后
,

再在计算网格域内数值

求解其动力学控制方程组
。

相对后一部分工作
,

网格生成的计算工作量要小得多
。

但对于

一些特殊的情况
,

如计算域边界随时间而变化
,

或如因在激波附近
、

剪切层附近加密网格

时
,

需要所生成的网格随流场的计算过程变化而变化
,

这时网格生成的收敛速度对整个计

算机时的影响就会变得较大
,

因而希望有一种收敛速度较快的网格生成方法
。

1 数学模型

T h o m p s o n
法即是利用如 L a p la e e

方程或 Po is s o n 方程这样的椭圆型方程
,

来建立坐

标变换关系式
,

在物理平面上生成贴体的曲线网格
。

利用 L aP lac e
方程作为变换关系

,

可

将计算平面(右
,

妇内的平行直线正交网格变换到物理平面(x
,

刃 内
,

其变换关系式如下
:

气 + 气 ~ 0 (1 )

叮二 + 叮。 ~ 0 (2 )
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这种变换既能正确地表达边界形状
,

也能使物理平面内的曲线
、

网格的正交性基本得到满

足
。

如在 (1 )
,

(2) 式中分别加上源项 尸(宁
,

帕
,

Q (泞
,

加
,

则构成了 Poi s so n
方程变换式

:

右二 + 右yy ~ 尸(右
,

刀) (3 )

V
x ,

+ 专
, ,

= Q (宁
,

甲) (4 )

这样虽然使物理平面内曲线网格的正交性有所破坏
,

但由于通过调整函数 尸 和 Q
,

可以

对网格的密度进行调整和控制
,

因此对计算存在局部大梯度物理量的流场具有十分明显

的优势
。

在实际生成网格的过程中
,

由于物理平面的网格点是未知的
,

直接求解 (1 )
、

(2) 或

(3 )
、

(4) 式并不方便
。

可以利用坐标量的变换关系式
:

奋
二

二 沁/ J
,

乳 - 一 关 / J
,

- 一 x ,

/ J

二 x 。/ J (5 )

J 一 x oy ,
一 x , y 奋

很容易的求出以上变换关系的逆变换
,

如 P。始so n 方程的逆变换为
:

ax
。。 一 2今

枷 + yx , - 一 J “
(xc 尸 + x̂ Q ) “ )

ay
。 一 2勿

, ,
+ 了为

,
二 一 尹 (夕右尸 十 为Q ) (7 )

式中
,

。
~ 端+ 式

; 夕~ 升二 ,
十势y , ; 7 一鲜十买

丈6 )
,

(7) 式中如令 尸二Q 一。
,

则得 L aP lac e
变换的逆变换

;

a二。 一 2月二钧 + yx , 一 。 (8 )

ay
* 一 2夕头

,
+ ) y 。 二 。 (9 )

对变换关系式 (6 )
,

(7) 或 (8 )
,

(9 )进行差分求解已没有原则困难
,

可以生成令人满

意的曲线网格
。

但对于如计算边界是随时间而变化的非定常问题
,

或如自适应网格的生

成
,

在超音速流的计算中
,

由于在计算前并不能准确地知道激波的位置
,

网格的加密区

域要随着激波的捕获过程而逐步明朗
,

这时网格的形式要随着流场的计算而不断变化
。

在

这些情况下
,

如每一次生成网格所占的时间较长
,

将大大增加整个流场的计算时间
。

如

前所述
,

这时将希望有一种收敛速度比较快的差分格式
。

2 网格生成的差分方法讨论

本文以 L a p la c e 逆变换方程 (8 )
、

(9) 为例
,

讨论了几种常用差分方法用于计算网格生

成的收敛速度
。

由于 (8) 式和 (9) 式在形式上是对称的
,

本文以下将以 (8) 式为例进行分析
。

令计算平面内的网格步长 △右~ △夕一 1
,

(8) 式的差分形式可以写成
:

A 声汁
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2
.

1 简单迭代法 (SIM )

简单迭代法是在差分求解 (1 0 )式的过程中
,

用周围四点上一次的值求计算点的新值
,

通过迭代直至收敛
。

x 琳
‘
一

即
:

1
, 。

~

育
~

戈O ‘
, ;

一 八
矛
x 拜 1

, ,

一 汽切x 扛 1
, ,

一 人
,
x 犷

. , 十 l
一 入

s
x 欲于一 i 夕 又1 1 )

Z l e

2
.

2 高斯
一

赛德尔迭代法加超松驰 (G ss)

在简单迭代法中
,

如果 已扫描过的两点用新值取代旧值
,

即成高斯
一

赛德尔迭代法
。

这

里 (1 1 )式可以写成
:

x君
’

~
1

宁 (S
,

矛1 :

一 A
o
x 斗

1
、

,

一 A
。 x 对子

.

再在计算结果 x 对
’

和 x 二
,

之 间乘一个大于 1 小于 2

(S O R )
:

x 君
‘
一 、对

‘
十 (l 一 “ )x 翔

。 为松驰因子
。

最佳超松驰因子按下式求取闭
:

一 A
。
x 犷

.
, + ,
一 A 声牢

,
)

的加权因子进行平均
,

(1 2 )

就是超 松驰

(1 < 田 < 2 ) (1 3 )

(叭
p,

)
, ,

,
2

l 十 了
: 一 对

,
,

(1 4 )

,
‘

. ,
’

一
一半一队

.

, e o s

{
二

a , ,
z
卞

I ‘
. , ‘

’

\z

扩

一 1
}+ , 、 , e o s

}二
一
二一 {]

,
‘

’

jo
x

一 1 2 』

式中 久
.

,

和 y., ,即是 (ij )点的 A
‘

和 A
二 ,

以这种方法给出的最佳超松驰因子在计算域内各点

不同
。

2
.

3 交替方向隐式迭代法 (A D I)

交替方向隐式迭代法的思想是先在 宁方向隐式求解左
、

中
、

右三点的新值
,

再在 夕方

向隐式求解上
、

中
、

下三点的新值
。

在 宁方向求解时
,

已扫描过的下方的 x ‘
,

, 一 :

也可用新

值取代
。

其迭代过程为
:

A、对清
,

十 A 、对备+ A 、x 犷清
,

~ ￡
,

,
一 A、7,j

、 ,
一 A .x 对式 (1 5)

A
”
x 共异

,
+ A cx 君

‘
+ A 、盯:

,
一 ￡

,
,

一 A
,
x 泞清

,

一 A , x 犷ll.
,

〔16 )

这样
,

在隐式求解方向需用追赶法 (T D MA ) 求解一个三对解矩阵
。

对计算结果进行超

松驰处理
,

最佳松驰因子可按下式给出闹
:

呜
p 。

2

1 + 了1 一 产
(1 7 )

1 厂 { 二 )
.

1
p 一 百 [

c o s

(孺不二
一

I)十
c o s

!瘾
井

一 1

2
,

4 强隐式迭代法 (S IP )

如果计算点和周围四 点都用新值
;
即

:

A 声冷2
,

,
+ A 、二梦士分

,

,
十 A cx 岔

‘
+ A

。
x 结华

,
十 A

s
工戮异

、
一 S 、

,

j

其矩阵形式可以写成
:

仁A 」{X } 一 子s }

系数矩阵 〔A 〕是一个五对角矩阵
。

直接求解五对角矩阵 江A ] 非常困难
,

(1 8 )

(1 9 )

强隐迭代法首

5 3



先将系统矩阵分解为一个下三角阵 [L〕和一个上三角阵 〔U 〕
,

这两个矩阵的乘积是一个

近似于 〔A〕的七对角矩阵
。

即
:

仁L〕〔U 〕~ 〔刃 〕、 〔A ]

将关系式 (1 9 )写成
:

仁A
’

] {X
. + ‘

} = 仁A
‘

] {X
”

} + {S } 一 〔A 〕{X
‘

}

即有
:

〔A
’

〕{产+ ‘

} = {S } 一 仁A 〕{X
”

} (2 0 )
-

求出{乡计
‘

}后
,

再利用关系
:

{X
” + ‘

} 一 丈子
” + 1

} + {X
”

} (2 1 )

求出 x 对
’

.

SI P 法的收敛速度 由因子
a
控制

,

详细方法可参阅文献[ 7〕
.

3 算例

本文所选用的第一个算例的应用背景是数值计算单个液滴在气相流场中的变形和破

碎过程
。

球形液滴在有相对流速的气流中
,

由于气动力
、

表面张力和粘性力的相互作用
,

会逐渐变形甚至破碎
。

在用数值计算的方法摸拟这一过程时
,

如选用贴体曲线坐标
,

网

格系统应在计算过程中随液滴表面形状的变化而变化
。

初始气相场的计算边界即是图 4

所生成的网格的边界
。

对于同样的边界情况
,

本文对 31 x n 网格点和 61 又 21 网格点的

曲线网格生成进行了计算
,

其中 31 x ll 网格点的生成 网格如图 4 所示
。

另一个算例的边界情况比较复杂
,

其应用背景是同轴式喷嘴气相流场的数值计算
。

选

用此算例的主要 目的是考察各种算法的计算稳定性
。

生成的网格如图 5 所示
,

图 6 是喷

嘴出口的计算域头部网格局部放大
。

图 1 至图 3 分别表示了三种情况下
,

四种不同算法的收敛过程
。

其横坐标为迭代次

数 N
,

纵坐标为最大相对误差
。 :
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图 1 四种数值方法收敛速度的比较 (A ) 图 2 四种数值方法收敛速度的 比较 (B )
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图 3 四种数值方法收敛速度的比较 (C ) 图 4 液滴周围流场计算域的网格生成 (SI P 法 )

收敛判据为
: 。成1 0 一 4

.

四种算法最后都收敛到同相的结果
,

以 SI M 法为基准的最大相对

误差小于 0
.

02
·

由图 1 至图 3 可知
,

达到同样精度的收敛条件
,

A D I法
、

SI P 法和 G SS 法的迭代次

数时显少于 SI M 法
。

在这三种算法中
,

又以 A D I和 SI P 两种算法的迭代次数更少
。

但由

于后两种算法每一步的计算工作量较大
。

实际节省机时的效果不如迭代次数的减少那样

明显 (见表 1 )
,

但仍不失为一种可取的算法
。

尤其对于算例一的情况
,

A D I法的优势更

为明显
。

G S S 法编制程序简单
,

收敛速度较 SI M 法也有明显提高
,

但对于边界较复杂的

第二种算例稳定性较差
。

这表明当物理平面内的计算域边界较复杂时
,

应适当减小超松

驰因子 (对于 SI P 法应减小因子 a) 使 1 < 。< 魄Pt.
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图 5 喷嘴出口流场计算域的网格生成 (G S S 法 ) 图 6 图 5 头部 区域的放大

农 1 利用四种慈分格式对算例进行试算的有关结果

液滴流场(3 1 x 1 1 ) 液滴流场(6l X ZI ) 喷嘴流场 (6 1 又 2 1 )

迭代次数
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2 9 (. 二 o Pt )

3 4 (。 = 0
.

9 5 )
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7 6 8 (田 = 0 )

机时 (2 8 6 ) 迭代次数
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4 9 (. 一 1
.

4 )

机时 (3 8 6 )

5‘1 9
.

s n

2
,
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1‘2 5

1 8 3 (切 = o Pt )

5 2 (切~ o Pt )

62
,

18
,

2 2
.

3即 1 ‘
37

.

6 介

5 9
.

1 即 2 2
.

2
即

10 , 1 2
.

4 n

1 ,
3 0

.

9 . 90 (在~ 0
.

9 ) 1 5
‘5 8

.

4 , 4 5 (a 一 0
.

8 6 ) 19
.

7 即

洲撇翻sIP

由图 4 至图 6 可知
,

用 L aP lac e
方程变换式生成的网格

,

在计算域 内部有较好的正交性
。
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但在边界上
,

由于边界点一般是按第一类边界条件强制给出的
,

会破坏其正交性
。

可利用

P )

iss on 变换方程加密边界附近的网格
。

文献 [ 8〕也给出了在边界附近提高网格正交性的

方法

由本文可知
,

T h o m Ps o n
法能生成令人满意的计算网格

。

A D I 格式在提高网格生成的

收敛速度方面有明显的优势
。
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In t his p a p e r ,
t h仓 g r id g e n e r a tio n t e e hn iq u e s o f e llip t ie e q u a t i叭

a r e e m p lo y e
d t o

g e n e r a t e e u r v ilin e a r g r id s a n d t h e b e s t d iffe r e n e e s e h e m e 15 o b t a in ed w h ieh allo w s fa s t
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d e -
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K e y w o r d s g r id g e n e r a t io n , n u m e r ie a l e a le u la t io n
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