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线性分式规划原始单纯形算法有限性问题
’

陈庆华 李建平
(系统工程与应用数学系 )

摘 共 本文用一个数值例子说明用 〔 1〕 和 [ 2 ]中的原始单纯形算法求解退化的线性

分式规划 ( L F P )可能会出现墓循环
,

从而得不到最优解
.

于是就此情形引入了 lB an d 规则
,

并建立了有限性算法
。

关扭词 线性分式规划
,

最优性条件
,

单纯形算法
,

lB an d 规则

分类号 0 2 2 1
.

1

线性分式规划 ( L F P ) 是非线性规划的一个特殊类型
,

其 目标函数是两个线性函数之

,
r、
J,1夕一了、

了了.、

商
,

约束是一组线性不等式
,

具体形式如下
:

( L F P ) m a x Z = ( c
T x +

e 。
) / ( d

T x + d 。
)

… t
.

万
`

二

户
t x 异 0

式中 A 是 m x , 矩阵
,

b 是 m 维向量且 b ) 0
, 。 ,

d
,

x 是
,
维向量

, ` 。 , d 。

是数量常数
。

记 尸 一 {川 A x蕊 b
,

x ) 叫 为 L F P ( 1) 一 ( 2) 的可行解集
,

假定

( 1) d T 工+ d 。
> O

,

V x 任尸

( 2) 尸 是有界凸多面体
B

.

M ar ot s l1[ 称满足 ( l) 和 ( 2) 的 L F P 为简单问题
。

本文只讨论 L F P 简单问题 (以下简

称 L F P )
。

显而易见
,

L F P 必有最优解
,

并且有

定理 1 L F P 必在凸多面体 尸 的极点上取到最优解
。

(证明见文献 〔1〕)
。

根据定理 1
,

我们可以从 L F P 的可行域的极点上去寻找 L F P 的最优解
。

B
.

M ar t o s 〔`〕

和 K
.

S w a r u p川各自独立地建立了求解 L F P 的原始单纯形算法
。

这一算法和线性规划单

纯形法十分相似
,

只是检验数的定义不同
,

因而它同样具有单纯形法简单
、

实用和优美

的特点
。

但我们注意到文献 [ 3〕 和 [ 4〕 中的算法都只适用于非退化情况
。

我们给出了

一个退化 L F P 的数值例子
,

表明应用他们的算法会导致 L F P 单纯形迭代中出现基循环
,

从而不能在有限步内得到此问题的最优解
。

于是我们在他们的算法 中引入线性规划中避

免循环的 lB an d 规则
,

同时证明 lB an d 规则对解决 L F P 有限性间题同样有效
,

从而得到

了求解 L F P 的有限性算法
,

它同时适用于求解退化与非退化的 L F P 问题
。

1 9 9 2 年 4 月 8 日收稿

6 6



1原始单纯形算法

、声、产八J丹性了̀、了、

考虑 L F P( 1 )一 ( 2)的标准形式

( L F P) ma x Z二 ( c肠 +
c 。

) /(d T x+d 0)

5
.

t
.

丁
A

l二 一 ,

〔x ) O

式中
r a n k A

I
= m

,

b ) 0
.

由于约束是线性的
,

因此凡不涉及 目标函数 (3 ) 的有关于线性规划的概念在这里仍

然适用
。

设 B 为可行基
,

用 J 表示基变量的指标集
,

用 R 表示非基变量的指标集
,

并记 I -

{ l
,

2
,

…
,

m }
、

L F P ( 3 ) 一 ( 4 ) 对应的典则形式为

u J X J

( L F P ) m a x Z -
“ ( x )
v ( x )

( 5 )
v jx ,

,一R工,一一、/工Cll、 ,产ó

万 y
`, x , -

2〔 R

一 1 , 2
,

…
,

m
少〔 R

j 一 1
,

2
,

…
, n

y,00,=多为
,

毛l
卫K
|
|

称 x 人 = 夕`。 ,

i ~ 1
,

2
,

…
,

m ; x ,
= o

,

j 任 R ( 6 )

为对应于可行基 B 的基本可行解
,

其中 x 。一 丛
。

) 0
,

i 一 1
,

2
,

…
,

m
.

称

义,

= u o v ,
一 v o u j ,

j 任 R ( 7 )

为对应于可行基 B 关于非基变量 x ,

的检验数
。

.

定理 2 设 x 。 ,

其分量 x J`

一笋
。 ,

i任八 xj 一 。
,

j ` R 是 L F P 的一个基本可行解
,

若

满足

礼簇 o ,

j 任 R ( 8 )

则 x0 是 L F P 的最优解
。

称 (8 ) 为 L F P 的最优性条件
。

(证明见文献 [幻 )
.

由定理 2
,

如果对某个可行基 B
,

最优性条件 (8 ) 成立
,

那我们就得到最优解
。

否

则我们通过类似于线性规划的单纯形迭代得到一个新的可行基及改进的基本可行解
。

求解 L F P ( l) 一 ( 2) 的原始章纯形算法具体步骤如下
:

第一步
:

选取初始可行基及初始基本可行解
。

第二步
:

(最优性检验 ) 若所有 人( 。
,

j 任 R
,

则算法结束
,

得到最优解
:

}
’ 凡

t x j

= y
`o , i 任 I

j 任 R

否则转第三步
。

第三步
:

(选取进基变量 )

任选一个 x * ,

通常取 凡一 m ax

第四步
:

(选取离基变量 )

小值在几个比值上同时达到
,

若有 凡> o
,

则取 几 为进基变量
。

(若有多个 人> 0 时
,

可

{凡 }凡> 0
,

j 任 R } 对应的 x ,

作为进基变量
。

)

由
y or

〕 ,从
= n l l n

f石 I
}翔

,

户
。
{确定

二 J _

为离基变量
。

(若上述最
l y 任 j

可任取一个
。

)



第五步
:

(迭代 )作 ( r
,

k) 旋转变换
,

得新的可行基及新的基可行解
。

按 (7 ) 计算

各非基变量的检验数
。

转第二步
。

迭代过程可以在单纯形表上实现
。

在这里我们采用不同于文献 [ l j
、

「2 ] 的一种简

略的单纯形表格式

表 1 迭代前的 T ( B )值

了
,

( B ) 非基变量 十

检验行

目标行

常数列

u 。 / 二
。

— X 走

从

仍拟

勺附巧如

曰0VU

约束行 x J
,

苏
。

~
x j

,

y 时 y 勺 ) 动

即中 。 为进越变 量
,
二 J

为出基变量
,

多
*

为枢纽元素
。

表 2 迭代后 T ( B )值

T ( 刀 ) 常数列

几
。
/矛 又

,

分
二

竺拟竺为夕 乃血
“ 心

-
-

—
_

y佳

少
r 。刃走

口 、〕 -

一

—y
, 关

y ro y
杀之

V 卜
「

一
-

一
V 尸走

妈一纽些
y 注

u 少
一

v 叼 一

y 勺 v 汤

气毕盛

夕勺夕 走

y 走

塑
少

·

资

坦 丛 立
-

y 涟 y 汉 y 助

算法 巨确性 由下面两个定理保证
。

定理的证明是平凡的
。

定理 3 当 人> 0 时
,

至今存在一个 y
一

夕 。 , :
任 .I

定理 4 对 L F P 应用上述算法
,

由一可行基开始
,

每经过一次单纯形迭代都得到一

个基本可行解
,

且 目标函数非降
。

特别
,

在非退化情况下
,

目标函数值严格上升
。

由基本假设 (1 ) 和 ( 2)
,

我们知道
,

L F P ( 1) 一 ( 2) 只有有限个基本可行解
,

由

定理 1 和定理 4
,

在非退化情况下
,

只须经有限步迭代就可以得到问题的最优解
。

自然要 问
,

在退化情况下是否有同样的结论 ? 下一节给出的数值例子不能保证有限

性
。

2 一个 出现基循环 的例子

1 9 5 5 年 E
.

M
.

L eB
a l 。 构造了一个在线性规划的原始单纯形算法中出现基循环的例

尸
` 我们将其 目标函数改造一下

,

可说明 L F P 原始单纯形算法会出现同样的情况
。

( T F P ) rn a x Z 一

3
1 十

一厂工
i

一 1匕U工
,

十
任

1 + 8了 、

1
言丈 工 ,

十 乙X
`

勺U
一 _ 、

—
—

t 甘 )



1
, 。 1

万
、

X l
一 b U X Z

一 言二X 3
十 甘X 4

十 X S

一 U

任 ` 口

1

万为
1

一 , UX Z
一 二从 X , 寸

~

j X 4

十 X `
一 U

0 U ( 1 0 )

x 3

十 x 7
一 1

x l ,
x : ,

…
,
x 7

) 0

Ỳ11|r||||||!
、

春L
S

这是一个退化的 L F P
,

有明显的初始基本可行解 ( 0
,

0
,

o
,

0
,

0
,

o
,

1 )
r ,

其中 x s ,
x 。 ,

x ,

为基

变量
。

施行上一节中的算法得
:
(见表 3~ 表 6)

表 3 初始值

专

T ( B 。 )常数列 一 x l 一 x : 一 二 :
一叔

ó
匕,妇Q目

一一一93
之 1

x 6 0

3 / 4

一 3 / 4

0

1 / 4

I / 2

一 1 5 0

1 5 0

0

一 6 0

一 90

1 / 5 0

一 1 / 5 0

0

一 1 / 2 5

一 1 / 5 0

x 7 1 0 0 1 0

表 5 第四次迭代结 .

十

T ( B
6
) 常数列 一 x s 一 x 。 一 x , 一 x2

衰 4 第一次迭代结果

令

T ( B , ) 常数列 一 x s 一 x : 一 x :
一 x4

2 1 一 3 30 7 / 50 一 3 3

u 1 3 一 3 0 一 7 / 5 0 2 5

v 1 0 0 0 一 8

x , 0 4 一 2 4 0 一 4 / 2 5 3 6

~ x 6 0 一 2 3 0 3 / 5 0 一 15

x 7 1 0 0 1 0

表 6 第六次迭代结果

T ( B
`
) 常数列 一 x :

一 x `
一 二 l 一 x2

5 / 3

8 / 3

5 0

1 / 3

一 5 0

一 l

一 13 / 3

一 1 6 / 3

一 1 50

一 2 / 3

15 0

l / 2

一 5 / 2

一 2

一 1 2 5 / 2

一 1 / 4

1 2 5 / 2

一 1 2 0 一 1 5 0

:;:
1 0 5 0 0

4 0

一 1 0 50 0

艾

1 / 50

一 1 / 50

0

一 1 / 2 5

一 1 / 5 0

一 6

一 2

一 8

9

3

3 / 4

一 3 / 4

0

1 / 4

1 / 2 骡
X 7 上 1 U U U

. 曰匕 . . . . . 口 . . . 曰 . . 甲

ǎ
U11

月城,.工X

表 T ( B
。
)与 T ( B

。
)完全相同

,

即迭代六次后又出现了 B 。 ,

其按同样规则继续下去
,

必

将导致循环
,

得不到最优解
。

我们知道
,

1 9了7 年
,

R
.

G
.

lB a
dn 提出的最小下标规则是线性规划原始单纯形算法中

避免基循环的一个简单办法
。

下一节我们将证明 lB an d 规则对非线性规划的 L F P 单纯形

算法避免基循环仍然适用
。

3 lB
a n d 规则与 L F P 有限算法

如果在第一节的算法 中第三步
,

第四步采用 lB an d 规则来确定进基变量和离基变量
,

则有相应变化
:

第三步
:

令 k 一 m i n 仃 {又
,

> 0 )
,

取 x *

为进基变量
。

第四步
:

令 夕一 m i n 塑 }少
,。
> 0

y
,乏

f
了

{夕
`。 。

}
J ,

一 m l n 、 J :

}— 一 u 户
`〔 I 火 { y

: 乏 ]

取 x J ,

为离基变量
。

现在我们可以用这一算法重新求解第二节中 L F P ( 9) 一 ( 1 0 )
,

来证实 lB a
dn 规则避免
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了基循环
。

按第三步
,

第四步
,

前 4 次迭代相同
。

第 5 次迭代 (即在 T ( B
4
) 中 )

,

进基变量应选 两

而不是 二 5
.

经 6 次迭代得该问题的最优解 {嘉
,

。
,

1
,

。
,

熹
,

。
,

。
{

r ,

最优值为 : 1 / 2。
.

” “ ’

一 一
“ -

一
一 “ 、

一
’ ” ’ ”

~
’ `

一
” `

~
“ “ `

盯 ( 2 5
’ 一 ’

一
’ 一 ’

1 0 0
’ 一 ’ 一

)
’

~
犷 “

~
/ J “ “ “ 一

`

定理 5 上述求解 L F P 算法必在有限步结束
。

证明 根据定理 4
,

我们知道上述计算过程是由可行基到可行基的迭代
,

同时 目标函

数不断改进
,

因此只须证明计算过程中基不重复出现
,

那么由于基的总数是有限的
,

算法

必在有限步结束
。

用反证法
。

若不然
,

某 L F P 运用上述算法时
,

某可行基重复出现
。

即

T ( B
,
) 一 T ( B

Z
) 、 … ~ T ( B

。
) 一 T ( B

l
)

也就是说
,

算法进入
“

循环
” 。

将变量指标集 {1
,

2
,

…
,

n} 剖分为子集 F
,

H
,

G 之和
。

] 任 F
,

当且仅当 x ,

是所有 B
` ,

t一 1
,

2
,

一
, 。

.

的基变量
,

称其为固定基变量指标

集
。

j 任 H
,

当且仅当 x ,

是所有 B
, ,

t 一 1
,

2
,

…
, 。

.

的非基变量
,

称其为固定非基变量

指标集
。

了任 G
,

当且仅当 x ,

既是某 B
,

的基变量又是某 B
,

的非基变量
,

称其为循环变量指标

集
。

将行指标集 { l
,

2
,

…
,

m } 划分为子集 L
,

M 之和
,

使得
:

L 是对应固定基变量的行指标集
,

M 是对应循环变量的行指标集
。

设由 T ( B
`

)变换到 T ( Bt + ,
)的旋转行为

二
( t)

,

离基变量的指标为 rt
,

进基变量的指标

为 k
。 ,

其中
t一

上 ,

2
,

…
, 。

,

而 B 、 1
一 尽

.

由上述定义知

G 二 U { k
`

} = U {
r `

}
,

M = U {尹 ( t ) }
t = I t之 1

因 目标函数非降
,

故在循环过程中目标函数保持不变
,

即

注意到

` J 一声+ 1

“ o
_ “ 0 `

一
, 。

万一二干丁
, `
一

1 , ` , .

一 田一 .1
“ O “ 0

u 犷
,
= u 息一 6t u . ` , v犷

`
一 v 么一 氏v * :

则 u 么v犷
,
一 v 么u 犷

`
= 一 粼

* `

二 o
,

其中权 > 0

故 夕
:

= o
,
t = 1

,

2 ,

…
, 。

所以 y
r ( t ) 。

一 。
,
t = 1

,

2
,

…
,。

由迭代规则
,

常数列保持不变
,

即

( 1 1 )

( 1 2 )

}冷
一

子
一

`

”

t u 6 一 “ 石一
’

二

一 y 豁

一 u言
, v孟~ v含-

· ·

一
v 言

( 1 3 )

从而由 ( 1 2 )
,

( 1 3 ) 有

y乳= 0
,

i 任 M
,
t 一 1

,

2
,

…
, 。

令 q一 m a x 勺 }j任 G }
,

设 粉一
二`

一 q
.

在 T ( B户中
,

由旋转列选取规则有

叮> o
,

可镇 。
,

j 任 G n 侧 \{ 封

7 O

( 1 4 )

( 1 5 )



在 T( B
.

)中
,

记 k一 k ,

(r 。 ) ~ r ,

则 君二 q ,

雌> 。
.

因对所有落任 M
,

有 呱一 。
,

故 由旋转

行选取规则有

y 几> 0
,
y 几簇 O

,

i 任 材 \ { r} ( 1 6 )

作辅助函数

g x( ) 一 u0 。
x( ) 一 v0 。

x() 一 艺 axj
,

( 1 7 )
j〔 R

(由于不涉及固定基变量
,

为简化讨论
,

无妨把 L 对应的行从表中划去 )
。

取 室 如下
:

- 一 儿
,

i 任 M
,

J
:

任 J
`

= O
,

其它

( 1 8 )

ù几ù为
!ùxjrlesse七eese

、

g (勤 }二 (。 ,

一 艺七乓一
弋 < 。

( 1 9 )
j〔 丫

盯刘
二 (。 ,

一 艺准
,

, 〔 矿

而则

一 艺瓶
一 艺 瓶

一 李
。

(20 )

, 〔 H ,

“ n尹 \ ` , }

由 ( 1 8 )
,

我们有 左 ,一 。
,

j 任 H ;瓦》 o
,

j 任 G 门R ,\ {妇
,

因对任意 j任 G n R 了\{ 妇
,

必有 j 任 G

自r 或者 j 任 {工 !去任尹
,

i任材 \ { , }
.

}
,

于是 毛 要么取 0 或 1
,

要么取一沁》 0
,

i任M \

{ r }
.

再由 ( 1 5 )有

g (资 ) 4
二。 B , )

) 一 可主
?
一 心九 > o ( 2 1 )

注意到 g ( x )在 了处按 T ( B
`

)和 T 〔B 了 )计算得到两个不同的结果
,

故 ( 1 9)
,

( 2 1 ) 矛盾
。

所以
,

在单纯形迭代中
,

基不重复出现 (证毕 )
。
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e o n s t r u e t e d i n w h i e h a f i n i t e s e q u e n e e o f d e g e n e r a t e b a s e s o b t a i n e d b y t h e L F P
’ 5 p r im a l

s im p le x a lg o r i t hm i n r e f e r e n e s 〔1〕 a n d 〔2〕 m a y y i e ld b a s i s e y e l i n g , n d h e n e e n o o p t i
-

m u m s o l u t i o n e o u ld b e g o t
.

oS
,

W
e p r o p o s e t h e f i n i t e a lg o r i t h m u s i n g B l a n d

’ 5 r u l e
.

K e y w o r d s li n e a r f r a c t i o n a l p r o g r a m m i n g , o p t im a l i t y e o n d i t i o n
, , im p le x a lg o r i t h m

,

B l a n d
’ 5 r u l e
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