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任意三角域上的光滑插值法
’

方 透 刘 杰

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文讨论了三角域和多边形域上的光滑函数在边界的法向导数和沿边界的

方向导数的关系
,

得到了三角域和多边形域上 lC (口 )插值的简化判别条件
。

提出了三角

域上的一种 群 擂值方法
。

最后
,

我们给出了误差估计和计算实例
。

关桩词 几何
,

方向导数
,

曲面插值

分类号 0 2 4 1
.

5

在多元逼近和曲面造型中
,

多边形域上的插值与逼近
,

是一个活跃的研究领域
,

如

三角形域上的插值闭
,

矩形域上的插值以及 L 型域等
。

这些擂值都有春逮要的理论和应

用价值
。

1 三角 (多边形 ) 域上 lC ( C Z )插值的简化判别条件

设多边形区域为 T
,

F x(
,
y )是 T 上的光滑函数

,

T 的边

界为 a T
,

在 a T 上插值 F x(
,

刃及 F x(
,

刃的 1 到 N 阶法向导

数的函数 G x(
,

刃称 T 的 C N
插值函数

,

即 ` x(
,

妇满足条件

{
G x(

,

刃 }aT 一 F x(
,

刃 }aT

匹里边 } _ 2互遥三迢2 }
派

`

} aT 断
,

} aT
一 1

,

2
,

…
,

N

( 1 )
o

这里 式是 a T 上的法向么矢
,

如图 1

在实际研究中
,

直接验证 ( 1) 是很困难的
,

因而我们往

往退一步检验

( 2 )

aT

一 F ( x
,
y ) }二

l _ 2上里全生丝
二 日二

`

勿
少

0 镇 艺
,

j 《 N 十 j ( N

,
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从而 ( l) 得到验证
。

不过 ( 2) 的验证也相当繁杂
,

我们利用边界线段上的法 向导数与沿

边界线段的方向导数之间的关系
,

对 N 一 1 , 2 的情况
,

导出了比 ( 1 )
、

(2 )更简化的插值条

件
,

当 N 一 1 时
,

简化的插值条件与 ( 1) 等价
。

N 一 2 时
,

更正了文献「5」中插值条件的错误
。

下面我们仅就 aT 中的任一条边讨论
,

为方便也记为 a T
。

显然
,

当 a T 平行于 x 轴时
,

{
G (x

,

刃 }aT ~

( 1 ) 与

F ( x
,

y ) l aT

a G ( x
,

们 } a F ( x
,

v) }
一

~

下石厂一 卜 一 一一百万- 一 !
_ 之

一 1
,

…
,

八
甘少 l 担〕 甘了 ! 司

( 3 )

等价
,

而 aT 平行于 y 轴时
,

{
( 1 ) 与

G x(
,

刃 ! aT 一 F x(
,

刃 }aT

2巨终
,

夕2 { ~ 2二乌J2 2 }
ax

,

}二 日之
,

} aT

一 l
,

…
,

N

等价
。

当 a T 既不平行于 x 轴又不平行于 y 轴时
,

我们证明了
,

当 N 一 1 时
,

l( ) 式与

{
G x(

,

力 }盯 一 F ( x
,
y ) }二

韶 ( x
,
y ) l _ 即 ( x

, y ) }
-

一下了~ 一一 - } 一 一
穷了 - - - - } i

一
1 , 二

’ , J 丫

。二 }打 口工 l aT

( 4 )

等价
。

( 4) 式中 aG (x
,

刃 / a x
,

a F x(
,

刃 / a x 换成 aG x(
,

刃 /句
,

a F x(
,

刃 /即也成
。

当 N = 2 时
,

( 1 ) 式与

G x(
,
y ) 】aT ~ F x(

,

刃 }aT

兰瓮边 }
二 一

嘿拼2

{
二

{
翌瓮黔2卫{鉴边 )…

二 一

(
翌餐黔2卫等边 {…

二

( 5 )

才

|
|112!es

l
!l

等价
。

我们固定 a T 的方向
,

设这个方向的么矢为 才
,

由方 向导数公式知

{纂一
+

箭
·`二
)1
二

(
干

纂
9 `二 士

爵
。。二

)
( 6 )

一一一一
盯aT

F一油吮F一济
矛八口一ē乙ǎd一ēG

2

1
气|||||

这里
Q

为式的方向角
。

(6 ) 式中消去 a F / a x 得
:

纂一
“ 干

( 7 )

( 8 )

aF一如aF一ax
a 石

,
.

不二 S l fl a 士
C 珍之

同理消去 a F /御 得
:

箭
。 。二

川
二 -

纂
8
二̀
)…
二 -

对 G ( x
,
y )相应可得

:
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{爹
si n。 士爹

。 。 a s

{ {
一
爹 }

}凳 _淤 { l
a T

泌 }
a T

1 只二 S C O Q州卜
门

汽于 S l na! l =下产 { l

、 。 刀 0 ,I } l aT 口工 1舒

( 9 )

( 1 0 )

由于在 a T 上
,

F x(
,

刃与 G x(
,

户相等
,

所以在 aT 上沿边界的方向导数有如下的关

系

韶 ( x
, 、 ) 1

, .

G ( x + ct o s a ,
夕 + t s i n a ) }

一一台亥盗一 ! 一 u m

—
I

口 ,I ! aT
`
一

“
_

. ` . _ . 、 l严
尹 灭x 十 t C O s a ,

y 十
不s l n a 少 l

二 n m

—
l

心, O ` ! 己叮

一 塑空二丝 .
a亏 } aT

由 ( 7 )式与 ( 9) 式相减得
:

即aT

下夕.,...1
、
、 r了.̀̀吸吸、。 ; 。 。

}丝 _ 夔 } } ~
一“ 一 ( 而 而 ) l ar

由 ( 8 ) 式与 ( 10 ) 式相减得
:

。 。 s a

}蟹
一
釜{1

_

-

\ 以
, ` 以 , ` 1 1刃

’

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 2 ) 式证明了 N 一 1 的论断
。

钾aT
S l n 在 C O S a

十

纂
十

豁

s i n a Z

S l n 口C O S a
e o s “ 2

F一a
.

F一a
.

立ax护一ax

到此由 ( 1 1) 式或

当 N 一 2 时
a ZF

服
“

a ZF

时
2

上面两式相加得
:

一

{纂
一

{豁

e o s “ a + 2

s i n Z a 一 2

护 F }
.

护川 { az F
.

az 川 }

云
三
}aT 十砰 }二 一 {丽

一
牙川

8T
( 1 3 )

aT

相应地 G ( x
,

刃有
:

护G
.

少`
: 丈- 二 十 不丁下
。工

.

。 少
-

( 1 4 )些甜
由 aG / a引aT 一 a F /时 } aT

,

易知

则 ( 1 5 )
、

( 1 4 )两式相减得
:

塑 }
a 犷 }aT

{塑
_

l a 五
“

由 ( 1 5 )式我们知道
,

若

厌子} !
只尸下 1 ! 州卜
口 x

“

Z }aT

孑 F 于 G

即
2

如
2

( 1 5 )
aT

aTaT
,

一
: ,

`

|
伙F一少召一护G一俨护一a护一a护一于

|+一一

刃
,

—
护F

ax

孑G / 苏
,

}aT 必可推得
,

} = {全互 _ 翌鱼{ l
IaT (即

z

即
z

] }二

aT护
一l

aG一产ù引列
r

洲冽一ax心一澎下
J

比汗
.

a一a护

反之亦然
。

由此证得
,

插值条件 ( 1) 式与 ( 5) 式等价
。

文献「5」中指出
,

当 N 一 2 时
,

( l) 式与

G x(
,

刃 }aT ~ F x(
,

刃 }aT

兰釜丝 }
二 一 旦互普奢丝 {

盯

翌瓮辫 }
二 一 旦互鉴黔 }

二
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等价
。

显然是错误的
。

2
.

1

任意三角域上 的 C
Z

插值法

问题提出
:

三角域上的插值不仅在有限元计算中必不可少
,

而且常用于几何造型和多元逼近
。

三

角曲面片之间达到 lC 连续的算法 已有不少 〔`一 ’ 〕 ,

但有时要求达到 c Z

连续
,

已有的曲面算

法 4j[
·

仁5〕计算都比较复杂
.

我们提出一种三角域上的凸组合插值方法
。

设 T 是任意三角形 A B C
,

要求构造一个插值函数 G x(
,

妇
,

使它在 T 的边界 a T 上

插值函数 F (二
,
y )以及它的一

、

二阶方向导数
,

即

G ( x
,
y ) }aT 一 F ( x

,
y ) laT

丝翁丝 {
二 一 丝备丝…

毋

旦二警黔2

…
盯 一

架碧
2

}
盯

( 1 6 )

式中 式表示 a T 的法线方向
,

a/ a花
,

乎 / a矿分别表示沿 a T 法线方向的一
、

二阶导数
。

由前面一节可知插值条件 ( 1 6) 式可简化为

` ( x
,
y ) }aT 一 F ( x

,
y ) }aT

嘿署2

{
、 一 翌纷丝 }

二

(豁
一

黔…
二 一

(纂
一

飘…
二

( 1 7 )

2
.

2 构造方法
:

设 B C 边是三角形三条边的最长边
,

以 B C 边为 y 轴
,

作

O A 垂直于 B C
,

建立坐标系 (如图 2 ) 在图 2 中令

二。
一 旧 A }

,

m = 二。
+ 夕e t g a :

其中

{ 1
,

当 y ) 。 时

} 2
,

当 y < 0 时

文 [ 2」构造
一

了插值函数

尸二 (￡
,
: ) 一

:

氢
* (
素

) F
, 一 (。

,
, ) m

!

图 2

+
、

氢
,

!

`
素

, F
! ,

。
( m

,
y ’ 州

`

式中
。 , _

_
_

、

_ a 十
下 x(

,
y )

诬’ 官 , J 、孟
,
y j
一 一一下犷下二一丁一一

口 `之 口〕尹
J

价 l( )
,

沪
,

(t )是区间即
,

1」上的五次 H e m iit e
插值基函数

,

令

叭 ( t ) = 一 ( t 一 1 )
“
( 6 t : + 3 t 十 1 ) ; 叭 ( t ) = 一 t ( t 一 1 )

“
( 3 t + 1 )

沪
: ( z ) 一 一 0

.

5 t 2 ( t 一 1 )
3 ;沪

。
( t ) = t 3 ( 6 t

2
一 1 5 t 十 1 0 )

,

沪 ( t ) 一 一 t 3
( t 一 1 ) ( 3t 一 4 ,) ;必

2
( t ) 一 0

.

5 t 3 ( z 一 l )
“ .



且具有如下性质
:

歼
` , ( o ) = 沪:

` , ( 1 ) = l ,

歼
` ,
( z ) 一 沪李

泛, ( o ) = o

式中 i
,

k = 0 , 1
,

2
.

歼
泛, ( o ) = 奸

介, ( 1 ) = o

式中
,

i铸 k
,

i一 。
,

1
,

2
.

容易验证 尸 F x(
,

刃满足插值条件 ( 1 6 )式
,

但是 尸 F x(
,

刃 任 0C (7 )
,

因为在 o A 上

a尸 F x(
,

刃 a/ y是间断的
。

为了消除间断性
,

文 [ 5 ]增加有理式变为

G ( x
,
y ) = P F ( x

,
y ) + x 3

( x 一 m )
3

[ A
。
+

.

A
l
y + A

Z
( x + 3m + 4 x 。

) 〕

但 A 。 ,

A , ,

A Z

的计算公式是十分复杂的
,

从而使 G x(
,

y )的计算公式复杂
,

计算量较大
,

我们引入一个 T a y lo r
算子

: 二 ( 二
,
, ) 一 ; (二

,

。 ) + , ; 。
.
1
(二

,

O ) + 答
r 。 ,

2
( 二

,

。 )

`
( 18 )

并且定义
: a ,

x(
,

必 ~ 犷 /〔少十 (一 x + m )
“ x ,

〕
a Z

x(
,

刃 “ ( m 一 x )
3

xs /〔犷+ ( m 一 x )
’ x 3

〕

式中 ( x
,

y ) 任 T
,

显然
, a l

( x
,
y ) + a Z

( x
,
y ) 二 1

.

,

( x
,
y ) 任 T

于是我们定义 尸 F 与 L F 的凸组合插值算法

G ( x
,
夕 ) 一 a l

( x
,
夕 ) P F ( x

,
夕 ) + a :

( x
,
夕 ) L F ( x

,
夕 )

下面证明 G x(
,

刃满足插值条件 ( 1 7 )式
,

从而可证得 G x(
,

刃 任口 ( T )
.

G ( x
,
y ) aT u。

一 ( a
,
( x

,

y )尸尸 ( x
,

y ) + a Z
( x

, y )乙尸 ( x
,

y川 二。。

= [
a l

( x
,

y ) + a Z
( x

,

夕 ) j p F ( x
,

夕 ) 1aT
u。 = F ( x

,
夕 ) l二

。 ,

( 19 )

丝竺
J
丝 }

a Z, 1aT u 。

一 〔· ,
( X

,
, )

晶
p ; (X

,
, ) + · ,

(X
,
, )

最
: ; ( X

,

, )〕

、 _

a _ _
,

一 ( a l ( x
,
y ) 十 气 ( x

,
y )) 丁尸户 〔x

,
y 少

a F

aT u 。 ,
一 丽

】
二。 。 ,

}
二。。

同理可证

司
,

U 口月

护F

一 a 劣 2 刽
二。。 一

酬
二OUAG一产子一a

综上证明 G (x
,

刃在 a T 上插值 F 及 F 的一
、

二阶导数
,

而且在 O A 上插值 F 及 F 的

一
、

二阶导数
。

从插值式 ( 1 9 )的构造可知 G x(
,

户 任俨 ( T )从而可得下述定理
。

定理 1 给定两个有理函数

a l
( x

,
夕 ) 一 夕 3

/「夕
3
+ ( x 一 m )

3 x ,

〕
a : ( x

,
少 ) 一 ( x 一 m )

“ x 3

/ [少
3
+ ( x 一 m )

3 x 3

]

则 G ( x
,
y ) 一 口 1

( x
,
y )尸 F ( x

,
y ) + a Z

( x
,

y ) L F ( x
,
y ) 在 日T 上插值 F 及 F 的一

、

二阶导

数
,

而且在 O A 上也插值 F 及 F 的一
、

二阶导数
。
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3误差估计

定理 2给定一个光滑的二元函数
,

设逼近误差

E ( x
,

y ) 一 F ( x
,
y ) 一 G ( x

,
y )

}E ( x
,
y ) {毛 }x

3
( x 一 x 。

+ x o y / y
、
)
’

}M

式 中
,

M 一 n l a X

由 F

n 飞a X

(二
, , ) C 丁

a ` F ( x
, 夕 ) l

_ _ _ _ _

1a
3
F ( x

,
少 ) } {

一一~ 一二犷 - 二尸 - 一一 甘 , i i i d 入 l ~ 一
,

~ ~二尸- 丁- - 一 1 1

d x
’

} ( x , ) 〔 丁 } dy
“

} /

当 y ) 。 时

2
,

当 y < 0 时

,.

. .土n乙l
.

. J

、
.

.、

证明 关于 y 的 T ay lor 展开有
:

了 、 。 , 、

「
y

a 3 F ( x
, t )

,
夕 2

_
_

` . t , 、 二 `

气J
一 ` 夕厂 、 工

,
y 少 一 l 一

一
万二厂— 气下

~

一 y
L , 广 下

,

少 “ L

J O ( 沪` 山 白

因为 尸 F ( x
,
y )在 A B

、

A c
、

B c 边上插值 F 及 F 的一
、

二阶偏导数
。

对巨
2 ,

y ,

〕上任

何一固定点 y
,

插值 p F x(
,

刃是关于 x 的一个五次插值多项式
,

并以

x `
一 。 ; x ”

一 x 。
一 x o y /苏

式中
,

1
,

当 y ) o 时

2
,

当 y < o 时

为插值零点
,

且在这两点满足

些dxz一一
d Z尸 FdF一dx一一

尸 F 一 F ;
d尸F

d x

由此即得

FJ 一 PF }簇卉 、 (二 一 二。
+ 二y0 / y

,

)
3

共
F (二

,
, )

.

O 二 “ 义 :

所以

}E x(
,

刃 { 一 }
a l

x(
,

妇 ( F 二 尸F ) + a Z

x(
,

刃 ( F 一 L 尸 )

廷 lx
3
(二 一 x 。

+ x o
y / y )

3

{M

式中
,

M = m a x {a
`尸 ( x

,
夕 ) }

m
a x _

l
一
一一石二了

,

— }
,

m
a 入 _

(二
, , ) 〔 了

’

1
` 2汉 l ( x

,
夕) 〔 了

’

丝迎
,

之里2 {{
己y

3

{ )

1
,

当 y ) o 时 ;

2
,

当 y < o 时

证毕
。

5 数值例子

下面给出一个用本文插值方法插值已知函数的最大偏差的例子
。

例
:

在以四条直线



农 1

x 十 y 一士 L
,
x 一 y 一 士 L

为边的正方形内
,

求被插值函数

F x(
,

刃 一 了10
,
一 x ,

一 少

的插值函数
,

用正方形的一条对角线 x( 一 0) 把正方

形分成二个三角形
,

在每个三角形上用本文提出的

插值法计算
。

在正方形内等距排列了 81 个点
,

在这

81 个点上计算 G ( x
,
y )

,

求出这 81 个点上 G ( x
,
y )

对 F ( x
,

y )的最大偏差
,

结果见表格 1
。

L G ( x
, y )的最大偏差

8
。

0

6
。

0

5
.

0

4
.

0

3
.

0

2 0

1 0

2
.

3 5 8 X 10 一 2

8 04 3 X I O一 3

3
.

4 18 只 1 0 一 3

3
.

2 9 7 又 1 0 一 4

1
.

50 7 X 1 0 一 4

5
.

75 5 义 1 0一 6

5
.

7 5 7 X 1 0 一 8

参 考 文 献

W a n g C Y
.

C A D
.

1 9 8 3 ; 1 5丈l )
: 3 3~ 3 6

S e h u m a k e r L L
.

I n C o r e n t z G G
,

C h u i C R a n d S e h u m a k e r L L e d s
.

A Pp r o x im a t i o n T h e o r y
.

V o l
.

2
.

A e a d e m i e

P r e s s
.

19 7 6
: 2 0 3一 2 6 8

方遴
.

任意三 角域上的 lC 多项式擂值方法
,

数学 的实践与认识
。

19 89 ; ( 2)
:

47 ~ 51

aB
r n h i l l R E

,

B i r k h o f f G a n d G o r d o n W J
.

A P p r o x im a t i o n T h e o r y
.

1 97 3 :
( 8 )

: 1 14 ~ 1 1 8

汪菇业一种三角形域上的 C “
擂值方法

.

计算数学
.

1 9 85 , 7 ( 2)
: 1 56 ~ 1 63

S m o o t h I n t e r p o l a t io n O v e r A r b i t r a r y T r i a n g l e s

F a n g K i u L u i J i
e

(D e P a r t m e n t o f S y s t e m E n g i n e e r i n g a n d A P P l ie d M a t h e m a t i e s )

A b s t r a C t

In p a r t o n e o f t h i s p a p e r ,

w e d i s e u s s e d t h e r e l a t io n b e t w e e n d i r e e t io n a l a n d

d e r i v a t i v e s o f s m o o t h f u n e t io n s o n
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