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准则下选择最优子集的并行算法
’

胡庆军 吴 诩
�系统工程与应用数学系 �

摘 要 � 准则 �� 是目前颇受重视的一种变量选择准则
。

本文针对大型线性回归模型
,

推导了从所有可能子集中用几 准则选择最优子集的 �乘除法 � 运算次数
,

提出了 价准则下

变量选择的并行算法
。

给出了在 � � 一 � 和 �� 一 � 向量巨型计算机上运行该算法的模拟结果

且获得了 �� 倍左右的向量加速比
,
�
。 ,

体现了该算法的优越性
�

关健词 线性回归模型
,

变量选择准则
,

子集回归
,

并行计算
,

向量加速比

分类号 � � � �
�

�

考虑含 � 个 自变量的线性回归模型

� � � 尹� � �� �

� �� � � �
, � � � ��

, � � 一 � �� �� �

式中 �
二 、 、 ,

�
二 � �

均为已知矩阵且 � 列满秩
,

风
� ,

为未知参数向量
, 。� � � 为不可测的误差 向

量
,

护 未知
,

几
、 。

为单位矩阵
。

当模型含有常数项时
,

本文约定 � 的第一列元素皆为 �
,

这时作变量选择总是把常数项选入 回归模型
。

对设计矩阵 � 分块

� 一 ��
,

三�
‘

�
,

尹� �月卜� 层�
’

� “ �
户

凡 � �� 八十
己 ���

式中 �十 , 一 �
,

�
户

为 � 的 � 列
,

�
,

为其余 � 列
,

即 �� �与 ��� 等价
,

凡 和 汉为对应的分

块
。

如果 � 泥 对 � 影响很小或根本没有影响
,

��� 式近似为

� 一 �
�

凡 十 � �� �

记 夕二 二 ��
‘

� �
一 ‘
�

’

� �� �

产尸二 一 �� 弘� 户
一 �
� 协� �� �

� �� � �
‘

�� 一 � �
�� �� �

� ��
。
一 �

‘

�� 一 � � 户 �� �� �

� � �
一 石二二飞

,

�‘ 二 � ��
『

� �
一 飞
�

� 户
� ��

遭 �
沙�

� �

� �
,

二 �
户
�� 弘�

,
�
一‘
�

,
�� �

�� � �

称 ��� 或��� 为全模型
,

��� 为选模型
,

�
,

为对应的 自变量子集的设计矩阵
,

所有可能子集

帝 �� � � 年 � 月 � � 日收稿
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回归�简称子集 �有 �盖一 � 个
。

�� �
、

��� 对应的 月
、

凡 的最小二乘估计 �简记为 � � � �分别为

�� �
、

��� 式
,

相应的残差平方和分别为 �� �
、

��� 式
。

心
’�变量选择 �准则是指

�

以 � ,
统计量

愈小愈好的原则来判别选模型 ��� 的优劣
,

即从 �‘一 �’个子集中选一个子集使对应的 � ,

值达最小
,

并称为 � ,
准则下的最优子集

,

对应的模型�� �称为最优选模型
。

�
,

准则是近年来颇受重视的一种变量选择准则�� 
,

当前为变量选择所设计的计算方

法都是串行算法
,

对于大型模型 �如 � � � � � �� �式
,

要求最优子集
,

其计算量是惊人的甚

至是无法实现的
。

关于用 � 准则作变量选择
,

就计算量而言
,

有二类方法求最优子集
�

其一是计算所有 � ‘一 � 个子集的 � ��
。

以获得最优子集 ��,
’〕�其二是按分支有界的思想

,

通

过计算一部分 � � �
,

就能从全部 � 盛一 � 个子集中找到最优子集比习
�

文〔�〕指出在一般情况

下前者与后者计算量相当
。

本文基于第一类方法针对大型模型 ��� 式就 � ,
准则下首次提出一种选择最优子集的

并行算法
,

这种算法能充分发挥并行机 �即向量计算机或多处理机系统的计算机 �的并行

操作特性
。

、

� 理论依据和串行算法描述

定义 设 � 一 ��
‘,
�
”� , ,

若 氏、

并。
,

定义方阵 � 一 �反
,
�
、 � , ,

称由 � 到 � 的这种变换为以 �

为枢轴号的 � 运算 �扫描运算�
,

记为 � 二凡�
,

其中

� 红
‘

石
� �

“ 以

� 一 ,
,

�护
“该�

塑鱼兰
,

� 护 �
,

� 界 �
�� � �

气一
生����� 

一一一一���奴

�

办石
��� 才���‘
、

若方阵 � 一 � �
‘,
�

, 火 ,

为

口 公 一

口 ‘倪“

口 �泣

,

� 十 � 镇 �
,

� �
�

� � � �

则称这种变换为以枢轴号 � 的 � �� ��

其它

消去运算 �简称 � 运算 �
,

记为 � 一 �
‘

��

�� �!!∀!�
�

一一
了�

� 垒
�

‘

�

�
‘

�

�
’

�

丫 �
� � � �

�盖� � � � �几� � �

定理 � 设 �镇 �� � �
�

� … � �
户

� �
,

对 � � � �式 � 施以 � 运算 �
‘, ,

�
‘� ,

一 �
‘, ,

得到 �

一及
,

…孔及
� �

,

则 � 的结构为
�

� � � �
‘� 。� , ,

�‘� � � � ,

…气
� � ,

为选入子集 � ‘、 , � ‘� ,

一
� 、的回归系数的 � � �

,

即� � �式
。

� � � 瓦� � � � �

为对应子集的残差平方和
,

即 � � �式
。

定理 � 设 �簇�� � ‘� … � 称成�, 对 �� � �式 � 施以 � 运算 “
, ,

仅
� ,

·

,’’ 仅
, ,

得到

� � � , 二心
‘�
�

‘� �
,

则 � 的第 � � � �
,

� � � �个元素 � 。� �, � ,

是选入子集 � ‘,
, � ‘� ,

一
� ‘, 的残

差平方和
,

即 � � �式
。

定理 � 和定理 � 的证明见文献〔�」
�

对于大型模型 � �� 式
,

由� � �� 式知求 � ,
准则下最优子集的计算量在于生成 �尧一 � 个

子集下标集和计算 � ‘一 � 个 � � �
,

及 2
‘
一 1 个 c

,
值的 比较

。

第一部分工作采用字典式子

95



集计算次序川
,

第二部分由定理 2 知
,

用 G 运算产生 2
乏
一 1 个 R SS

。 ,

第三部分 由(9) 式 护

及 (10) 式产生 2
‘
一 1 个 c ,

值并求 C
,

最小值及存贮对应的子集下标集
。

注意
,

利用字典式

子集计算次序求一个子集对应的 R SS
。

时
,

只需以该子集下标集最大下标为枢轴号作一

次 G 运算
,

且由(13) 式 A 的对称性知 G 运算只需对上 (或下)三角块施行即得 R SS
。 ,

又注

意到由 l 个元素{1
,

2

,

…
,

l} 组成不同子集(但含元素 l) 共有 2卜 ‘

个
,

由此即得如下定理
。

定理 3 对(13)式 A 施以 G 运算求 2
‘
一 1 个 R SS

。

的计算量 (乘
、

除法总次数 )
:

N 二 女
2卜 1 二兰匕L 卫些妇塑止卫

一 廿 艺
( 1 4 )

推论 N 一62
,
一

证明 由(14) 式得

(k十 3) (k + 4)
2

(15)

N ~ (k + z) (k + 4)乙。‘一 2 一 (Z k + 5 )习12
‘一 2

+ 习l
“
2
‘一 2

一 (是 + 1 ) (、 + 4 )

午
1一 (2* + 5)

+

音
:2*(kZ一 2* + 3 ) 一 3 :

(k 一 1 )2
走
十 1

化简上式即得 (15 )式
。

由(15)式知求每个 R S S
。

的计算量平均不到 6 个乘除法操作
,

由此说明生成 2
‘一 1 个

子集 下标集和找 2
‘
一 1 个 C

户

值的最小者的工作量是整个计算过程中不可忽略的
。

2 并行算法

设向量计算机的向量长度 L 一 2
, :

为正整数
,

令 k
l
兰k一 :

,

k 为全模型 (1) 式的自变

量个数
。

并行算法的基本思想是形成一组 (L 个 夕“基矩阵
” ,

在同一时刻求L 个子集及对

L 个
“

基矩阵
”

rHl 时作 G 运算求对应的 R S S
p.
定义如下数组

:
(
a
怂

‘,

)

: 、 (* 、 , ) K ‘* 、 1 。 ,

h = 1

,

2

,

…
,

k
,

+ 1
;

( b
,

)
* 、 , ,

‘。:
)
: K 、 ,

( d
,

)
:

·
;

,

(

e ‘
)
: 丫 , ,

( 五
,

)

:
火 ; ,

(
9

2。
)
: 又 ‘1 ,

( 、
万

)

( * , 。 1 ) 、 ,
·

数 组

(耐鱿
,

) 存放 (13)式及 G 运算的各种结果矩阵
,

( 人
, ,

)

、

(
gl,

,
) 存放变量子集的下标集

,

(c

,
)

、

(

e ,
) 存放对应子集的 C

户

值
,

( b
z

)

、

( d
,
) 存放对应子集所含变量的个数

,

( v
,
) 是字典式子集生

成次序的工作数组
。

这里称(可从
,

)

( * 、 、) 只 (* + 、) ,

z 一 1
,

2

,

…
,

L

,

为一组 (L 个)
“

基矩阵
” 。

并行

算法步骤
:

第一步
,

将矩阵(23)式存入数组 (
a ;!户

,
,

)

。; 、 , ) 、 、* 、 1 。 ,

并对(13)式依次以 1
,

z

,

…
,

差为枢

轴号作 S 运算
,

所得矩阵的最后一列分别为(5) 和 (7) 式
,

由(9) 式得 护
.

第二步
,

对
、

个 自变量 x
l ,

x
: ,

…
,

x
,

由字典式子集计算次序生成 L 一 1 个子集下标

集
,

依次存入数组 f}.
、 ,

i ~ 1

,

2

,

…
, , ,

l 一 2
,

3

,

…
,

L

.

对应的子集所含 自变量的个

数依次存入数组 b
之 ,

z 一 2
,

3

,

…L
,

且以对应的子集下标集最大下标为枢轴号作 G 运算

(对矩阵 (2 3)式)
,

所得矩阵依次存入数组 (
a
几{

,

)

( * + 1 ) 、 〔* + 1 ) ,

z = 2

,

3

,

…
,

L

.

注意这一步

共作 L 一 1 次 G 运算
,

这一过程就是所谓形成一组
“

基矩 阵
”

的过程
。

这时 耐从
一

1

、

* 十 , ,

Z -

2

, ·

… L 为对应子集的 R S S
p ,

算出对应的 C
,

值存入数组
。, ,

l 一 2
,

3

,

…
,

L

.

取
cl
一

10 , 。
(大正数 )

.
取 b
l
二 o

,

f

飞 ,

一o
,

i = 1

,

2

,

…
,

5
.
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第三步
,

并行计算 (此段
“
一

”

v ,
一 0

,

m 一 1
,

dl

( 1 ) m 一 m + 1
,

v ,
一v

。 _ ;
+ 1

( 2 ) 1
2
=

v , _ ,
+ 1

,

1
2

一v
,

+
1

,

表示将右边值赋给左边)
:

一 0 ,
9

1
, ,

~ 0

,

l
:

1
~

L

,

i
:

1
~

k
l

( 1 6 )

1
3

一v
.
+
s

一 可兄

。

拐
3
可加
3

a李欠
’
‘,

l
:

1
~

L

,

i
:

1
3

十 1 ~ k 十 1

j
:13 十 1 ~ i (17 )

邻塑 +
2‘”艺 + m 二 ‘,

一
‘:‘一 “

心�
1
1,之

l

若
}
‘Z 簇 C

之 ,

则

俨
乙
一 m 一 ‘

, ·‘

一
‘:‘一 ‘

Lg 一
,
, 一 z

~
v ,
十 s ,

7
:

2
~ m

( 1 8 )

若
v ,

<
k

l ,

则转向(1)
; 否则 , 一m 一 1

,
v

一
v,

+ 1 ( 1 9 )

若 m > 1
,

则转向(2 )
; 否则我们已从 2

玉
一1 个子集中得到一组 (L 个)子集

,

其中包含

了最优子集
,

此组子集的下标集在数组(五
,
‘
)

、

(
g

,
,
,
) 中

,

对应的 c
,

值在数组 (
c‘
) 中

。

然后只

要找这 L 个子集对应的最小 c
,
值

,

即为所求的最优子集
。

第四步
,

设第三步所得最优子集下标集为 i
;,

i
。 ,

…
,

气
,

则对矩阵(13) 式依次以 1
1,

1
2 ,

…
,

称
。

为枢轴号作 S 运算
,

所得矩阵的最后一列的第 i
, ,

i
。 ,

…
,

气行元素即为最优

子集对应的回归系数 凡
,

层
2, ”

’ ,

凡
。

的 L S E, 即 (6 )式
。

算法结束
。

3 模拟计算及注释

某工程工具误差系数分离模型是一个含 30 个 自变量 (不含常数项 )的线性 回归模型

(l) 式
,

且 。一N (0
,

护I)
,

其中 n 一 900
.
今从 已知 X 中取前 k

、

列派生出新的设计阵
,

记为

X( 气, ,

取 护一 1
,

并产生 N (0
,

1) 随机数 云,

对应的回归系数洲气
’用模拟真值代替

,

由 X
(幼 ,

口(
几‘,及 若产生 Y 一X ‘介‘,夕‘

龙, )

+ 若
,

这里 龙‘一 20
,

2 1

,

2 2

,

2 3

,

2 4

,

3 0

.

于是我们得到一组形

如(l) 式的模型
,

其中 k
‘

即所构造模型含自变量的个数
。

针对以上六个模型
,

分别用 C
,

准

则选择最优子集
,

就本文的并行算法和传统的串行算法在 Y H 一 1 计算机上作向量运算和

标量运算
,

得向量执行时间 (v 一cP u) 和标量执行时间 (s 一叩u) 表 1
; 同时对 k一 30 的

模型就本文算法在 Y H 一 2 巨型机上做了单机和整机 (四 台处理机并行处理 )运算
,

计算

时间见表 2
.
由于篇幅有限

,

有关最优子集的回归系数的 L S E 未列出
。

表 1 Y H 一 i 上的 epu 时间 (秒 ) (L 一 z
,

) 表2 (k一 3 0)Y R 一 i 与 Y H 一 2 运行时间(秒)

走‘ 2 0 2 1 2 2 2 3 2 4 3 0

4.
65

v 一cP
“

s 一cP
“

9
.
5 1 7 3 2 6 6 4 2 4 5

1 3 5 2 5 6 4 9 0 9 9 5

s
/
v 1 4

.
4 1 4

.
2 1 5

.
1 1 5

.
3 1 5 1

YYY H 一 111 Y H 一 222

LLL ~ 2 了 L 一 2
666

单机 四机机

444245 552333 2006 51888

注 1 表 1 和表 2 中的 L 表示做向量运算时算法中采用的向量长度(Y H 一 1 机的向



量长度 L 一 2
, ,

Y H 一 2 机的 L 二 26 )
; 表 1 中

:/v 为向量加速 比(串行计算与并行计算的时

间之比) ; 表 1 中 k一30 的模型未做标量运算
,

但从表中可估其
s一cP u 将约用 6000。多

秒
。

表 1 显示本算法在 Y H 一1 上运行其 向量加速 比可达 巧 左右
;
表 2 给出了 h一 30 的

模型用本算法在 Y H 一 1 和 Y H 一 2 上运行的效果
,

对 Y H 一 1 采用两种向量长度的运算
,

对 Y H 一 2 (L 一 2
6
)给出了单机 (用一台处理机)和整机 (四台处理机同时作并行运算)的运

行效果
。

表 2 指出本文算法用于 k~ 30 的模型在 Y H 一2 上找最优子集仅需 51 8秒就能完

成
。

表 1 和表 2 充分显示了该并行算法的优越性
,

也体现该算法用于 C
,

准则的变量选择

的可行性
。

注 2 本文算法的特点
:
其一使(17)

、

( 18 ) 式完全并行化
;其二使得(16)

、

( 19 )式从 2
“

一 1 次标量操作降到 2
“一 “

一 1 次标量操作
,

也即使得 Z
k
一 1 个子集的下标集的生成降到只

要生成 2
“一 ’

一 1 个子集的下标集
。

这就是说本文算法能充分发挥向量机的向量操作特性
。

本文算法用于某工程的分离模型是 Y H 一 2 考机课题之一
,

运行结果如表 2
.

注 3 本文算法可移植到关于用其 它准则川 丈如 A ka ike 信息量准则 A IC
p
要

, ·

ln

( R S S
户
) + 2

·

p 和预测平方和准皿—
PRESS, 准则 )的变量选择 ,

其并行 思想仍是形成

一组 (L 个 )
“

基矩阵
” ,

在同一时刻求 L 个子集及对 L 个
“

基矩阵
”

同时作 S 运算或G 运

算
,

这里 L 与前同
。

本文首次提出变量选择的并行算法
,

这种算法用于大型线性回归模

型的变量筛选
,

对于巨型向量计算机来说
,

其实际意义是明显的
。
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